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RESUMEN
El presente trabajo de investigacion intitulado Solucion de Ecuaciones Diferenciales Parciales
Unidimensionales por aproximacion mediante polinomios de Chebyshev est4 organizado en
tres capitulos.
En el Capitulo 1, del presente trabajo de investigacion, se consideran aspectos fundamentales
y definiciones que son base para el desarrollo de la misma relacionados a las propiedades de

los polinomios.

En el capitulo 2, se desarrollan los polinomios de Chebyshev, con la finalidad de aproximar la
solucién de Ecuaciones Diferenciales Parciales unidimensionales considerando una eleccion
puntos convenientes llamadas puntos o nodos de Chebyshev, para luego hacer uso de la matriz
de diferenciacién de Chebyshev y generar un sistema de ecuaciones diferenciales que son

resueltas mediante un método numérico adecuado.

En el capitulo 3 se presenta la definicién de la Matriz de diferenciacion de Chebyshev, esta
matriz se construye en base a los nodos de Chebyshev y el polinomio de interpolacién de
Lagrange. Finalmente se determina la solucién aproximada de casos especiales de ecuaciones

diferenciales parciales unidimensionales.

Palabras claves:

Polinomios de Chebyshev, matrices de diferenciacion, métodos numéricos, ecuacion de onda,

calor, adveccion.
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RESUMO
O presente trabalho de investigacdo intitulado Solucdo de Equacgdes Diferenciais Parciais
Unidimensionais por aproximacgdo usando polindmios de Chebyshev estd organizado em trés
capitulos.
No capitulo 1, sdo considerados aspectos fundamentaias e defini¢cdes que sdo a base para

o seu desenvolvimento relacionado as propriedades dos polinomios.

No capitulo 2 sdo desenvolvidos os polinémios de Chebyshev, com o objetivo de aproximar a
solucdo de equac0es diferenciais parciais unidimensionais considerando uma escolha de pontos
convenientes chamados pontos o nds de Chebyshev, para entdo fazer uso de la matriz de
diferenciacdo de Chebyshev e gere um sistema de equaces diferenciais que sdo resolvidos

pelo método numeérico apropriado.

No capitulo 3 apresenta a definiccdo da matriz de diferenciacdo de Chebyshev, esta matriz é
construida com base nos nés de Chebyshev no polindmio de interpolacdo de Lagrange.
Finalmente, é determinada a solucdo aproximada de casos especiais de equacgdes diferenciais

parciais unidimensionais.

Palavras chaves:

Polindmios de Chebyshev, matrizes da diferenciacdo, métodos numéricos, equacao do onda,

calor, advecéo.



PRESENTACION

Estimado Sr. Decano de la Escuela de Posgrado de la UNIVERSIDAD NACIONAL
DE SAN ANTONIO ABAD DEL CUSCO, en acto de conformidad con lo establecido por el
Reglamento para optar al correspondiente Grado Académico de Maestro en el area de
Matemaéticas, se somete a su conocimiento la presente investigacion de tesis para su revision
respectiva.
La matemética, durante el transcurso de la historia, se ha desarrollado trascendentalmente
logrando fortalecerse y formalizarse con el pasar del tiempo. Cada vez aparecen nuevos
conocimientos que enriquecen mas a la matematica, tal es el caso de los métodos numéricos
que surgieron con el proposito de encontrar la solucién aproximada a la solucion exacta de una
Ecuacion Diferencial Parcial. Entre los métodos numéricos conocidos esta el método de
diferencias finitas, que sobresali6 en el afio de 1950 y el método de elementos finitos,
sobresaliendo en el afio de 1960.
El presente trabajo de investigacion pretende contribuir en sentar los fundamentos a cerca de
un método basado en la discretizacion, que es el proceso de transferir funciones continuas o
ecuaciones a su contraparte discreta, para determinar una solucién aproximada de las

ecuaciones diferenciales parciales en una dimension.

Motivo por el cual desarrollo el tema: Solucion de Ecuaciones Diferenciales Parciales

unidimensionales por aproximacion mediante polinomios de Chebyshev.

Br. Oscar Montafez Huillca



INTRODUCCION

En la actualidad, los ordenadores y computadoras son muy Utiles en el desarrollo del
conocimiento cientifico, por su versatilidad y precision en los calculos que, junto con un
software adecuado, que en la actualidad se han desarrollado de manera préactica tales como
Matlab, Mathematica, Python y otros.

Los polinomios de Chebyshev tienen mucha importancia en la actualidad, dentro de los
métodos numéricos, puesto que la raiz de un polinomio de Chebyshev, llamados también como
nodos o puntos de Chebyshev, se utilizan como puntos de interpolacién para los polinomios.
Se hace uso del método de colocacion que consiste en sustituir las raices o nodos de Chebyshev
en la condicion inicial de la Ecuacién Diferencial Parcial, considerandola como la primera
aproximacion a la solucién. EI método surge como alternativa a la solucién a las ecuaciones
diferenciales ordinarias de Chebyshev

(1-x2)y" —xy' +n?y =0.

Este tipo de ecuaciones diferenciales corresponden a casos mas particulares de la ecuacion
diferencial llamada Sturm-Liouville, que es una ecuacion diferencial lineal de segundo orden
de la forma —[p(x)y']' + q(x)y = Aw(x)y .

Entre los primeros métodos de aproximacion a las soluciones de ecuaciones diferenciales esta
el, muy difundido, Método de Fourier (Considerado como un método espectral) que se refiere
a expresar la solucion de la ecuacion diferencial como una serie truncada, de tal manera que el
objetivo es determinar los coeficientes de la serie. La base para este método son funciones que
son efectivas para problemas periodicos y para problemas no periodicos, el método de
Colocacion de Chebyshev, con base en los nodos o puntos de Chebyshev, puede ser una eficaz

alternativa.

Xi



CAPITULO 1:

1.1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

1.1.1. Situacion problemética.

Encontrar soluciones analiticas correspondientes a ecuaciones diferenciales parciales, en
ocasiones es bastante laborioso. Los métodos numéricos, surgen como una alternativa urgente,
porque permiten resolver ecuaciones diferenciales parciales por aproximacién y han tomado
una posicidn trascendental en la busqueda de la solucién de ecuaciones diferenciales, entre
ellos, los métodos basados en los polinomios de Chebyshev constituyen actualmente un area
de estudio de la matematica que merece la atencién de los investigadores, debido a la gran

importancia tanto tedrico como en sus aplicaciones.

Los métodos de simulacion numérica conocidos como métodos de elementos finitos,
diferencias finitas estdn siendo aplicadas ampliamente en la solucién de ecuaciones
diferenciales, sin embargo, se requiere de optar por nuevas alternativas que optimicen el célculo

de solucidn de una ecuacion diferencial.

Un método que consiste en suponer que la solucion de una ecuacion o de un conjunto de
ecuaciones diferenciales parciales puede aproximarse por las primeras n + 1 funciones de una
base ortogonal, se denomina también método espectral. Los diferentes métodos espectrales
difieren en la forma de obtener los coeficientes a; para minimizar la funcion residual

R(x,a,(t)) tanto como sea posible. Una vez que hayan sido obtenidos los coeficientes, la



solucién estaria completa, esto es, se obtendria la solucién en todo su dominio espacial,

mientras que en diferencias finitas se tiene la solucién solo en puntos espaciales temporales.

Los métodos de aproximacion por funciones tienen sus inicios a principios del siglo XX.
Podemos mencionar los trabajos de Galerkin (1915) en cuyo enfoque se menciona a las
funciones de aproximacion, Lanezos (1938) quien establecio que una adecuada eleccion de las
funciones de aproximacion y la distribucion de puntos de colocacién son decisivas para la
precision de la solucion. Originalmente fueron propuestos en 1944 por Blinova, luego fue
implementado por primera vez en 1954 por Silberman, y practicamente fueron dejados de lado
amediados de 1960. Posteriormente fueron retomados en los trabajos de Eliazon, Machenhauer

y Rasmussen.

El método de Fourier, es uno de los primeros métodos que involucra el uso de funciones
trigonomeétricas para determinar la solucion de ecuaciones diferenciales parciales. EI método
de diferencias finitas, como también, el método de elementos finitos a pesar de presentar
algunos inconvenientes en el calculo de la solucidn aproximada de una ecuacién diferencial
parcial, ofrecen resultados aceptables. En tal sentido, resultaria conveniente analizar la solucion
aproximada mediante el método que considera como base el uso de los polinomios de

Chebyshev.



1.1.2. Formulacion del Problema
El propdsito es determinar una solucién para una ecuacion diferencial parcial unidimensional,
supongase de la forma
R(u(x, t)) = M(u(x, t)), x€D,t>0 (1.1)
F(ulx,t)) =0, x€dD,t >0
gx) =u(x,0),x €D

donde Xy M son operadores diferenciales con respecto a las variables t y x, respectivamente

a 92 9 92 . . -
(pueden ser: 552955 ﬁ)’ que actla sobre la funcion u(x,t), D esel dominioenxy aD es

su frontera, ademas F es la condicion de frontera, con condicion inicial g (x).

Para determinar una solucién aproximada de la ecuacién diferencial parcial unidimensional
(1.1) se realiza una discretizacion con respecto a la variable espacial. Considerando los

polinomios de Chebyshev de grado k € N, T (x), x € [—1,1]. Sobre el intervalo [—1,1] se

determinan los nodos o puntos de Chebyshev, definidos por x; = cos (%) 0<j<N,

distribuidos de manera no homogénea, a saber, los nodos: xg, x4, ..., Xy.

_. - - .' 06 -05 -0 R 02 - . . 2 . 5 fi '. . ._

Figura 1. Para N=4, los nodos de Chebyshev son: x,, x;, x5, X3, x4, en el intervalo [-1,1]

Sea 7i(x, t) la solucién aproximada de la ecuacion (1.1). Para el operador diferencial M se
determina la Matriz Dy, (N + 1) X (N + 1) llamada matriz de diferenciacion de Chebyshev,

que es la derivada discreta de u en cada punto x;.

Asi, la derivada parcial con respecto a x de la ecuacién (1.1) es



0
au(xj,t) ~ Dy. 1
donde i es el vector @ = [u(xg), u(xy), ..., u(xy)]", (T: transpuesta)
- . .92 NN -
Similarmente, para la segunda derivada parcial oz Se tiene: ﬁu(xj, t) ~ D%.1, donde

. . . a p ;
D3 = Dy.Dy. Luego, la derivada parcial con respecto al tiempo a—lt‘ sera resuelta por un método

numeérico adecuado.

¢Serd posible desarrollar los fundamentos tedricos de los polinomios de Chebyshev y aplicarlos
en la solucién aproximada de Ecuaciones Diferenciales Parciales unidimensionales?

¢Serd posible determinar las soluciones aproximadas de las Ecuaciones Diferenciales Parciales
unidimensionales de Calor, Onda y Adveccién, por medio de polinomios de Chebyshev?

¢Serda posible implementar cddigos en el programa de Matlab para mostrar los resultados?

1.1.3 Hipotesis
Es posible determinar una solucion aproximada mediante polinomios de Chebyshev para

una ecuacion diferencial parcial unidimensional.

1.1.4. Importancia y Justificacion de la investigacion.
Antes de la aparicion de las computadoras, los calculos realizados para determinar
soluciones de problemas en la fisica, en matematica y en areas como mecanica de fluidos
se aplicaba una expansion en series, tal es el caso de las series de Fourier. Sin embargo,
los métodos de expansion en series presentaron limitaciones para calcular sus sumas
truncadas en la que se tenia un nimero grande de sumandos y términos en la expresion.
Esta limitacion ha llevado el desarrollo de los métodos numéricos discretos, como el

método de diferencias finitas o elementos finitos.



Como una alternativa a los métodos tradicionales se debe contribuir a sentar las bases sobre
métodos alternativos, que sean aplicables en la solucion de problemas de ecuaciones
diferenciales parciales y sus aplicaciones.

El desarrollo del presente trabajo es de suma importancia, pues permite que las Ecuaciones
Diferenciales Parciales de una dimensién, como son la Ecuacién de Onda, Calor, Ecuacion
Adveccion, se resuelvan de manera eficaz mediante aproximaciones en base a los
Polinomios de Chebyshev, ademés se implementara cddigos en el programa MATLAB.
Con este trabajo de investigacion se pretende contribuir al estudio de nuevos métodos que
se estan difundiendo en la actualidad, sobre todo por las aplicaciones en diversas areas de

las ciencias.

1.1.5 Objetivos de la Investigacion

1.1.5.1. Objetivo General
Determinar la solucién de ecuaciones diferenciales parciales unidimensionales por

aproximacion mediante polinomios de Chebyshev.

1.1.5.2. Objetivos Especificos
1. Desarrollar los fundamentos teéricos de los polinomios de Chebyshev para
aplicarlos en la aproximacion a la solucién de Ecuaciones diferenciales Parciales
unidimensionales.
2. Determinar las soluciones aproximadas de las Ecuaciones Diferenciales Parciales
unidimensionales de Calor, Onda, Adveccion mediante polinomios de Chebyshev.
3. Implementar los cddigos de programas en Matlab que permitan analizar los

resultados de las aproximaciones.



1.1.6 Variables
1.1.6.1. Variable Independiente
Ecuaciones diferenciales parciales unidimensionales
1.1.6.2 Variables Dependientes

Polinomios de Chebyshev

1.2 Marco Tedrico Conceptual

1.2.1. Antecedentes de la Investigacion
a. Antecedentes Internacionales
Paniagua (2012). En su articulo: “Aplicacion de un método espectral en la solucion de
ecuaciones diferenciales de segundo orden con coeficientes constantes”, cuyo resumen
es: los Métodos Espectrales fueron aplicados en las simulaciones numéricas con eficacia
en mecanica cuantica, Dindmica de fluidos, etc. Este Método tiene gran alcance en la
solucién numérica de las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias, asi también, en las
Ecuaciones diferenciales Parciales.
El Método Espectral que presenta en el articulo se basa en la interpolacién polinomial,
en nodos cuya distribucion genera la malla de Chebyshev, y que permite la resolucion de
las ecuaciones diferenciales ordinarias. Los resultados del trabajo, muestra la efectividad
del método, al comparar las soluciones analiticas con las soluciones aproximadas

encontradas con el método de diferencias finitas.

b. Antecedentes Nacionales
Mifiano (2012), en su tesis “Programa del método del elemento finito para ecuaciones

diferenciales parciales parabolicas con frontera convexa”, resume



El método de elemento finito ofrece una opcion mas adecuada en el caso de determinar
la solucion de una EDP parabdlica, a diferencia del calculo de la solucién analitica
que resulta ser laborioso.

Propone que lo conveniente es implementar un programa en Matlab que halle la
solucién de la ecuacion diferencial, para asi optimizar el proceso de determinar la

solucién de una EDP parabdlica con frontera convexa.

1.2.2. Bases Tedricas Filoséficas.

5.

6.

Para Jeremy Avigad, el conocimiento de la matemética es esencial en la

epistemologia.

Axioma. Se define como una proposicion, tan simple y obvia, que se acepta sin
demostracion.

Postulado. Proposicion que no es tan evidente como un axioma, sin embargo, al
igual que el axioma, se acepta sin demostracion.

Lema. Proposicién que es la base para la demostracion de un teorema.
Proposicion. Es un enunciado, falso o verdadero, pero no ambas a la vez.
Teorema. Es una proposicion que afirma una verdad que debe demostrarse.

Corolario. Es aquella proposicion que es consecuencia del teorema.

1.2.3. Marco Tedrico Conceptual

Definicion 1.2.3.1. — Sea A un subconjunto de nimeros reales. La medida exterior de

Lebesgue u,.(A) de un conjunto A, esta definida por

1o (A) = inf Z|1n|: Ac Uln
n

n=1



donde |I,,| denota la medida del intervalo I,,n = 1,2,3, ..., el infimo es con relacion a

todos los cubrimientos de A por intervalos abiertos. (Flores, 2018)

Definicion 1.2.3.2.- Dados los intervalos abiertos Ja,b[c R, [0,c0[c R. La funcion
s:]a, b[~ [0,[ es medible, si existen funciones medibles s™ simples, tales que se

cumplan:

a) 0<sW<s@ <<y
b) s™(x) = u(x) cuando r - oo, Vx €]a, b[
Definicion 1.2.3.3. Dado el intervalo abierto ]a,b[c R. El espacio de funciones

medibles, que se denota por LP]a, b[, tal que

b
jﬁmwwm<w
a

donde u:]a,h[c R - R.

Definicion 1.2.3.4. Sea la funcion w: Ja, b[ R = R. Se define la funcion peso w,

como aquella funcion que es continua y positiva en el intervalo abierto ]a, b[.

Definicion 1.2.3.5. Sea w una funcién peso en el intervalo abierto ]a, b[. Se define el

espacio de funciones medibles, denotado por L? , con pu:]a, b[c R - R, tales que

b
fmuquMx<w

Definicion 1.2.3.6. El conjunto de funciones {1y, Y1, ..., ¥y, } Se dice que es Linealmente

Independiente en [a, b], si en la combinacién lineal

Coo(x) + 131 () + -+ + Py (x) = 0, x € [a, b]



se tiene que ¢y =c¢; =+ =c¢, =0. Caso contrario se dice que son funciones
linealmente dependientes.
Teorema 1.2.3.7. Si 1;(x) un polinomio de j — ésimo grado, paracadaj = 0,1,..n

entonces {1y, ..., ¥, } es linealmente independiente en [a, b]. (Fernandez, 2017)

Sea el conjunto denotado por ,, , conformado por los polinomios cuyo grado
maximo n.

Teorema 1.2.3.8. Si el conjunto de polinomios {W,, ¥4, ...,¥,} €s linealmente
independiente en g,, entonces todo polinomio en g,, se escribe como una combinacion
lineal de polinomios del conjunto {yy, ¥4, ..., Yn }

(Fernandez, 2017)

Definicion 1.2.3.7. Se define al conjunto {i,,(x)};y como una sucesién de polinomios

ortogonales con respecto al peso w, si

C,, n=k

0 nqtk; k=012,..,n

L GO W) = Gy S = {

donde C,, # 0 es una constante arbitraria.

Definicion 1.2.3.8. Sean U c R™ abierto y conexo, k > 1. Se dice que, una ecuacion

de la forma:

F(D*u(x), D*Tu(x),...,Du(x),u(x),x) =0;x € U
es una Ecuacion Diferencial Parcial (EDP)
siendow: U c R* » R,u € C¥(U) y F:R"x..xR"xRxU - R

k € Z* se llama orden de la ecuacion.



Metodo de Euler para ecuaciones diferenciales con valor inicial

Uno de los métodos numéricos mas conocidos para la solucion de problemas con valor

inicial (PV1), es el método de Euler.

Este método sirve para obtener soluciones aproximadas de una ecuacion diferencial, de

la forma:

% =ft,y(®), a<t<h, (1.1)

con condicién inicial y(a) =y,

Para empezar a describir el método de Euler, se debe considerar puntos (o nodos)
igualmente distribuidos en el intervalo [a, b], esta distribucion de puntos se denomina
malla en el intervalo [a, b]. Se elige un numero n € Z* para seleccionar los puntos de

la malla

t;=a+ih; i=012,..,n
talque,h=b;—a=ti+1—ti, i=01,..,n.

El método de Euler, es un caso particular del método de Taylor. En efecto, supdngase
que y(t) es la unica solucion a la ecuacion (1.1), y tiene dos derivadas continuas en

[a, b], asi paracadai = 1,2, ..., N se tiene

(ti+1 - ti)

2
Y(tiv1) = y(&) + (tir — )y (&) + 3 v (&)

para algin namero &; € (t;, t;;,), arbitrario. Como h = t;,; — t;, Se tiene

2

h
y(tiv1) = y(t) + hy'(t) + 73/”(51')
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y, dado que y(t) satisface la ecuacion diferencial (1.1)

hZ
Y(tien) = y(&) + hf (60 y () + = ¥" (&) (1.2)

Tal que: y(tiyq) = y(t) + hf(t, (&)

Si se considera la aproximacion w; = y(t;), paracadai = 1,2, ..., N, y como
y(a) = y, es la condicion inicial, entonces el método de Euler se describe de la

forma:

Wo = Yo,
Wisq1 = w; + hf(t;,w;) paracadai=1,2,...,N (1.3)
L'
v' = flt. v).
v(b) - via) = a
Wy e e e o
|
[
|
|
|
|
“.f________' |
Wy | : :
X = | |
| | |
| | | | -
fn-ﬂ' I, |":;- .I‘1.'—-f]‘ i

Figura 2. Gréfica de la solucién en los puntos segun el Método de Euler.

Diferencias finitas para Ecuaciones Diferenciales Parciales Unidimensionales.

Para una ecuacion diferencial parcial, como en (1,1), con condiciones de frontera y condiciones

iniciales.
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ol ou du 0%u d*u “ o
YO ot ax2 otz ) T

Las aproximaciones a las derivadas parciales con respecto al tiempo t € [0, b], de primer y
segundo orden, considerando una particion del intervalo [0, b] en los puntos equidistantes
t, = mh;conm = 1,2,...,M; At = h = b/M; manteniendo la variable x sin desplazamiento

(x = x;: constante) estan dadas por:

a) Diferencia progresiva (Hacia adelante)

ou _ ou ~ Um+1 "Um
Otly=y, Ot — h

2%u _ d%u ~ Um—2Ums1+Umsz
0t ly=x; atz — h2

b) Diferencia regresiva (Hacia atras)

Ju _0u __ um—Um—1

Otly=y, Ot h

2 2 -

0°u 0°u __ um—2Up—1tUm—2
0t? ly=y; otz — h?

c) Diferencias centradas

oul 09U mer—mes
Otly=y, Ot 2h

2 2 _ -

0°u 0°U __ Ums1—2Um—Um—1
0t? ly=y; atz — h2

donde U1 = ulx;, t + h), Uy = ulx;, t); Up_q = u(x;, t — h), Uy = u(x;, t — 2h)

(Salgado, 2021)

TEOREMA 1.2.3.9 (Interpolacion de Lagrange)

Sean la funcion f: [a, b] = R, {x¢, x4, ..., X, }, n + 1 puntos del intervalo [a, b], entonces

existe un anico polinomio B, (x) de grado menor o igual que n, tal que

12



P = ) G £:(0)

donde paracadai € {0, 1, ..., n} se tiene

(x—2x0) e (x —xj_1)(x — x341) . (x — x) _ ﬁ X = Xj

ik = (x; = x0)  Ocg — x3-1) O = Xy41) - (g — )

(Sanchez, 2015)

1.3. METODOLOGIA

1.3.1. Tipo de Investigacion
El presente trabajo es de tipo analitico-deductivo en razon a que se analizan los
fundamentos teodricos de la matematica para resolver ecuaciones diferenciales para
deducir si la solucion determinada mediante métodos numéricos se aproxima a la

solucion analitica de ecuaciones diferenciales parciales unidimensionales.

1.3.2. Nivel de Investigacion
El estudio es de nivel basico por cuanto se trata de relacionar conceptos para inferir

resultados y conclusiones. Esta investigacion no trata problemas de experimentacion.

1.3.3. Disefio de Investigacion
El disefio del trabajo de investigacion es no experimental, puesto que no se manipulan
datos. El disefio de esta investigacion consiste en comparar la solucién aproximada con

la solucion analitica de una ecuacion diferencial parcial unidimensional.
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1.3.4. Delimitacién de la Investigacion

1.3.4.1. Delimitacion Espacial y Temporal
El desarrollo del trabajo de investigacion se lleva a cabo en la Universidad Nacional
de San Antonio Abad del Cusco, en la provincia y departamento del Cusco. El presente

trabajo de investigacion se pretende concluir el afio 2023.

1.3.4.2. Delimitacion Conceptual

El presente trabajo de investigacion, en su parte tedrica, se encuentra inmerso en el
area de las ecuaciones diferenciales parciales. La solucion de las ecuaciones
diferenciales parciales se determinara mediante una aproximacion que se enmarcan
dentro de los métodos numéricos, ademas los resultados de dicha aproximacion a la

solucién de la EDP se realizaran con el programa matemaético Matlab
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CAPITULO 2:

MARCO TEORICO

2.1. Polinomios de Chebyshev
Ahora, se establecer la definicion del polinomio de Chebyshev de primera especie en su forma

trigonométrica, también se presentara su forma algebraica y algunas propiedades

En adelante se hara referencia a los polinomios de Chebyshev de primera especie simplemente

como polinomios de Chebyshev.

Definicion 2.1.1. Los polinomios de Chebyshev de grado n, denotado por T,(x),n = 0,1, ...

se definen por

T, (x) = cos [n(arccosx)]; x € [-1,1]

de donde T,,(x) = cos (nf), siendo x = cos@; 6 € [0, m].

Teorema 2.1.1.: Los polinomios de Chebyshev se generan mediante la siguiente relacién de

recurrencia

To(x) =1,n=0

Ti(x) =x,n=1

T, (x) = 2xTy_1(x) — T_,(x), n = 2,3,... (2.1)

con x € [—1,1].

15



Demostracion:

Para demostrar que la relacion de recurrencia (2.1) genera los polinomios de Chebyshev

consideremos la forma trigonométrica (Zaqueu, 2018)
cosnf = 2cosBcos(n—1)60 —cos(n — 2)6, n=?2
Asi, se tiene que:
T,(x) = cosn6 (2.2)
=cos((n—1)+1)6

= cos(n — 1)8 cos O — sen (n — 1)0send

= cosd cos(n — 1) — = (n—2)29—cosn9 (2.3)
de (2.6) y (2.7) se tiene:

2 cosnf = 2 cosf cos(n —1)0 — cos (n — 2)0 + cosnd

cosnf = 2cosfcos(n—1)8 —cos (n—2)0

Por lo tanto T,(x) = 2xTy_1(x) — T,_,(x)  (Zaqueu, 2018).
Los primeros polinomios de Chebyshev son
To(x) =cos0 =1
Ti(x) =cosf =x
T,(x) = cos26 = 2x%2 —1

T;(x) = cos 30 = 4x3 — 3x

T,(x) = cos46 = 8x* —8x2 +1, ....

16



b Vista Grafica bl

08 1 15 2

-0.5 4

1 T3

1

Fig. 3. Los primeros 4 polinomios de Chebyshev

2.2. Calculo de los coeficientes de Chebyshev

Consideremos los polinomios de Chebyshev T,,(x) con coeficientes a,; tales que

n

10 = ) e x* (2.4)

k=0
Sin = 0entonces Ty(x) = a,, donde a,, =1
Sin = 1entonces T;(x) = ano+ ay1x =x donde a,; =1y a,o =20
Sin = 2entonces T,(X) = dyo + Ap X + Ay ox* = 2x* — 1 donde a,, =2
any =0Y apo =-1

Asi, sucesivamente.
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Proposicion. 2.2.1.- Los coeficientes a, ; de los polinomios de Chebyshev T, (x) se

pueden calcular haciendo uso de la relacion de recurrencia

Apno = —An-2p0

a = Za _ 1 — Ay
nk nobkml RS20 n—2 (2.5)

Apn-1 = 2an—l,n—Z
Apn = 2avn—l,n—l

Con condiciones iniciales ago =1, a;0=0,a;1 = 1.

Demostracion.

Considerando la relacion de recurrencia (1.5) y la relacion (1.8) se tiene

n n—-1 n-2
z An.k x* = 2x An-1xk X" — An—2k X
k=0 k=0 k=0
n-—1 n—2
_ k+1
= 2 An-1k X - An—2,k X
k=0 k=0
n-2 n—-1
k+1
= —Qp-20— ) An2kX +Zzan—1kx
k=1 k=0
n-3 n-1
1 k+1
= —Qp 20 — An 2k+1 X +zzan1kx
k=0 k=0
n-3 n-3
k+1 k+1 n—-1
= —Qp_20 — Ap_z k41 X+ 2 Z 1k X +20p_17-2X
k=0 k=0

n-3

— k+1 n-1 n
= —0p 20 — Z(Zan—l,k - an_z,k+1)x + 2an—l,n—z X + 2an—l,n—l X
k=0

18



n-—2
— k n-1 n
= —0p-20— (zan—l,k - an—z,k)x +2ap_1n-2% +2ap_1n-1%
k=1

Por lo tanto

n-2

n
k _ _ _ (2 _ ) k +2 n—-1
an,k X" = an—2,0 an—l,k an—z,k X an—l,n—z X
k=0 k=1

+2ap_1p-1 X" (2.6)

En la ecuacion (1.3), si la consideramos los coeficientes de las potencias de x de mismo

grado, se tiene la siguiente relacion de recurrencia entre los coeficientes

Apno = —An-—2p0

nk = 20p_1k-1 — An-2,0

=2 y k = 1,. ,n— 2
Apn-1 = 4Qn—1n-2
Upn = 2an—l,n—l
Con condiciones iniciales

To(x) =1 apgo =1

{ 0(x) tal que { '

Tl(X) =X a1_0 = O, a1_1 =1

(Zaqueu, 2018)

Definicion 2.2.2.: Una sucesion de polinomios {P,(x)}-,, tal que el grado de P,(x) es n,

se dice que es simétrica si y solo si

P,(=x) = (-1D"P,(x), Vx€eRneN

Observaciones.

1) Para n par se tiene que P,(—x) = B,(x),Vx € R, es decir, B,(x) es una funcion par.
2) Sin esimpar se tiene que B,(—x) = —B,(x),Vx € R, es decir, P,(x) es una funcion

impar.
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Proposicion. 2.2.3.: La sucesion de polinomios de Chebyshev {T,(x)}r-, €S Simetrica.

Demostracion. Por induccion se tiene:

Si n=0, setieneque Ty(x) =1 espar, puesto que Ty(—x) =1 = Ty(x).

Si n=1, setieneque T;(x) = x esimpar, puesto que T;(—x) = —x = —T,(x).

Si n € N, supongamos que para cada k € {0,1, ...,n}, T, (x) esparsi k espary esimpar

si k esimpar. Debemos demostrar que T,.,(x) tiene la misma propiedad.

En efecto, por (2.1) se sabe que

To(x) = 2xTy_1(x) = T, (x), n = 2

de donde, paran > 1 se tiene

Tn+1(x) = ZxTn(x) — Tp1(%)
Luego consideremos dos €asos:

a) Si n+ 1 espar,entonces n esimpary n—1 espar. Por la hipotesis de
induccion se tiene que T, (x) es una funcion impary la funcion T,,_,(x) es par.
Dado que la funcién x es impar entonces la funcion xT,,(x) sera par, puesto que es el
producto de dos funciones impares. Por lo tanto, T,.,.,(x) es par por ser la suma de
dos funciones pares.

b) Si n+ 1 esimpar, entonces n espary n—1 esimpar. Por la hipotesis de
induccion se tiene que la funcion T, (x) es pary la funcién T,,_,(x) debe ser impar.
Dado que la funcion x es impar entonces la funcion xT, (x) sera impar puesto que es
el producto de funciones impares y pares. Asi T,.,(x) esimpar por ser la suma de

dos funciones impares. (Zaqueu, 2018)
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Proposicion. 2.2.4: El polinomio de Chebyshev T,,(x) tiene n ceros reales en el intervalo

[—1,1] dados por

X = cos Oy

2k+1
2n

donde 6, =

n, k=01,.,n—1

Ademas, los extremos del polinomio T, (x) sobre el intervalo [-1,1] se alcanzan enn + 1

puntos, dados por
km
X) = COS (7) €e[-11],k=01,..,n

donden = 1,2, ...

Demostracion:

Los ceros de los polinomios de Chebyshev T, (x), x € [—1,1], corresponden a los ceros de

la funcién cos 8, 8 € [0, ] Yy estos se pueden calcular mediante

T,,(x) = 0 = cosné

T
n0=§+kn, k=01,..,n—-1

_ (2k+ D
k= 2n

nsen(n@)
sen(0)

Por otro lado, Ty, (x) = == (cos(nf)) = —nsen(nf) =~ = —
Los extremos ocurren cuando sen(n@) = 0, es decir n8 = kn,k =0,1,...,n

En los puntos x;, = cos (kn—”)k =0,1,..,n
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Definicion 2.2.3.: Se llama funcion generadora de una sucesion de polinomios {Pj (x)} =0

donde P, (x) esdegrado k, aunafuncién f:R? - R que satisface

fea) = ) P ¢
k=0

En la relacion de recurrencia dada en (2.1), si multiplicamos ambos miembros de la ecuacién

por el factor t* y realizando la suma para n > 2, se tiene

DTt = 20 ) Ty (@) tF = ) T y(x) ¢
k=2 k=2 k=2

2xt Z Th—q(x) th=1 —t2 Z Th—p (x) th=2
k=2 k=2

2xt Z T (x) th — t2 Z Ty (x) t*
k=1 k=0

Luego

—t? Z T (x) t*
k=0

flx,t) — To(x) — T, (x)t = 2xt f(x,t) — 2xt — t? f(x,t)

Z T (%) tF — To(x) — Ty (x)t = 2xt [Z T, )tk — Ty (x)
k=0 k=0

flx,t) — 2xt f(x,t) +t2 f(x,t) =1 — 2xt + xt
(1—2xt+t?) f(x,t) =1—xt

Asi, la funcion generadora de los polinomios de Chebyshev de primera especie esta dada por

1—xt
feat) =1

e DI OLNUES
k=0
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2.3. Ortogonalidad de Funciones.
Definicion 2.3.1.: Se llama funcién peso, denotado por w, a una funcién no negativa, definida

y continGa en el intervalo [a, b], que es integrable y

b
f w(x)dx > 0.

Una funcion de peso tiene por objetivo asignar el grado de importancia a una aproximacion

numérica en ciertas partes del intervalo]-1,1], tal es el caso de la funcion peso

1

v = ey

Pone menos énfasis cerca del centro del intervalo]-1,1[ y mayor cuando se halla cerca de los
extremos del intervalo. (Faires, 2007)

\

f

N

e, —-—-—-—-

I
I
I
i
|
I
]
]
]
1
|
1
1
1
&
-1

Figura 4. Funcion peso en el intervalo]-1,1[

Definicion 2.3.2.: Sean las funciones f:R - R, g:R — R. El producto interno de las

funciones f(x) y g(x) se define por

b

(f(x), g(x)) =f f)g(x)w(x)dx.

a

(Flores, 2018)
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Teorema 2.3.1 (Weierstrass) Si f € C([a, b]) es una funcion continua en un intervalo [a, b]

entonces existe una sucesion de polinomios p,, (x) tal que
lim p,(x) = £ ()

uniformemente en [a, b]. (Saenz,2015)

Proposicion 2.3.1. La familia de polinomios de Chebyshev es ortogonal dentro del intervalo

., ., 1
cerrado [—1,1] enrelacion a la funcién peso w(x) = — esto es

<T@ > = [L(M@) (™) (75) dx =0, i)

Demostracion.

Consideremos que x = cos6, entonces d(x) = —senf df. Sabiendo que T;(x) = cosif,

se tiene

1 0 . .
T; (x)T;(x) cos if cos jO
———dx = — (—senf) db
-f-1 —— dx f g (—senb)

A

B J”cos i6 cos jo
0

pyy (sen®) do

T
= J cos i6 cos jO dO
0

1 (" . L
:EL[cos(l+1)9+cos(l—])9]d9

1 Isen(i+j)9+sen(i—j)9 &

2| i+ i—j |

LT (0 T(x)
f_l—l—— o dx 0,
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Por lo tanto
(T;(x), Tj(x)) =0, i#]
(Flores, 2018)

Gracias al teorema de integracion de gauss- Lobato, se puede garantizar la cuadratura exacta

de polinomios de grado 2n —1,n € N..
Teorema 2.3.2. (Integracién gaussiana)

Dadas la sucesion de polinomios ortogonales {Py}r-, < L%,y w una funcion peso. Sea el

polinomio P, con raices xg, X1, ..., X, , con j = 0,1, ..., n; se define
b
w; =f £;(x) w(x)dx
a

donde ¢;(x) son los coeficientes de interpolacion de Lagrange asociado a los puntos {xj};,lzo .

Entonces, se tiene que:

n

b
J p(x)w(x)dx = Zp(xj)wj

j=0

para todo polinomio p de grado < n, conw; > 0,j = 0,1, ..., n. (Flores, 2018)

Proposicion 2.3.2. Dado en polinomio T,, de Chebyshev, de grado n, con funcién peso

1
w = .
V1-x2

Entonces, se tiene que:

| pewedx = poswey)
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Para todo polinomio p cuyo grado es menor e igual a 2n + 1.

donde x; = cos (%) y w; = ﬁ (Flores, 2018)

Proposicion 2.3.3. (Integracion Gauss-Lobato) Sea el polinomio T, (x) de Chebyshev cuyo

L Entonces, se tiene que
Vi-x2 ! q

grado es n, ademas w =
1 n
| pewedx = pepwes)

para todo polinomio p cuyo grado es menor e igual que 2n — 1. donde x; = cos (%) y
2,sij=00j=n
1, sil<j<n

W; = —— con ¢; =

Demostracion

Consideremos el polinomio h(x) = Ty41(x) + aT,(x) + bT,_;(x), con h(a) = h(b) =0,

son homogéneos, haciéndose cero en la frontera.

Polinomio que esta dado por: h(x) = Ty41(x) — To—1(x). Como los puntos x; son de h(x)

polinomio, entonces consideremos la forma x = cos6
h(x;) = cos(nh) cos(8) — sen(nd)sen(6) — [cos(nh) cos(6) + sen(nd)send]
= —2sen(nf)send
con h(x;) = 0 entonces sen(nf) = 00 sen(d) = 0
sen(n @) = 0 entonces n 6 = j m + arccos(0)

Ahora se puede definir §; = ’7” finalmente entonces
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jmy .
Xj = COS (;), j=01,..,n

Los puntos x; se llaman puntos de Chebyshev Gauss-Lobato, en adelante nos referiremos a

ellos como puntos de Chebyshev.

L ~

Xy X2 X3 X4 Xg X X7 Xg X9 Xj10 X11

Figura 5. Los puntos de Chebyshev x;,j = 1, ...,11 son proyecciones perpendiculares en el eje de las abscisas, de

puntos, que tienen igual distancia, en el circulo de radio uno.

2.4. Series de Chebyshev

1

Sean el intervalo [—1,1] y la funcion peso del polinomio de Chebyshev wy(x) = —

Definicion 2.2.6.: El desarrollo de una funcion en series de polinomios de Chebyshev esta dado

por

[0e]

fx) = ZCiT T,(x), i=12,..

i=0
donde ¢! = Efl FOOT;(x) — dx, i = 1,2
i - T -1 l /_1_x2 ) - )y ann
Un caso particular se presenta en el desarrollo de la funcion

1, x>0
f(x) =sign(x) =4 0,x=0
-1,x<0
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en serie de Chebyshev. (Zaqueu, 2018)

En efecto
Sii=12,..
T 2 ! 1 .
¢ = ;f_lf(x)Ti(x)m dx, i=12,..
gCiT = f:ﬁ f(cos®)T;(cosO)V1 — cos? 6 do

gciT = f: f(cos@)T;(cos6)db
%ciT = fO"/Z f(cosB)cosifdb +f:/2 f(cosB)cosifdo

gciT = fon/z cosifdd — [ cosifdd

/2
TT = seni |9="/2 seni9|9=”
2t i lg=o0 i lg=r/2
T 2seni6
_CiT ==
2 i

Si i = 0, entonces

T T
Ecg =f f(cosB)Ty(cosH)db
0

/2 T
(a0 [ a
0 /2

_9|9=10T _Hlezg/z
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Sii=2k k=1,2,.., entonces

2km
m . _2sen—— Q2senkm

2T T T T2k
Sii=2k—-—1,k=1,2, ..., entonces
2(k —Dm T _
ECT _ ZSenT _ 2sen (kn - 7) _ 2(—1)k1
2 k-1 2k — 1 2k —1 2k —1
. . T _ 4Dk
Asi, setiene ¢y = e —

VAT 1 (%)

) 4 (-1 4 1 1
Por lo tanto: sign(x) = =Y., ———2 =2 [Tl(X) — 17300 +1Ts(0) + ]

f{x) e ) _“‘ fi) ——
STO1(x) ST05(x) ——] | ST10(x) — |

Figura 6. Las figuras muestran que a mayor nimero de términos en la serie tiene mayor aproximacion de la

funcion
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CAPITULO 3:

MATRICES DE DIFERENCIACION Y EDPS. UNIDIMENSIONALES

3.1 Matrices de diferenciacion de Chebyshev
De acuerdo a la proposicion (2.3.3). Consideremos los puntos de Chebyshev, para N entero

positivo

jm .
Xj = cos (ﬁ)’ j=01,..,N

se implementa la matriz de diferenciacion de Chebyshev que se usara para derivar funciones

en la solucién aproximada de las ecuaciones diferenciales parciales unidimensionales.

Dada una funcion v(x) definida en los puntos de Chebyshev de la malla x;,j = 1,..,N se

obtiene una derivada discreta w siguiendo el esquema:

1. Seap el tnico polinomio de grado < N conp(x;) =vj;, 0 <j <N

2. Considere que: z; = p'(x;)

En este esquema lineal se tiene representacion matricial, para ello consideremos una matriz

(N + 1) X (N + 1), que se denota por Dy, es decir:
Z = DNU.
Consideremos loscasos N =1y N = 2, para apreciar el funcionamiento del esquema:

a) Para N =1, los puntos de Chebyshev son x, =1 y x; = —1 . Considerando sus valores
vo = ulxg) = u(1) y v; = u(x;) = u(—1), se tienen los puntos de interpolacion
(%0, Vo), (x1,v1) y mediante el polinomio de Lagrange (Teorema 1.2.3.9), es
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1 1
p(x) = 5(1 + x)vy + 5(1 —x)vy

tal que, derivando se tiene

p'(x) =svy— 5V

2 2

1
— Sl v
. _ 12 2 _ 2 0
donde: z = = 1 [171]

NIRrN]|R

o
y como v = ]

de tal manera que, de la igualdad: w = D, v, se obtiene

)
=
Il
NIRN]|R
N

b) Para N = 2, los puntos de interpolacion son x, = 1, x; =0 y x, = —1, y sus valores

vy = ulxg) = u(1), vy = ulxy) = u(0), v, = u(x,) = u(—1). Se consideran los puntos

de interpolacion (x,, vy), (x4, v1), (x5, v3), mediante la interpolacion de Lagrange se tiene

p(x) = %x(l +x)v,+ (1 +x)(1—x)v; + %x(x -1,

derivando el polinomio se tiene

1 3 1
SVo =201 SV, ] [E -2 E]
1 1 1 0 1|[Vo
donde | 2 Yo 2% |=]3 — 2|
1 3 3| v
—SVo 2V — I, - 2 =37



Vo
ycomov = |V
%)

entonces se tiene que: w = D,v

donde

—

|
NIF oW

I

N

()
N
Il
(@]
|
NlwNIRr NP

I

N |-
N
I
.

En general, se tiene la matriz de diferenciacion de Chebyshev, segun el teorema siguiente.

Teorema 3.1.1. (Matriz de Diferenciacion de Chebyshev: MDC)

Las entradas de la MDC Dy de orden "(N + 1) x (N + 1)", N > 1, se determinan por:

2N?%+41 2N2%41
(DN)oo = P (DN)NN = - P
S B _
(DN)]] 2(1_x]2.) 1 _] 1121 )N 1 (31)
¢ (-

(Dn)ij = , L#j,i,j=12,...,N—1.

Cj (xi—xj)

donde xj — COS(T[]'/N) yademé_s ¢; = {2; Sl ] = 0o ] = N

1, si1<j<N-1
Demostracion.

Considérese los puntos de Chebyshev en x € [—1,1] definido por

jmy |
Xj = COS (ﬁ)'] =012,..
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Dada una funcion u(x), definida sobre los puntos de Chebyshev, la derivada en forma

discreta de z, se obtiene considerando los siguientes pasos:

1. Seap el Unico polinomio cuyo grado es menor e igual que N, talque
p(x;) =w;,0<j <N.

2. Seaz; = p’(x]-)

puede ser representada mediante una matriz una multiplicacion por una matriz de orden

(N + 1) x (N + 1), que se denota por Dy:
zj = (Dy)ij;

donde N es un entero positivo arbitrario, y (Dy);; representa el elemento (i,;) de la matriz

Dy.

Para derivar la matriz Dy, consideremos la interpolacion polinomial de Lagrange y la

interpolacion de coeficientes

La interpolacion polinomial para u(x;) en la forma de lagrange es

N
p() = ) 8,00 u(x) (3.2)
j=0

donde @;(x) son los coeficientes de interpolacion de Lagrange, definidos por

N

sor=[][=) “

m=0
j¥Em

Equivalentemente los coeficientes se definen también como

Sn(x)
Sy () (x — x5)

@j (X) = (34)
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donde Sy(x) = [T-o(x — x;)

En términos del polinomio de Chebyshev se tiene

dTy(x)
= (1 — x?
Sw) = (1 -x%) —
para los puntos de Chebyshev x; = cos%j se tiene
1 dTy(x)

(Dj(x) =(1-x? j=01,..,N

di(x —x;) dx

donde d] = SIIV(XJ) = dSZ—J(CXJ) = —CjNZTN(Xj),

¢ =2, sij=0,N
{cj=1, si 0<j<N

Por otro lado, puesto que la derivada
d d
E(P(x)) = u(xj)a@(x)
Se tiene
Oy =7 [0,
Wi =g dxqu X -

Interpolando se tiene

d2

%(PJ(X) N {l—inTN(x) + (1 —x2)7TN(x)l(x—xj)

(x—xj)2 ax d
2 d :
-(1-x )ETN(x) ,j=01,...,N

(I) Elementos fuerade ladiagonal: 1 <i < N,1<j<N,i+#j
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Sitomamos x = x; en la ecuacion anterior, se obtiene

2

d
(1- xz)WTN(xi) (3.12)

1
Dy)i: = —

donde usamos la relacién —2x; dTy(x;)/dx = 0.Estoes 6; = in/N , senf; # 0

) dT() _ H—Nsenirt_0
Xdx N xex; O ene,

Similarmente, esta relacion se aplicé para el segundo término de la ecuacion diferencial
ordinaria polinomial de Chebyshev

2

(1- xz)%TN(x) - x%TN(x) +n?Ty(x) =0 (3.13)

entonces se obtiene la siguiente relacion

2
(L~ 20) 3 Ty(x) = ~N2Ty (x) (319)

Sustituyendo en la ecuacion (3.12), se tiene

1 1 _ Ci TN(xi) 1

dix—x ¢ Ty(x)x =%

(Dn)ij = (3.15)

Considerando Ty(x;) = cos[N(im)/N] = cosim = (—1)" y la ecuacion (3.9), obtenemos

¢; (=) {2 parai =0 o N

NIy ’ t 1 en otros casos

3.16
Cj X; — Xj ( )

(1) Elementos de la diagonal (i = j);0<i,j <N

Cuando x se aproxima a x;, la primera derivada de (3.11)
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d 1 2y 4
aqu(x) YOI(x—x)— (1—x )ETN(X)

X>Xj B (x — xj)z [ X>Xj

—x2 .
se produce una indeterminacion del tipo 0/0 puesto que G=xDdTn(xy) _ 0. Donde, se

definio que Y (x) = —2x dTy(x;)/dx + (1 — x*)d?Ty(x;)/dx?, cuando x - x;,
Y(x) # 0.
Aplicando la regla de L’Hospital en (3.11), se obtiene

! {—=2xTy + (1 = x)TY
= —F1—2X - X
xX-xj Z(X —x]) N N

d

a%’(x)

+ (x — x)[-2Ty — 2xTy — 2xTy + (1 — x)TY'] + 2xTy — (1 — x®) Ty}
1 ! 142 nr

= 2(x—_xj){(x —x;)[—2Ty — 4xTy + (1 —x)TY']}

= ~{=2T} — 4T + (1 — 2Ty’ (3.17)

Asi, la diagonal de la MDC esta constituido por las entradas
1 ! 17 2 127
(Dy)ij = 2—%{—2TN(xj) — 4xTy (%)) + (1 — x2) Ty (x))} (3.18)

puesto que j # 0, N, sen8; # 0, entonces Ty (x;) = 0. Ademas de la ecuacion (17)
—(1 = )T (x) = —3xTY (%) + (N2 — DT} (x) (3.19)

Considerando Ty (x;) = 0, sustituimos esta realcion en la ecuacion (3.13), obteniendo

1
(DN)jj = - Z_djijz(r'(x)-

Ademas, para Ty (x;) y haciendo uso de (3.14), los elementos de la diagonal son derivados
como sigue
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_ _xJ'NZTN(x}') _ _ % (3.20)
2d;(1 - x?) 2(1-x7) '

(DN)jj=
(Mmi=0,j=00i=N,j=N

Dadoquex; =1 paraj =0yx; = —1 paraj = N, entonces en ultimo término del lado

derecho de (22) se anula. Ademas, se sabe que

(D =1, (-1 = (=D, TY(D) =N?, Ty(-1) = -(-D"N?

y también

., (N? — 1)N?
Ti(1) = ———

., (N? —1)N?
Ti(~1) = ~(-DN "

Por lo tanto, el numerador y el denominador de la ecuacion (3.18) son

2N2(N? — 1)

i=0j=0 2T{(1)+4T}(1) = 5

, , ) ., 2N?(N? + 1)
i=N,j=N: 2Ty(=1) +4Ty(-1) = -(-D——=—
Zdo == _4N2TN(_1)
Finalmente se tiene
2N? +1 2N%2 +1
(DN)OO = (DN)NN ==

6 )
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La disposicion de los elementos de la matriz de diferenciacion, tiene la forma:

2N%2+1 ! (-1)J |
| 2 | —(—1)N
6 | 1—xj_ 12
__________ r_______'\_\:__________ _________.__._:'_________
: (-1
! \\~\ |
i~\~ *\\\ xl-—xj :
1 (=D T Xj Tt 11 (DN
Dy = —= | N 2 (1-x2 S~ ro= (3.21)
2 1-x; 1 s 2(1=xj) 2 14x
L (D i
! \\\
__________ S XETX o Cmed .
1
N+ | 2
—l(—l)N: _ -Vt . 2N%+1
1
| 2 ] 1+x] 1 6

Figura. Matriz de Chebyshev de primer orden

En la figura, se muestran las matrices diferenciacion de Chebyshev para la primera derivada
calculadas por el programa cheb . m en Matlab. Notese que estas matrices presentan la forma

de una matriz antisimétrica.

(Dn)ij == (Dn)n-in-j

N=1
0.5000 -0.5000
0.5000 -0.5000
N=2
1.5000 -2.0000  0.5000
0.5000 0 -0.5000
-0.5000 2.0000 -1.5000
N=3

3.1667 -4.0000 1.3333 -0.5000
1.0000 -0.3333 -1.0000 0.3333
-0.3333 1.0000 0.3333 -1.0000
0.5000 -1.3333 4.0000 -3.1667
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N=4
55000 -6.8284 2.0000 -1.1716 0.5000
1.7071 -0.7071 -1.4142 0.7071 -0.2929
-0.5000 1.4142 0.0000 -1.4142 0.5000
02929 -0.7071 1.4142 0.7071 -1.7071
-0.5000 1.1716 -2.0000 6.8284 -5.5000

Figura 7. Primeras matrices de diferenciacién D de primer orden

La matriz de diferenciacion de segundo orden D?, que también se denotara por D2, se obtiene

segun el siguiente teorema

Teorema 3.1.2. Si D es la matriz de diferenciacion Chebyshev entonces la matriz de

diferenciacion de segundo orden esta dada por D? = D. D. (Flores, 2018).

Para determinar las soluciones de las ecuaciones diferenciales parciales, con condiciones
iniciales y de frontera, que se consideran en este trabajo, tomamos en cuenta las siguientes

condiciones:

Para problemas con condiciones de frontera constantes u homogéneas,

(u(=1,t) = u(1,t) = 0), se deben considerar los puntos de Chebyshev x; = [x;, X7, ... X_1]
es decir x, = 0 = x,, mientras que la matriz de diferenciacion D? de orden

(N +1) x (N + 1) sera lamatriz D? de orden (N — 1) x (N — 1), en la que las primeras
fila y columna de D? no tienen efecto, ademas las primera y Gltima columna no tendran

efecto (se deben ignorar). (Trefethen, 2007)

vy —
Uy
2 .
DN .
Un—1
Un

Fig. 8 Condiciones sobre la matriz de diferenciacion
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3.2 Ecuacién de Calor Unidimensional
La temperatura en una barra homogénea, aislada de los lados y los extremos, en funcion de la

posicion y del tiempo u(x, t) satisface la ecuacion diferencial parcial

dy 0%

E—aw,aER,t>0 (322)

Llamada Ecuacién de Calor en una barra, con a que es una constante que depende del

material que compone la barra llamada difusividad térmica.
Condiciones de frontera homogeéneas.
Consideremos la ecuacion de calor

ou 0%*u
=3z l<1,6>0 (3.23)

donde a = 1, con condiciones de frontera u(—1,t) = u(1,t) = 0, condiciones de

estabilidad.
y condicion inicial u(x,0) = sen(mx) = f(x), es la funcion de onda inicial.
La solucidn de la ecuacién (3.22) es la funcion u(x, t).

Para obtener la solucién aproximada u, de la ecuacion (3.23), se toma como funciones base,

los polinomios de Chebyshev
¢k(x) = Tk(x), k = 0111 'N

de tal manera que

N

un(68) = ) ay(Op()

k=0
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donde a,(t), k = 0, ..., N son los coeficientes del polinomio de aproximacion que se obtiene
al hacer coincidir uy (x, t) con u(x, t) en los puntos de Chebyshev x;, j = 1, ..., N, llamados

puntos o nodos de Chebyshev para la aproximacion.

Para hacer uso del método de colocacidn es necesario que el valor del residuo, debido a la

aproximacion

_Oduy  d%uy
ot d0x?

Se haga cero (se anule) en los puntos interiores de la malla, generandose asi (N + 1)

ecuaciones

N
du
R0 =) a®) =0
k=0
y que la condicién inicial sea
uy(x;,0) =u(x;,0), j=01,..,N

Manteniendo t = t, fijo, la funcion uy (x, t) es un polinomio p(x) de grado n.

Se debe tomar en cuenta que la solucion exacta de la ecuacion de calor con condiciones

iniciales y condiciones de frontera es

u(x, t) = e ™t senmx.
que se usaron para compararla con la solucion aproximada u
En efecto

Consideremos los puntos de colocacion segin Chebyshev
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jT .
X; = COS (;), j=2012,..

ParaN = 4

x; =cos0 =1, x, =cos (%) = g X3 = COS (g) =0, x, =cos (%T) = —g, Xg =
cos(m) = —1

Asi, se tiene el vector x = [1,?,0,—?,—1]T

La condicion inicial f(x;) = f; = [senn, sen(%rr),sen 0, sen (—gn),sen(—n)]

= [0,0.7956,0,—0.7956,0]
Luego la matriz de diferenciacion de Chebyshev de segunda derivada a considerar es

[ 0 0 0 0 0 1
| 9.2426 —14.000 6.0000 —2.0000 0.7475 |
D2 = D2 =|-1.000 4.0000 —6.0000 4.0000 —1.0000
0.7574 —2.0000 6.0000 —14.0000 9.2424
0 0 0 0 0

Luego, haciendo uso del método de solucion método de Euler, (diferencias finitas) con

h =0.01

Viy1 — V;

h

— N2
=Dji*v;

de donde v;,; = v; + h D} * v;

Primera iteracion

0.0000 [0 0 0 0 0 170.00007
| 0.7956 | | 9.2426 —14.000 6.0000 —2.0000  0.7475|| 0.7956 |
viy1 =| 0.0000 |+0.01|—1.000 4.0000 —6.0000  4.0000 —1.0000”0.0000
—0.7956 0.7574 —2.0000 6.0000 —14.0000 9.2424!1—0.795
1 0.0000 | L0 0 0 0 o 1lo.0000]
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0.0000
[ 0.7001 ]
=1 0.0000

[—0.7001J
0.0000

Segunda iteracion

0.0000 0 0 0 0 0 0.0000
[ 0.7001 ] [9.2426 —14.000 6.0000 —2.0000 0.7475”0.7001}

Vi+1 =] 0.0000 |+ 0.01]-1.000 4.0000 -6.0000 4.0000 —1.0000}{0.0000
[—0.7001 0.7574 -2.0000 6.0000 —14.0000 9.2424J [—0.700J
0.0000 0 0 0 0 0 0.0000

[ 0.0000 1
| 0.6166 |
=| 0.0000 |
l—0.6166 J
0.0000

y asi sucesivamente se tiene en la iteracion 20

[ 0.0000 1
| 0.0617 |
vip1 =| 0.0000 |
l—0.0617J
0.0000
1 T T T T T T T T T
05 ) "
N
0, \
\\\\\\\
0.5 N
-
_1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-1 -0.8 0.6 0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8

Figura 9. Solucion de la ecuacion de calor N=4, x, u(x,t)
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Figura 10. Solucién para N=4, x, t, u(x,t)

Q5 ‘/
0=,
0.5 - \ - 7
5 -1 DIB DI.ES DI4 DI2 é) DI2 D.I4 DIES DI.B
Figura 11. Solucion N=20, x, u(x,t)
Tabla de resultados
Primera iteracion:
Puntos de Chebyshev x; Upy Uesr | EXrOr Jup, — Upg
x, =V2/2 =~ 0.7071 0.7209 |0.7001 | 0.0207
X3 = O O 0 0
x, = —v2/2 ~ —0.7071 | -0.7209 | -0.7001 | 0.0207

El polinomio v(x),—1 < x < 1,ent = 0.01, generado en los puntos de la solucién

determinada considerando la serie de polinomios de Chebyshev T,(x),a,T;(x),

T,(x), T5(x), T4(x) es de la forma

p(x) = %To(x) + a,Ti(x) + a; T, (%) + asT3(x) + asTy(x)

44




Donde: p(x) = 2.25058x — 2.25058x3

P(x) = 1.99 x— 1.99x°, (-Tk

0.6

0.4

02

-0.8 -0.6 -0.4 -0.2

0.2

-0.4

-0.6

-08

Fig.12 Polinomio de Chebyshev de tercer grado, en t=0.01.

Segunda iteracion:

Uex Uest Error= |uegy — Ueg

0 0 0

0.6531 0.6162 0.0369

0 0 0

-0.6531 -0.6162 0.0369

0 0 0

y asi sucesivamente.
3.3 Ecuaciéon de Onda Unidimensional
Consideremos la ecuacién de onda

0%u 5 0%u
F:C ﬁ;—lﬁxS1;t>0

Con condiciones de frontera u(—1,t) = u(1,t) = 0.

Condicion inicial u(x, 0) = sen(mx)

d . .,
Velocidad de onda inicial 6—1; = 0, velocidad de propagacion de onda ¢ = 1.

Se debe tomar en cuenta que la solucion analitica de la ecuacion de onda unidimensional

(3.24) con condiciones iniciales y frontera que se uso es
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u(x, t) = cos(mt) sen(mx) 3.25

Iniciamos con la solucion discreta.

. 0%u ., .
a) Para la derivada Pl del lado derecho de la ecuacion de onda, consideremos su forma

discreta

0%u
ol D2 *v (3.26)

donde D2 es la matriz de Chebyshev de segundo orden y el vector v se determina a

considerando los puntos de Chebyshev, segun la proposicion (2.3.3.)

Xj = COS (]Nn) ; j=01,...,N
Para N = 4,
Xy = COS (%”), Xq = COS (%) , X, = COS (%”), X3 = COS (%”) , X4 = COS (%”)

Se tiene el vector de puntos x; = [1% ,0,— 2

T
> ,—1] ( puntos de discretizacién)

La condicién inicial proporciona el vector inicial

f(x;) = vy = [sen(1m), sen (? n),sen(On),sen <—? n),sen(—n) ]

vy = [0,0.7957,0,—0.7957, 0]
ademas, la matriz de diferenciacion de Chebyshev de segundo orden (segunda
derivada), es

0 0 0 0 0
[9.2426 —14.000  6.0000 —2.0000 0.7475]
D =D2=|-1.000 4.0000 —6.0000 4.0000 —1.0000
0.7574 —2.0000  6.0000 —14.0000 9.2424
0 0 0 0 0

La primera y la quinta fila de la matriz D2 se hacen nulas porque las condiciones

iniciales fijan los externos en cero: u(—1,t) = u(1,t) = 0.
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. 0%u N ., . ,
b) Para la derivada FYel del lado izquierdo de la ecuacion de onda, se considera el método

diferencias finitas, (diferencia centrada).

2
Jd“u Vi1 — 20tV

T = (3.27)

Con paso de tiempo h. (sin considerar el error del método de diferencias finitas)

.., . ... . odu .
Tomando en cuenta la condicion de velocidad de onda inicial Py = 0, se tiene:

entonces v; — v;_, = 0, asi se tiene que: v; = v;_;
Por lo tanto, con este ultimo resultado reemplazado en (3.27) se obtiene:

Vigr — 2%V + Vi1 Vg — U . L
= ;para la velocidad inicial
h? h?

Luego, para la condicién inicial vy, se realiza la primera iteracion para v,
vy = vy + h% * D2 * v, (3.28)

Mientras que para las iteraciones posteriores se usara

Vi1 = 2 * Vi — Vi1 + (h)Z * D2 x v; (329)
En efecto, Para h = 0.01
Iteracion (Condicién inicial)
0.0000 0 0 0 0 0 0.0000
0.7957] [9.2426 —14.000  6.0000 —2.0000 0.7574” 0.7957
v; =] 0.0000 |+ (0.01)?|-1.000 4.0000 —6.0000  4.0000 —1.0000}| 0.0000 |
—0.7957 0.7574 —2.0000 6.0000 —14.0000 9.2426||—0.7957
0.0000 0 0 0 0 0 0.0000
0.0000
0.7947
=1 0.0000
—0.7947
0.0000
Iteracion 2

47



0.0000 0.0000
[07947] [07956]
v, —2I 0.0000 |—1 0.0000 |
—0.7947 —0.7956
l 0.0000 J l 0.0000 J
[ 0 0 0
| 9.2426 —14.000 6.0000
+(0.01)2| —1.000  4.0000 —6.0000
0. 7574 —2.0000 6.0000
l 0 0
Iteracion 3
[ 0.0000 ] [ 0.0000 ]
| 07928 | | 0.79464 |
vz = 2| 0.0000 |—| 0.0000 |
l—0.7928J —0. 79464J
0.0000 0.0000
0 0 0
[9.2426 —14.000 6.0000
+(0.01)2 —1.000 4.0000 -—6.0000
0.7574 —2.0000 6.0000
l 0 0 0
Tabla de resultados
(Error = |ugy — Vapr )
Primera iteracion:
Uy Ut Error
0 0 0
0.7952 0.7947 0.0005
0 0 0
-0.7952 -0.7947 0.0005
0 0 0
Segunda iteracion:
Uey Uapr Error
0 0 0
0.79215 0.7927 0.00052
0 0 0
-0.7921 -0.7927 0.00052
0 0 0

0 0 7y 0.0000 0.0000 7
—2.0000  0.7574[| 0.7947 | | 0.7928 |
4.0000 —1. 0000” 0.0000 | = | 0.0000
—14.0000 92426 —0.7947 —0.7928
0 0.0000 | 0.0000

0 0 0.0000
—2.0000 0. 7475” 0.7927 l
4.0000 —1.0000{} 0.0000
—14.0000 9. 24-24-I —-0. 7927I

0 Jl 0.0000 J

0.789705

[ 0.0000
0.0000

I—0 78970

[ 0.0000

Iteracion 1.
00

-1,5
,50

-1,00

[teracion 2

1,0000000

0,5000000

-1,5

-1,0000000
Figura 13. Para N=4, Uy, Ugpr
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El polinomio, para la primera iteracion, generado en los puntos de la solucion determinada
considerando la serie de polinomios de Chebyshev Ty(x), a;T;(x), T,(x), T5(x), T,(x) €s

de la forma
a
P(x) = 70710(95) +a; Ty (x) + a,To(x) + azT3(x) + a,Ty(x)

Donde: P(x) = 2.25058x — 2.25058x3

Ta(x) = 225x—225x, (-1<x<1) -04

Fig. 14 Gréfica de los polinomios de Chebyshev.

3.4 Ecuacion de Adveccion
Es una ecuacion diferencial parcial de la forma

Jdu Jdu
—+c—=0; xeR; t>0; c>0:cte
at 0x

u(x,0) = uo(x);

La soluciones u = uo(x — ct).

Para este caso, consideremos la ecuacion de Adveccion, consideremos con condicion
inicial u(x,0) = f(x) = sen(2nx), —1 < x < 1, con condiciones de frontera
u(—1,t) =u(1,t) =0, con ¢ = 1.

Se tomaré en cuenta N = 4. La solucion exacta considerada para la comparacion es
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u(x, t) = sen(2n(x — t))

Considerando los puntos de Chebyshev, segin

= (jn)_ i =0,1,2
X; = COS N']_ 1,2 ...

La ecuacion de Adveccion, se expresa de la forma:

Ju au_

st tax =0

Es decir

au_ u
ot  Ox

Para la dltima ecuacion diferencial parcial, consideremos N = 4
Xo = COS (O—H) X1 = COS (1_1r) X2 = COS (Z_n) X3 = COS (3_7r) X4 = COS (4_1r)
0~ 4 ) 71 4 )72 4 )73 4 ) AT 4
T
2 2
Se genera el vector x = [1% 0, —g, —1]

Ahora,

Tomando en cuenta la condicion inicial, se tiene:

v = [sen(ZT[(l)) ; sen <2n <§>> ; sen(2m(0)); sen <2n <— ?) ) ; sen(Zn(—l))]T

v; = [0,—0.963902,0,0.963902,0]"

Para N = 4, se tiene que la matriz de diferenciacion es:

5.5 —6.8284 2 —-1.1716 0.5
| 1.7071 -0.7071 —1.4142 0.7071 —0.2929|
D,=D}=| —05 1.4142 0 —1.4142 0.5
10.2929 —-0.7071 1.4142 0.7071 —1.7071J
-0.5 1.1716 -2 6.8284 —55

Considerando las condiciones de frontera, la primera y Gltimas filas de la matriz se

consideran ceros
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0 0 0 0 0

1.7071 -0.7071 —1.4142 0.7071 —0.2929

Dy,=| —-0.5 1.4142 0 —1.4142 0.5
|l0.2929 —0.7071 1.4142 0.7071 —1. 7071JI

0 0 0 0 0

Luego, se hace uso del Método de Euler, para obtener la solucion aproximada temporal del

lado izquierdo de la ecuacion de Adveccion, con At = h = 0.01

V; 1 — V;
% — _D4 * vl
de tal maneraque v;;; = v; —h* Dy *v;
en este momento se debe
Iteracion 1
0 1 [ 0 0 0 0 0 il 0
—0.963902 | 1.7071 —0.7071 —1.4142  0.7071 —0. 2929| 0963902
vy =| 0 |— (0.01)| —0.5 1.4142 0 —1.4142 |
l0.963902J 0.2929 —0.7071  1.4142  0.7071 —1 7071 l0963902
0 0 0 0 0
0
[—0.977534]
=10.0272630
1 0.950270 |
L 7
Hallamos el polinomio de aproximacion
Iteracion 2
0 [ 0 0 0 0 1 0
[—0.977534] | 1.7071 —0.7071 —1.4142  0.7071 —0. 2929| 0990780
v, =10.0272630 |+ (0.01)(2)| —0.5 1.4142 0 —1.4142 0.0272630
l 0.950270 J 0.2929 —0.7071  1.4142  0.7071 —1 7071 0977534
0 0 0 0 0

0
[—0.936251 ]
—0.0545260
[ 0.936253 J
0

Los resultados de las primeras iteraciones las observamos en la siguiente figura
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iteracionl

1,5

1

Figura. 15. Primera Iteracion N=4, t=0.01

Los errores absolutos, los observamos en las siguientes tablas

Iteracion 1
Vapr Upy Ermor=|va,, — ey
1 0 0 0
V22 —0.9775 -0.9453 0.0322
0 0.02726 0 0.0272
—V2/2 0.9502 0.9787 0.0285
-1 0 0 0

Para generar el polinomio P(x), —1 < x < 1, se han considerado con 5 polinomios de
Chebyshev (debido a que con 4 puntos la grafica se veria como en la figura anterior), con ello
la aproximacion es mas adecuada.

P(x) = aoTo(x) + a1 Ty (x) + ayTo(x) + a3T5(x) + a,T,(x) + asT(x)

Donde;:

—0.00615738
—— (1) ~0370711(x) + 0.00663513(2x* — 1) — 0.373603(4x° — 3x)

+0.0127946(8x* — 8x? + 1) + 0.744312(16x° — 20x3 + 5x)

P(x) =
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4 f(x) = sen(2 7 (x —0.01)), (—1<x<1)

R(x) = W» 1—0.37071 x + 0.00664 (‘22 7 — 1) — 03736 (4 x° — 3 x) + 001279 (8 x* — 8 + 1) + 0.74431 (16 x° — 20 x* + 5 x)),
i
0.8
0.6
0.4
0.2
1.4 1.2 ‘I 0.8 8 0.4 0.2 o 0.2 04 o 0.8 1.2 1.4 1.6 18 2 22 24

Figura 15. Solucién exacta f(x) y exacta R(x) para la ecuacién de Adveccion.

53



1)

2)

3)

4)

CONCLUSIONES

En base a los polinomios de Chebyshev se determind la solucion aproximada de
ecuaciones diferenciales parciales unidimensionales.

Se desarrollo6 los fundamentos teoricos de los polinomios de Chebyshev que permitio
su aplicacion en la determinacion de la solucion aproximada de ecuaciones
diferenciales parciales en una dimension.

Se determind las soluciones aproximadas de las ecuaciones diferenciales parciales de
calor, onda, adveccion en una dimension, considerando el operador matricial de
diferenciacion y los puntos de Chebyshev.

Con el soporte del programa Matlab se implement6 los codigos que permiten analizar
la solucién estimada de las ecuaciones diferenciales parciales y mostrar su

aproximacion a la solucién exacta.

54



1)

2)

3)

RECOMENDACIONES

Ampliar el estudio de las soluciones aproximadas en el intervalo [—1,1] a un intervalo

. . +b b- j .
cualesquiera donde las raices tomen la forma x; = ==+ == cos (%) ; j=0,..,n
Extender el estudio de la aproximacion de la solucién de ecuaciones diferenciales
parciales en superficies, mediante polinomios de Chebyshev.

Ampliar el estudio en areas como la Dindmica de Fluidos en dispersion de gases

contaminantes.
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ANEXOS

MATRIZ DE CONSISTENCIA

Formulacidn del Hipétesis Objetivos Variables Metodologia
Problema
Objetivo General | Variable Tipo de Investigacion
a) ¢Sera posible Es posible Determinar la Independiente _
desarrollar los determinar solucion de E_Cfuauor)els dEIt_presentIe,tFrabaJo es
L L . iferenci ipo analitico-
fundamentos tedricos | una solucién ecuaciones erenciales € tipo anatitico~
del I i0s d imad dif ial parciales deductivo en razén a
€ 10s polinomios de | aproximada rterenciales unidimensional que se analizan los
Chebyshev para para una parciales fundamentos tedricos
aplicarlos en la Ecuacion unidimensionales Variable de la matematica para
aproximacion a la Diferencial por aproximacion Dependiente resolver ecuaciones
solucién de Parcial mediante Polinomios de diferenciales para
ecuaciones Unidimension | polinomios de Chebyshev deducir si la solucion
diferenciales parciales | al usando Chebyshev determinada mediante
idi . pl 9 I ios d y ' métodos numeéricos se
unidimensionales® polinomios de o aproxima a la solucion
Chebyshev Objetivos analitica de
b) ¢Sera posible Especificos ecuaciones
determinar las a) Desarrollar los diferenciales parciales
soluciones fundamentos unidimensionales.
aproximadas de las tedricos de los .
. . . Nivel de
Ecuaciones polinomios de
D|fe-ren0|ales Che.zbyshev para Investigacion
Parciales aplicarlos en la
unidimensionales de aproximacion a la El estudio es de nivel
Calor, Onda, solucién de basico por cuanto se
Adveccion, ecuaciones trata det reIaC|on.a; .
. . . n ra inferir
¢considerando los diferenciales conceptos para inte
l i0s d ial resultados. Este nivel
polinomios de parciales de investigacion no
Chebyshev? unidimensionales. trata problemas de

c) ¢ Seré posible
implementar codigos
de programas en
Matlab que permitan
analizar los resultados
de las
aproximaciones?

b) Determinar las
soluciones
aproximadas de las
Ecuaciones
Diferenciales
Parciales
unidimensionales
de Calor, Onda,
Adveccion,
mediante los
polinomios de
Chebyshev.

c) Implementar
codigos de
programas en
Matlab que
permitan analizar
los resultados de
las
aproximaciones.

aplicaciones practicas.
Disefio de
Investigacion

El disefio del trabajo
de investigacion es no
experimental, puesto
gue no se manipulan
datos. El disefio de
esta investigacion
consiste en comparar
la solucién
aproximada con la
solucion analitica de
una ecuacion
diferencial parcial
unidimensional.
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Ecuacién de Onda

En sentido matematico, la ecuacion de onda unidimensional es una funcion que se mueve.
Esta ecuacidn determina las propiedades de muchos fendmenos de onda, como las ondas de

luz, olas marinas, ondas de aire.

Ecuacion de Adveccién

Esta ecuacion diferencial en una dimension representa el transporte de una sustancia en
medio de un fluido que puede ser agua o aire. Tal es el caso del transporte de un agente

contaminante en el recorrido de un rio (Griffths, 2010)

Ecuacion de Calor

La ecuacion de calor es usada en problemas de la vida cotidiana, tal es el caso de la
electronica, para la disipacion de calor en el sistema de componentes que la integran y asi se

evita que se sobrecalienten (Cengel, 2002).
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CODIGOS DE PROGRAMAS.

A continuacion, se presentan los codigos en Matlab.

1. Programa que determina la matriz de diferenciacion de chebyshev (math Works )

cheb.m
% CHEB cédlculo de D = matriz diferenciacién, x = malla de Chebyshev
function [D,x] = cheb(N)

if N==0, D=0; x=1; return, end
X = cos(pi* (0:N)/N)"';
c [2; ones(N-1,1); 2].*(=-1).7(0:N)"';

X = repmat (x,1,N+1);

dX = X-X';
D= (c*(1./c)")./(dX+(eye(N+1))); % apaga las entradas de la diagonal
D =D - diag(sum(D')); % entradas de la diagonal

2. Codigo Matlab

ecuacion de calor

% Ecuacion de calor.

% Matriz de diferenciacipn:
N = 4;
[

, 1)=zeros (2,N+1);

.01,50*N" (-4) /eps]);
t = 0;
= sin(pi*x);
% Solve PDE by Euler formula and plot results:
tmax = 0.2;
tplot = 0.01;
nplots = round(tmax/tplot);
plotgap = round(tplot/dt);
dt = tplot/plotgap;
xx = -1:.025:1;
vv = polyval (polyfit(x,v,N),xx);
plotdata = [vv;zeros(nplots,length(xx))];
tdata = t;
for i = l:nplots
for n = l:plotgap
t = t+dt;
v = v + dt*(D2*(v)); % Euler

<

% v(end) = -1; % BC

end
vv = polyval (polyfit(x,v,N),xx);
plotdata (i+l,:) = vv;
tdata = [tdata; t];
end
clf, subplot('position',[.1 .4 .8 .5])
mesh (xx, tdata,plotdata), grid on,
axis([-1 1 0 tmax -1 11]),
Sview (-60,55), %colormap ([0 O 01),
xlabel x, ylabel t, zlabel u
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3. Cddigo Matlab

% p2.m - Ecuacion onda unidimensional, con condiciones inicales y de

frontera

o\

o

Matriz de diferenciacion

N =50 ;

[D,x] = cheb(N);

D2 = D"2; % matriz de diferenciacion de segundo orden
D2([1 N+1],:)=zeros(2,N+1);% condicion de frontera

eps = 0.01;
dt = min([.01,50*N" (-4) /eps]);
t =0;

%$condiciones iniciales

vo=sin (pi*(x));

v = vo+dt™2 *D2*vo;
plot(x,v,'r=-*");

hold on

plot(x,cos(pi*t) *sin(pi*x), 'b-0');

oo

v = votdt”2 *D2*vo;
% Metodo de diferencias fintas para la derivada temporal

tmax = 0.2;
tplot = 0.1;
nplots = round(tmax/tplot);
plotgap = round(tplot/dt);

dt tplot/plotgap;

xx = -1:.5:1;

vv = polyval (polyfit(x,v,N),xx);

plotdata = [vv;zeros (nplots,length(xx))]1;
tdata = t;

for i = l:nplots
for n = l:plotgap
t = t+dt;

vhnew = 2*v -vo+ (dt)"2*(D2*(v)); % diferencias finitas
VO=V;

V=Vhew;

$vv (end) = -1; % BC

end

vv = polyval (polyfit(x,v,N),xx);

plotdata (i+l,:) = vv;
tdata = [tdata; t]:;
end

clf, subplot('position',[.1 .4 .8 .5])
mesh (xx, tdata,plotdata), grid on,
axis([-1 1 0 tmax -1 11]),

Sview (-60,55), %colormap ([0 O 01),
xlabel x, ylabel t, zlabel u

plot (x,Vv);
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%hold on
$v_exac=cos (pi*t) *sin (pi*x);
splot (x,v_exac);
serror=max (abs ((v-v_exac)))
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