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ABSTRACT

The state of a dynamic system is described by the coordinates of a point in
the phasic space and as the time advances, that point describes a trajectory
or orbit; to return again to if same, then the orbit is closed. The existence
of periodic solutions depends on the estates topolégicas and the

relationship among the position of a current point and after a time "t."

The most important property in a dynamic system is its long term qualitative
behavior. The essence of an atractor is that it is some portion of the space
of phases, such that any point that begins to move in its vicinities

approaches more and more to him.

It arises this way the problem of great practical importance, the one of
finding the conditions under those which an arbitrarily small variation in the
functions of definition of the dynamic system, causes an arbitrarily small

variation of the solution.

In this context, in this thesis work determined the structural stability of non-
linear autonomous dynamic systems through cycles limit and
computacionalmente is visualized the spaces of phases and fields of flow of

these systems using the software mathematica version 5.1.

With this purpose, the work begins with the scientific sustentation of the
investigation; put on emphasis in the associate flows, conjugation of
systems, hyperbolic systems, vectorial fields, non-linear autonomous
systems, hyperbolic singularities, non hyperbolic singularities and the

stability in the sense of Liapunov. Follow, is described and they interpret



the cycles limit and the structural stability of non-linear autonomous
systems, using the theorem of linealizacion of Hartman - Grobman, theorem
of the stable variety, the theorem of Liapunov and the theorem of Poincaré
- Bendixon. Finally the applications are presented to the electronics the
oscillator of Van Der Pol and to the ecology the pattern Presa - Depredador,
using all the mathematical and computational tools exposed in the previous

part.

In this investigation work the deductive method was used, since it was
determined in general form the structural stability of n-dimensional non-
linear autonomous dynamic systems through cycles limit, it stops then to

particularize it to two-dimensional non-linear autonomous systems.

The utilized technique was the analysis, since it was analyzed the periodic

solutions of non-linear autonomous dynamic systems.



RESUMEN

El estado de un sistema dindmico se describe por las coordenadas de un
punto en el espacio fasico y a medida que el tiempo avanza, ese punto
describe una trayectoria u Orbita; para regresar de nuevo a Si mismo,
entonces la o6rbita es cerrada. La existencia de soluciones periédicas
depende de las propiedades topoldgicas y la relacion entre la posicién de
un punto actual y después de un tiempo “1”.

La propiedad mas importante de un sistema dinamico es su
comportamiento cualitativo a largo plazo. La esencia de un atractor es que
es alguna porcion del espacio de fases, tal que cualquier punto que
comienza a moverse en sus proximidades se aproxima cada vez mas a él.
Surge asi el problema de gran importancia practica, el de hallar las
condiciones bajo las cuales una variacion arbitrariamente pequefa en las
funciones de definicion del sistema dinamico, ocasiona una variacion
arbitrariamente pequefia de la solucion.

En este contexto, en este trabajo de tesis se determina la estabilidad
estructural de sistemas dinamicos autonomos no lineales a través de ciclos
limite y se visualiza computacionalmente los espacios de fases y campos
de flujo de estos sistemas utilizando el software mathematica version 5.1.
Con este proposito, se inicia el trabajo con la sustentacion cientifica de la
investigacién, se pone énfasis en los flujos asociados, conjugacion de
sistemas, sistemas hiperbdlicos, campos vectoriales, sistemas autbnomos

no lineales, singularidades hiperbdlicas, singularidades no hiperbdlicas y



la estabilidad en el sentido de Liapunov. Acontinuacion, se describen e
interpretan los ciclos limite y la estabilidad estructural de sistemas
auténomos no lineales, utilizando el teorema de linealizacién de Hartman
-Grobman, teorema de la variedad estable, el teorema de Liapunov y el
teorema de Poincaré - Bendixon. Finalmente se presentan las aplicaciones
a la electrénica el oscilador de Van Der Pol y a la ecologia el modelo presa-
depredador, utiizando todas las herramientas matematicas y
computacionales expuestas en la parte anterior.

En éste trabajo de investigacion se utilizé el método deductivo, puesto que
se determiné en forma general la estabilidad estructural de sistemas
dinamicos autbnomos no lineales n-dimensionales a través de ciclos limite,
para luego particularizarla a sistemas autbnomos no lineales
bidimensionales.

La técnica utilizada fue el analisis, puesto que se analizo las soluciones

periddicas de sistemas dindmicos autbnomos no lineales.



PRESENTACION

En muchas éareas de investigacion del conocimiento humano nos
encontramos con fendmenos que dependen de cierta condicién o condiciones
y que al cambiar algunas de ellas se tiene una forma distinta.

Ademas cabe resaltar la importancia del estudio de fenémenos en los que se
presenta situaciones repetitivas o ciclicas.

El comportamiento de los fen6menos anteriormente descritos pueden ser
modelados matematicamente mediante el andlisis de los sistemas dinamicos.
Para hacer posible la descripcion matematica de un fendémeno real,
inevitablemente hay que simplificarlo e idealizarlo, haciendo resaltar y
tomando en cuenta solo los factores mas sustanciales que actiian sobre éste
y despreciando los menos considerables. Entonces, surgen los problemas
sobre si fueron adecuados las variables tomadas o no. Es posible que los
factores no considerados influyan fuertemente sobre el fenémeno estudiado y
cambien sus caracteristicas cuantitativas y cualitativas. En muchos problemas
se puede sefialar las condiciones bajo las cuales ciertas simplificaciones no
son posibles.

Si cierto fendmeno se describe por medio de sistema de ecuaciones
diferenciales, las cuales por lo general son tomadas del experimento y por lo
tanto con un cierto error entonces, surge el problema sobre la influencia de
pequefias variaciones en las funciones involucradas en la definiciéon del

sistema dindmico sobre la solucién buscada.



De aqui la importancia de realizar un estudio de la persistencia de las
propiedades cualitativas de un sistema dindmico frente a las pequefas
perturbaciones de las funciones involucradas en dicho sistema y modelarlo
matematicamente mediante el analisis de los sistemas dinamicos como una
aplicacién préactica.

En este sentido, este trabajo de tesis permite determinar las condiciones
generales para la estabilidad estructural de sistemas dinamicos autbnomos
no lineales a través de ciclos limite y visualizar computacionalmente los
espacios de fases y campos de flujo, utilizando el software Mathematica

Version 5.1 .

PATRICIO CHOQUE HUAMAN



INTRODUCCION

El presente trabajo de investigacion trata de la estabilidad estructural de
sistemas autonomos no lineales a través de ciclos limite; de sus modelos
matematicos y el uso del software Mathematica version 5.1, para la

visualizacion computacional de los espacios de fases y sus campos de flujo.

El trabajo esta constituido por tres capitulos:

En el primer capitulo se presenta el problema de investigacion el cual
comprende: Planteamiento del problema, formulacion de objetivos,
formulacién de hipétesis, justificacion y/o importancia y el procedimiento

metodoldgico.

En el segundo capitulo se presenta el marco tedrico, que abarca la
sustentacion cientifica de la investigacion, se pone énfasis en los flujos
asociados, conjugaciéon de sistemas, sistemas hiperbdlicos, campos
vectoriales, sistemas auténomos no lineales, singularidades hiperbdlicas,

singularidades no hiperbdlicas y la estabilidad en el sentido de Liapunov.

En el tercer capitulo, se describen e interpretan los ciclos limite y la estabilidad
estructural de sistemas autonomos no lineales, utilizando el teorema de
linealizacion de Hartman-Grobman, teorema de la variedad estable y el
teorema de Liapunov. También se presentan las aplicaciones a la electrénica

como es el oscilador de Van Der Pol y a la ecologia en el



modelo presa-depredador, utilizando las herramientas matematicas y

computacionales expuestas en el capitulo anterior.

Por ultimo, se proporciona un anexo con las funciones utilizadas en el software
mathematica versién 5.1 para la visualizacion computacional de los espacios
de fases y sus campos de flujo de los sistemas dinAmicos presentados en el

presente trabajo de investigacion.

Agradezco la valiosa colaboracion y apoyo incondicional del Mgt. IGNACIO
VELASQUEZ HACHA, por llevar a buen término este trabajo de tesis.
También mi reconocimiento y gratitud a todas las personas que me han

ayudado a aprender de ellos.



CAPITULO |

PROBLEMA DE INVESTIGACION

1.1 PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

1.1.1 DESCRIPCION DEL PROBLEMA

Supongamos que en un tiempo t=t, un sistema dinamico esta en un estado
particular y que en t>t, vuelve al mismo estado tal que todas las posiciones

y velocidades son exactamente las mismas que antes. Por lo tanto, la unicidad
de las soluciones significa que debe repetirse una y otra vez, en consecuencia
el movimiento es periddico.

El estado de un sistema dinamico se describe por las coordenadas de un
punto en el espacio fasico, y a medida que t avanza, ese punto describe una
trayectoria u orbita; para regresar de nuevo a si mismo, entonces la érbita es
cerrada. La existencia de soluciones periddicas depende de: Las propiedades
topolégicas; la relacion entre la posicion de un punto actual y después de un
tiempo t.

La idea es la de colocar una superficie completa de estados iniciales y seguir
la evolucion de cada uno hasta que regrese y choque contra la superficie
(seccion de Poincaré). ¢Podemos encontrar un estado que regrese
exactamente a su punto de partida? Si es asi, entonces la solucién es

periddica aunque la mera existencia de una seccién de Poincaré puede forzar



algunas veces (por motivos topoldgicos) a que tenga lugar una solucion
periddica.

La propiedad mas importante de un sistema dinamico es su comportamiento
a largo plazo. Esto selecciona un conjunto mucho méas sencillo de
movimientos de entre todos los del sistema completo. ¢ Qué hace un sistema
dindmico a largo plazo? se puede estabilizar en un atractor. La esencia de un
atractor es que es alguna porcion del espacio de fases, tal que cualquier punto
que comienza a moverse en sus proximidades se aproxima cada vez mas a
él.
Consideremos un sistema dinamico en el plano que tenga un ciclo limite
estable, es decir una Orbita cerrada tal que las soluciones cercanas se
mueven hacia él. Siguiendo la dindmica hasta que nos choquemos de nuevo
contra el segmento, se determina una aplicacion del segmento en si mismo
que lo comprime hacia el punto en el cual el ciclo limite lo cruza la razon es
el teorema de Brower (sobre el punto fijo). Si hay un segmento de linea tal que
todo punto que comience sobre él y que finalmente regresa a €l entonces hay
al menos una solucion periédica que pasa a traves de dicho segmento, éste
es un teorema bastante notable ya que no depende de detalles dinamicos,
sélo requiere que el flujo sea continuo. Por lo tanto un flujo en R" que posea
una seccion de Poincaré a de tener una trayectoria periddica que pase a
través de la seccion (por el teorema de Brower).

Si en las funciones involucradas en el sistema las variaciones arbitrariamente
pequefias pueden variar mucho la solucidn, entonces la solucién determinada
no puede describir ni siquiera de forma aproximada el problema planteado.

Por consiguiente surge el problema de gran importancia practica, el de



determinar las condiciones bajo las cuales una pequefa perturbaciéon en las
funciones involucradas en la definicion del sistema dinamico ocasiona una

variacion arbitrariamente pequefia en la solucion.

1.1.2 FORMULACION DEL PROBLEMA
¢, Sera posible determinar la estabilidad estructural de sistemas autbnomos no

lineales a través de ciclos limite y su visualizacién computacional?

1.2 OBJETIVOS

1.2.1 OBJETIVO GENERAL:
Determinar la estabilidad estructural de sistemas autbnomos no lineales a

través de ciclos limite y visualizar computacionalmente.

1.2.2 OBJETIVOS ESPECIFICOS:

@ Analizar las soluciones periédicas de sistemas autonomos no lineales a
través de ciclos limite.

< Verificar que un sistema es estructuralmente estable si ésta no pierde
sus propiedades cualitativas bajo pequefias perturbaciones en las
funciones involucradas en su definicion.

& Visualizar computacionalmente el espacio de fases y el campo de flujo
de sistemas autbnomos no lineales, utilizando el software Mathematica
version 5.1

& Aplicar la estabilidad estructural a problemas especificos de electronica

y ecologia



1.3 HIPOTESIS

La aplicacion de ciclos limite permite determinar la estabilidad estructural de
sistemas dinamicos autbnomos no lineales y su consecuente visualizacion

computacional.

1.4 JUSTIFICACION Y/O IMPORTANCIA

Para hacer posible la descripcion matemética de un fendémeno real,
inevitablemente hay que simplificarlo e idealizarlo, haciendo resaltar y
tomando en cuenta sélo los factores mas sustanciales que actian sobre éste
y despreciando los menos considerables. Entonces, surgen los problemas
sobre si fueron adecuados las variables tomadas o no. Es posible que los
factores no considerados influyan fuertemente sobre el fenémeno estudiado y
cambien sus caracteristicas cuantitativas y cualitativas. En muchos problemas
se puede sefalar las condiciones bajo las cuales ciertas simplificaciones no
son posibles.

Si cierto fendmeno se describe por medio de sistema de ecuaciones
diferenciales, las cuales por lo general son tomadas del experimento y por lo
tanto con un cierto error, entonces surge el problema sobre la influencia de
pequefias variaciones en las funciones involucradas en la definicion del
sistema dinamico sobre la solucion buscada.

De aqui la importancia de realizar un estudio de la persistencia de las
propiedades cualitativas de un sistema dinamico frente a las pequefias
perturbaciones de las funciones involucradas en dicho sistema y modelarlo
matematicamente mediante el analisis de los sistemas dindmicos como una

aplicacion practica.



En este sentido, este trabajo de investigacion permite determinar las
condiciones generales para que un sistema dinamico sea estructuralmente
estable y visualizar computacionalmente el espacio de fases y su campo de

flujo, utilizando el software Mathematica Versiéon 5.1

1.5 PROCEDIMIENTO METODOLOGICO

1.5.1 METODO:

En éste trabajo de investigacion se utilizara el método deductivo, puesto que
se determinara en forma general la estabilidad estructural de sistemas
dinamicos auténomos no lineales n - dimensionales a través de ciclos limite,

para luego particularizarla a sistemas autonomos no lineales bidimensionales.

1.5.2 TECNICA:
La técnica a utilizar sera el andlisis, puesto que se trata de analizar las

soluciones periodicas de sistemas dinamicos autbnomos no lineales.



CAPITULO I

MARCO TEORICO

2.1 ANTECEDENTES

Rey Oscar Il de suecia (1887), ofrecio 2500 coronas por resolver el siguiente
problema. ¢ Es estable el sistema solar? un estado de reposo o de movimiento
es estable si no cambia mucho bajo el efecto de pequefas perturbaciones.

Poincaré, H (1889) intentd resolver el problema pero no lo consiguié (de todas
formas se le concedio el premio), pero hizo buena mella en él, puesto que
introdujo la topologia. En aquella época ya se conocia la solucién al problema
de los dos cuerpos, por ejemplo, la Tierra describe una Orbita periddica
alrededor del Sol, pero es precisamente la periodicidad la que nos proporciona
un control muy util sobre la estabilidad. Poincaré en su memoria “lucha” con
la cuestion de existencia de Orbitas periddicas para las ecuaciones
diferenciales planteadas, comienza por el procedimiento clasico y demuestra
como obtener tales soluciones desarrollando la variable involucrada como una
serie infinita en donde cada término es una funcion periddica del tiempo t de
lo que resulta que existen series cuyos coeficientes son periodos y que
satisfacen “formalmente” las ecuaciones. El procedimiento parece tener
sentido jpero! le aparece el problema de demostrar la convergencia de la serie
infinita planteada, no lo hizo y abandoné el método e inicié uno nuevo, su idea

era la de demostrar la existencia de soluciones periddicas lo que demostraria



la convergencia de la serie.
Liapunov, A. M (1892) encontré un criterio muy Util para la estabilidad, se trata

de una generalizacién de la idea de que para un sumidero existe una norma

en R" tal que ‘X(t)—Xo‘ decrece para las soluciones X(t) cercanas a Xj.

Mostré que se podian usar otras ciertas funciones en lugar de la norma para
garantizar la estabilidad.

Pontryagin y Andronov  (1937) introdujeron el concepto de estabilidad
estructural.

Peixoto (1958-1962) presentd una caracterizacion de las ecuaciones
diferenciales estructuralmente estables.

Smale, S (1980) determind que la propiedad mas importante de un sistema
dinamico es su comportamiento a largo plazo.

Hale, J. K. (1991) relacioné la dinamica con las bifurcaciones.

Combes, S (1999) presento los exponentes de Liapunov.



2.2 FUNDAMENTOS TEORICOS

En esta seccion se desarrollan conceptos que se requieren para desarrollar
nuestro trabajo de investigacion y verificar los objetivos planteados, asi como
la demostracion de resultados fundamentales. Tambien se presentan
conceptos de estabilidad asociados a sistemas no lineales, asi como la
demostracion de resultados de estabilidad tales como el teorema de
estabilidad de Liapunov, que permite realizar el estudio de la estabilidad en el

sentido de Liapunov.

2.2.1 FLUJO ASOCIADO A UN SISTEMA AUTONOMO LINEAL

El sistema autbnomo!? lineal:

X '= AX
X(0)=Y, @)

donde X:UcR—->R", X":UcR—>R" son aplicaciones definidas en el

conjunto abierto U ; AeR™ R™" :{[aij] ;€ R} y Y, eR"

nxn

admite una Unica solucion; de la forma:
@, ' R>R'
t g (1) =e"Y,

El flujo asociado a A€R™ o al sistema auténomo lineal X'=AX | est4 dado
por:

¢, :RxR" > R"
t, X) = @, (t, X) =e"X

! Matriz de coeficientes A, independiente del tiempo



PROPOSICION 2.2.1.1

Si AeR™ entonces, su flujo asociado ¢, verifica:
i) 0, (0,X)=X ; vV XeR".

i) Pat+5, X) =0, (t, 9,(5, X)) ; Vi seR; VX eR",

DEMOSTRACION:
i) gpA(O,X):eOAX —e®X =IX =X
donde @ esla matriz cero.

i) ¢A(t +S, X) = e(HS)AX = etAESAX = etA(q)A(S’ X)) = ¢A(t1¢A(S’ X)) e

DEFINICION 2.2.1.1
Sea AecR™, las raices del polinomio caracteristico de grado N

P, (1) =det(A—Al) se llaman autovalores o valores propios de A.
si Av, =4V, 0 (A=A, =® ; v,;eR™—{®};V j=12,..n,

entonces, V; es el autovector asociado al autovalor 4;.

Vi

Vyj

« _ . nx1
Sea V=[vV, -V, ]eR"™ donde Vj= eR son vectores

nj

linealmente independientes.
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Se sigue que V e R™ es un elemento del grupo?

G(R")={AeR™/Aes inversible} . Es decir V < G(R")

DEFINICION 2.2.1.2
Dado Ae R™", el espectro de A, denotado por Z(A) es el conjunto de todos

los autovalores de A. Es decir: (A) ={4 eK/Aesautovalor de A}

PROPOSICION 2.2.1.2

Dado el sistema autdbnomo lineal X'=AX:

Si 4,4, A, €K (K campo real o complejo) son los autovalores de
AecR™ y V;,V,,-4V, son los autovectores linealmente independientes
correspondientes a los  autovalores 4 ; i=12,---,n talque
Av. = AV, ; Vi=12,---,n; entonces: V (t) =[e™v, e*v, ---e™'v Je R™"

es una matriz fundamental® del sistema lineal X'= AX .

DEMOSTRACION:

Como V(t) es una matriz fundamental del sistema autonomo lineal X'=AX,

entonces cada columna de V(t) es solucién de X'= AX, es decir:

Si ¢ (t)=e*'v, , Vi=12,--n, entonces ¢ (t) = Le"'v. ="' Av. |

2 Es un monoide (conjunto con la ley de composicion asociativa y que tiene un elemento neutro) talque

VAcG(R"), existeun A € G(R"), paraelcual A-A'=A"-A=1)

3 Matriz solucién de un sistema lineal cuyas columnas forman una base para el espacio de soluciones
de dicho sistema
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Como V; es el autovector asociado a 4, , entonces AV, = AV, ; Vi=12,---,n
: luego ¢ '(t) =e™" Ay, =™ Ay, = Ae™'v, = Ag (t), entonces
¢'(t)=Ag(t) ;Vi=L2,---,n; esto implica que 4 (t) es solucién del sistema
lineal X'=AX ;Vi=12,---,n.

Por tanto V (t) es solucion del sistema lineal X'=AX con X(0)=1 .

OBSERVACION 2.2.1.1

Si CeR™ entonces X(t)=V(t)-C es también solucién del sistema

auténomo lineal X '=AX .

2.2.2 CONJUGACION DE SISTEMAS AUTONOMOS LINEALES

Dados dos sistemas autonomos lineales: X'=AX y X'=BX con

A BeR™y Y, eR", cuyos flujos asociados respectivos son:

@, RxR" > R" @5 :RxR" > R"
y
t,X) = @, (t, X)=e%X (t,X) = ¢, (t,X)=€e®X
A B

) AyB (o los sistemas lineales asociados X'=AX y X'=BX) son
Topoldgicamente Conjugados y se denota por AEtop B si, y solo si, existe

un Homeomorfismo* h:R" —R" tal que

(@A (t, X)) = @, (t, (X)) , YVt e R; ¥X € R"

4 Aplicacion biyectiva'y bicontinua
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i) AyB (o los sistemas lineales asociados X'=AX y X'=BX) son
Linealmente Conjugados y se denota por A=, B si, y sélo si, existe un
Isomorfismo® h:R" —R" tal que
h(g,(t, X)) =g, (t,h(X)), VteR; VX e R".

i) Ay B (olos sistemas lineales asociados X'=AX y X'=BX) son C'

- Conjugados, 1<r < y se denota por A=_ B si, y sdlo si, existe un

Difeomorfismo® declase ¢, h:R" —>R" talque

h(@,(t, X)) = @ (t, (X)) , VI eR; VX eR"

2.2.3 SISTEMAS AUTONOMOS LINEALES HIPERBOLICOS

Dado el sistema auténomo lineal X'=AX,con AeR™:
A es una Matriz Hiperbdlica (o X'= AX es un sistema lineal hiperbdlico) si,

y solo si, todos sus autovalores tienen parte real distinto de cero.

Hip(R") = {Ae R™"/ A es matriz hiperbolica}

Si A es una matriz hiperbélica, el indice de Estabilidad de A, denotado por
i(A), es el numero de autovalores (incluyendo multiplicidades) con parte real

negativa.

5 Aplicacién biyectiva
6 Homeomorfismo diferenciable
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DEFINICION  2.2.3.1
Sea AcHip(R"):
1) El Subespacio Estable (Variedad Estable) de A, denotado por E*(A), es

el subespacio vectorial de R" que es generado por los autovectores

correspondientes a los autovalores con parte real negativa.
2) El Subespacio Inestable (Variedad Inestable) de A, denotado por E"(A)

es el subespacio vectorial de R" que es generado por los autovectores

correspondientes a los autovalores con parte real positiva.

OBSERVACION 2.2.3.1

. . S u . . .
Los subespacios vectoriales E°YE" son subespacios invariantes’ por la

matriz Ae R™"

OBSERVACION 2.2.3.2

Sea AeHip(R") talque i(A)=m donde O0<m<n, entonces

A=y, J, =diag[A, A].

donde:

mxm . .
Ai eR tiene todos sus autovalores con parte real negativa y

A, e R™™ ™ tiene todos sus autovalores con parte real positiva.

Aqui: J, = PAP_l; con PeG(R")

7 El subespacio vectorial E® de R"es Invariante por la matriz Ae R™" si, ysélosi, veE®
implicaque Av e E®.
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OBSERVACION 2.2.3.3

Si AeR™" no es hiperbdlico, entonces R" se descompone en suma directa®
de subespacios E°,E'yE°. Es decir R"=E°*(A)®E"(A)®E‘(A). Donde
E°(A) es el subespacio generado por los autovectores asociados a los

autovalores con parte real nula y se denomina Subespacio centro (Variedad

centro) de A. Aligual que los dos subespacios, éste también es invariante
por la matriz Ae R™.

Analicemos el caso R?:

2231 SISTEMAS AUTONOMOS LINEALES BIDIMENSIONALES

2 . . . . .
Sea AeR*?; AeG(RR?) . Analizaremos cualitativamente sistemas lineales
auténomos bidimensionales de la forma:

X '= AX
X(0)=Y, @)

(%) A (B @) (% _(%(0)
Con % _(XJ’ A_(azl azz} X_(ijX(O)_(Xz(O)]

La condicion de que A sea no singular es equivalente a que (0,0) es el Unico

punto fijo del flujo asociado @,(t, X) =e”X . Esto implica que el origen de

coordenadas (0,0) siempre es una trayectoria u 6rbita®, es decir siempre es

8 ES(A)+E"(A)+E°(A)=R" y E*(A)NE'(A)NE°(A) = {0}
® Un dibujo en el espacio (t, X Xz) es una curva solucién o curva integral del sistema, pero si se

dibuja solo en (X, X,) se tiene una trayectoria u Orbita del sistema dinamico
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una solucion de (1).

El sistema (1) es equivalente a:

X'=J,X
X(O):Yo )

Donde J, es laforma de Jordan de la matriz A.

Si 4,4, eZ(A) y X, es un punto singularl®, entonces se presentan los
siguientes casos:

CASOA) Cuando 4 Y A4, eR; 4 #4,#0

0
En este caso JA = {ﬂl ]
0 4

A-1) Si A4, <A4,<0, entonces X, es una singularidad estable
A-2) Si0<A4 <4, entonces X, es una singularidad inestable
A-3) Si 4 <0<4,, entonces X, es una singularidad punto de silla

CASOB) Cuando 4 =4,=4#0 ;4R

A 0

0 /J yel N,.(A—Al) es bidimensional.

En este caso J, =(

B-1) Si 4 =4,=4<0 ,entonces X, es un nodo singular estable
B-2) Si 4 =4,=4>0 | entonces X, es un nodo singular inestable

CASOC) Cuando 4 =4,=1¢€R

De curva integral a 6rbita en tiempo t pasa de variable a parametro. En la curva integral no hay flecha
puesto que la informacion sobre el sentido ya viene dada por la coordenada t, en la drbita si hay
flecha puesto que el tiempo t es un parametro.

10 (Xl, Xz) es un punto singular o punto critico del sistema (1), si AX = ® ; un punto que no es
punto singular es un punto regular.
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A
0 j] ;1470 yel N (A-Al) es unidimensional.

En este caso J, =(

C-1) SiA4=4,=4<0 | entonces X, es un nodo degenerado estable

C-2) SiA4=4=4>0 | entonces X, es un nodo degenerado inestable

CASOD) Cuando 4 =a+iby i =a-ib=4eC;b=0

a -b
En este caso J, = b a

D-1) Sia=0yb=#0, entonces X, €s un centro
D-2) Sia<0yb=#0,entonces X, es un foco estable

D-3) Sia>0yDb=0,entonces X, es un foco inestable

EJEMPLO

Analizar la singularidad del sistema autébnomo lineal:
{ X'=—X
. 1)
y'=-2y
SOLUCION:

A 10 R*?
. = e
En este caso: 0 -2

Pasos a seguir para determinar los autovalores y autovectores asociados
Paso 1: Hallar los autovalores de A:

-1-1

. _2_/1‘=0:> (-1-A)(—2-2) =0

|A—2,I|:0:>‘
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>A=-2;4=-1 (caso A -1)

Luego £(A) ={-2,-1}. Esto indica que X, =(0,0) es una singularidad estable.

Como J, = (_O j entonces el sistema (1) es equivalente a:
{x' =—2X
\ (2)
y'=-y
Paso 2: Hallar los autovectores asociados:

= Para 4 =-2:

(—1 Oj [2 Oj (1 OJ
A-Al=A+2l = + =
0o -2) (o 2) (oo

(X,y) € NUC(A+2I)<:>((1) 8]@:[8]@ X=0

Ny (A+21)={(x,y) eR*/x=0}={(0,y)/ y e R}
={y(0,1)/ y e R} =((0,2))

=V, = (0,1) es uno de los autovectores asociados al autovalor A= -2

= Para 4, =-1;

Acal=asl=| T °
A= +_(o —2j+

0 0)\(x
(x,y)eNuc(A+I)<:>[O 1 ( J

Nu(A+1)={(x,y) eR*/y =0} ={(x,0)/x e R}
={x(1,0)/xe R} =((1,0))
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=V, =(1,0) es uno de los autovectores asociados al autovalor 4, =—1.

De esta forma se observa que E°={v,v,}={(0,1),(10)} entonces R*=E®,
mientras que E" =E° =¢.

Como la solucion del sistema (1) es X (t) =V (t)-C, entonces:

t t
X(t) = ce™'v,, +c,e™v,,

t t
Y(t) = Cleﬂi Vo, + Cze/12 Vi,

Tendra la forma:

x(t)=c,e™
y(t) = Cle_Zt
Luego:

X(t) t—-+o0 0

y(t) t—>+0 O

C
2 2.t 2> G,
Ademas: X =C6 =X =—=Y

Luego, las drbitas son familia de parabolas.

y Cl —t t—+o0
si¢#0yc,#0= o C_e ———> 0 entonces las érbitas a lo largo
2

de estas parabolas tienden asintéticamente hacia el origen de coordenadas.

dy
dy a —2ce™ c, i
Si €, #0, entonces &=W=$=2ée‘ ‘ 0
dt

que las rectas tangentes a cada trayectoria tienden al eje X
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El espacio de fases!! del sistema auténomo lineal (1), sera:

Figura 2.1: Espacio de fases del sistema (1)

Visualizacion computacional de la figura 2.1

11 Una fase es un estado, el espacio de fases es un espacio de estados en el que las coordenadas de un
punto deben darnos toda la informacidn sobre el estado de todo el sistema.


file:///F:/MAESTRIA PATRICIO ESTUDIANTE/TESIS-FINAL/Figuras_TM_f.nb
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El espacio de fases del sistema equivalente (2), sera:
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Figura 2.2: Espacio de fases del sistema equivalente (2)

Visualizacion computacional de la figura 2.2

@

&

—)

—

2.2.4 CAMPOS VECTORIALES

Consideremos el sistema auténomo lineal

sistema esta asociada a un campo vectorial*?:

F:W->R"

X > F(X) = AX

donde W < IR" es un conjunto abierto.

Las soluciones del sistema autbnomo lineal

X'=AX, con

AeR™, este

X'=AX son aplicaciones

diferenciables ¢:1 cR —>W cR", tales que ¢'(t)=Ag(t) , Vtel cR .

2 Un campo vectorial es una funcion vectorial de variable vectorial definido por

F:WcR" >R

X F(X) = (R(X), F,(X), - F,(X))

donde
Fi:W cR"5>R

X b F(X),Vi=12n

son campos escalares( funciones reales de variable vectorial)


file:///F:/MAESTRIA PATRICIO ESTUDIANTE/TESIS-FINAL/Figuras_TM_f.nb
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¢peC";r>1re’Z" sedenominan curvas integrales o curvas solucion del
campo vectorial F o del sistema autonomo lineal X'=AX

Luego; ¢ es solucion del sistema autonomo lineal X'=AX si, y solo si, ¢'(t)
en t coincide con F en ¢(t).

Un sistema oscila cuando tiene una solucion periddica no trivial. En un sistema
planar'® una solucién periédica en el plano de fase!* resulta una orbita

cerrada.

Para cada punto (X, X,) en el plano de fase se tiene el vector F(x,,x,), Luego

F(X) ; VX eR? es un campo vectorial sobre el plano de fase.

Un vector en un punto es tangente a la orbita en ese punto.

Luego se puede construir la trayectoria u Orbita desde un punto inicial a partir
del diagrama del campo vectorial.

En la figura 2.3, se observa el campo vectorial y las orbitas de un sistema

autonomo lineal:

i 7
N
T W

‘_

Campo vectorial Trayectorias u 6rbitas

Figura 2.3: Campo vectorial y Orbitas de un sistema autonomo lineal

13 Sistemas de dos variables de estado. Es decir en (1), X = (X, X,)

Y Plano XX, donde se representan graficamente las trayectorias u érbitas
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EJEMPLO

Para el sistema auténomo lineal:

X'=y
y'= x (1)

Analizar el campo vectorial y las oOrbitas.

SOLUCION:

En este caso el campo vectorial asociado al sistema (1), seré:
F:UcR*—>R?
0 1]/«x
X=(xy)= FX)=FXxy) =Ry KX Y) =)= y

O 1 2x2
de donde A= 10 eR

Pasos a seguir para determinar los autovalores y autovectores asociados

Paso 1: Hallar los autovalores de A:

1
=0= 4%2+1=0

|A—/1I|=0:>‘_1 _A‘

= ﬂl =1, 22 =—i: corresponde al caso D-1, siendo @a=0y b=1=0

luego X(A) ={i,—i}. Esto indica que X, =(0,0) es un centro.

) 0 -1
Aqui J, = 10

Paso 2: Hallar los autovectores asociados:

como A=t =a-it=( & oo 1) )
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-1 1)z 0 -z, +2,=0
2.2)eN (A-il) < P e _j
( 1 Z)E uc( ) (_1 —|J[22J (0) {—Zl—izz :O :>ZZ |Zl

Ny (A=il)={(z,2,) e C*/ 2, =iz, | ={(2,,i2,) / 2, € C}
={z,Li)/ 7, € C} =((Li))

=V =01)=00)+i(0,1) es uno de los autovectores asociados al

autovalor 4, =1.

De donde: V, =(1,0) y v, =(0,1).

Como la solucion del sistema (1): X(t) =V (t)-C, para el caso D-1, esta dado
por X (t) = pe* [Cos(bt—6)-v, —Sen(bt — ) -V, ] de donde

x(t) = pCos(bt — )
y(t) = —pSen(bt — 0)

Ecuacion paramétrica de familia de circunferencias
luego X*+y>=p*; p>0

Graficamente:
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3 F
A (
X
y
X
f .
-3 ¢-—3
3
}
¢
Y
\\“‘_?:‘4—!%/

Figura 2.4: Campo vectorial y oOrbitas del sistema (1)

Visualizacion computacional de la figura 2.4

@, .
T —
=

Sean @ :RxR" > R" y ¢, :RxR" > R" los flujos generados por los

DEFINICION 2.2.4.1

campos vectoriales: F:W, > R" y G:W, > R" donde W, y W, son abiertos de

R", entonces F =, G, si existe un homeomorfismo h:W, —W, talque

h(g,(t, X)) =, (t,h(X)), VteR; VX eW,


file:///F:/MAESTRIA PATRICIO ESTUDIANTE/TESIS-FINAL/Figuras_TM_f.nb
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OBSERVACION 2.2.4.1
El homeomorfismo h lleva puntos singulares en puntos singulares; 6rbitas

periédicas en Orbitas periddicas; etc.

OBSERVACION 2.2.4.2

Si h es un difeomorfismo, entonces F y G son dos campos vectoriales

h —relacionados.

2.2.5 SISTEMAS AUTONOMOS NO LINEALES

El sistema:

X'=F(X) 1)
es un sistema autonomo no lineal, si el campo vectorial F:U —R" con
U cR" conjunto abierto, no depende del tiempo t, donde las funciones
componentes (campos escalares) del vector n-dimensional F(X); son
continuas y ademas son funciones Lipschitzianas®® en forma local de X,
definidas para todo Y, en el dominio U cR".

La condicion de Lipschitz garantiza la existencia de la solucion del  sistema
(1) que satisface la condicion inicial X(0)=Y,.

Existen conceptos fundamentales de los sistemas autonomos no lineales que

nos ayudaran a decidir su comportamiento cualitativo, asi tenemos:

15 F es Lipschitziana en forma local en un punto Y,, si satisface la condicion de Lipschitz
|Fi(X)— Fi(Y)|S L|X —Y| para X,Y en un abierto que contiene a Y,, donde L es una

denota la norma Euclidiana en R", i.e.|X | = \/Xf +X A+ X

constante positiva y
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2251 PUNTO DE EQUILIBRIO

Un punto X, eU se dice que es un punto de equilibrio (punto estacionario o

punto singular) del sistema (1), si, cuando el estado (6rbita o solucién) del

sistema comienza en X,, permanece en X, para todo tiempo futuro. Para
sistemas auténomos no lineales los puntos de equilibrio son las raices reales
de la ecuacion F(X)=0.

Un punto de equilibrio se dice aislado si existe algun abierto que contiene a

dicho punto donde no existe otro punto de equilibrio del sistema.

Supongamos que 0cUcR" es un punto de equilibrio del sistema (1).

Consideremos a la derivada %(6) de Fen 0 comoun campo vectorial lineal

gue aproxima a F en las proximidades de 0, al cual se le denomina la parte

lineal de Fen 0. Si todos los autovalores de %(6) tienen parte real

negativa, se dice que 0 es un sumidero.

Generalmente, un punto de equilibrio X, del sistema (1) es un sumidero si
~ OF . . :

todos los autovalores de A:a_X(XO) tienen parte real negativa. EI espacio

de fases en el abierto de un sumidero no lineal X,, se asemeja al de la parte

oF (X,) tienen

lineal del campo vectorial. Si todos los autovalores de A:&

parte real positiva, entonces se dice que X, es una fuente.

Si se presentan ambos casos, X, es un punto de silla.

2.25.2 ESTABILIDAD DE UN PUNTO DE EQUILIBRIO
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Un punto de equilibrio X, es estable, si para todo abierto U, que contiene a

X, en U existe un abierto U, cU, tal que todo flujo!® (solucién) ¢(t,Y,) del

X'=F(X)

sistema
{ X(0)=Y,

Con Y, eU,, esta definida y permanece en U, , para todo t>0 .

Es decir X, es un punto de equilibrio estable, si las soluciones préximas

permanecen préximas en todo el instante posterior.

U1\

X, -
A

Si U, se puede elegir de modo que limao(t.Y )= X, entonces se dice que X,

t—ow

Graficamente:

U,

es asintoticamente estable.

Gréaficamente:

U,

U,

=
/?-\Q
)

Un punto de equilibrio X, que no es estable se llama inestable. Esto significa

que existe un abierto U que contiene a X, tal que para todo abierto U, que

0, RxR" - R"
(t, X) = @, (L, X) =e?X

16

~  OF
donde A=—"—"(X
%)
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contiene a X, en U, existe al menos una solucion ¢(t,Y,) que comienza en

Y, €U, Yy que no permanece enteramente en U .

Graficamente:
7
U [
U | A
XO
v v

Un sumidero es asintéticamente estable y por tanto estable. Una fuente es un
punto de equilibrio inestable.

Si X, es un punto de equilibrio asintoticamente estable, existe por definicion
un abierto U que contiene a X, tal que toda curva solucion que empieza en
U tiende hacia X,, cuando t — . La union de todas las curvas solucion que

tienden hacia X, se denomina cuenca y se denota por B(X,).

2.2.6 SINGULARIDADES HIPERBOLICAS

DEFINICION  2.2.6.1

Un punto singular X, de un campo vectorial F, se llama Hiperbdlico sitodos
~  OF . ~ :
los autovalores de A:&(XO) tienen la parte real no nula. (A no tiene

autovalores nulos o imaginarios puros).
Un punto de equilibrio hiperbdlico es o bien inestable o bien asintéticamente

estable. Un punto de silla es inestable.
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OBSERVACION 2.2.6.1

Sean F y G dos campos vectoriales h-relacionados. Si X, es una

singularidad de F, entonces h(X,) es una singularidad de G .

DEFINICION 2.2.6.2

. ~  OF . .
El nimero de autovalores de Aza_X(XO) gue tienen parte real negativa, se

llama indice de estabilidad de F en X,.

2.26.1 TEOREMA DE HARTMAN - GROBMAN

Consideremos el sistema autbnomo no lineal: X'=F(X); con

F:U cR" —>R" campo vectorial y U un abierto de R", X, eR".

Si X, es un punto singular hiperbdlico de F, entonces existe un

homeomorfismo h:U — R" definida en el abierto U = R", tal que para
cada X eU:
h(p(t, X)) =e"h(X) , teR (1)

(h es una conjugacién topoldgica entre el flujo generado por el campo
vectorial F y el flujo lineal e X )
donde ¢(t, X) es el flujo generado por el campo vectorial F .

Es decir, h transforma las trayectorias del sistema autébnomo no lineal en las
del sistema linealizado, preservando la parametrizacion, o sea el sentido en

el que se recorren.

DEMOSTRACION:
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Sea H un homeomorfismo.

Definimos h:U cR" - R", por:

h(X)=[ e *H(p(s, X))ds ;X cU y seR

Probemos que h satisface (1):

Observemos que:

e*h(X)=e* | Ole‘SAH (o(s, X))ds

Aplicando la proposicién 2.2.1.1, se tiene:

e*h(X) = [ :e-“-‘)AH (@(s—t, (t, X)))ds )
Verifiguemos que:

f Ole“s“)AH (o(s—t, X))ds = h(X) )

Si u=5s—t entonces du =ds, ademas: cuando S—>0 entonces U—>—t y

cuando S —1 entonces U—1—t. Luego:

| :e‘(s‘”AH (p(s—t,X))ds = | 1t e " H (¢(u, X ))du =

A - A 4
= [ e H(p(u, X))du+ [ e *H (p(u, X))du “
Por otra parte

fot e H (p(u, X))du = Ot e *DAeAH (p(u, X))du =

= | °t e DAY (p(u+1, X))du

Si U+1=V entonces du =dv, ademas: cuando U —> —t entonces v —>1—t
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y cuando U — 0 entonces V—1. Luego:

[" e H (pu+1,X))du = [ e H (p(v, X))dv

0 A LA
[ & H(p(u,X))du= [ e™*H(p(v, X))dv
Luego, sustituyendo en (4), se tiene:

[T H (st X))ds = [ e H(p(u, X))du+ [~ e™*H(p(u, X))du =

~[(e M (p(u, X))du =h(x)

Asi, (3) esta verificada y consecuentemente (2) implica que h satisface Q).

Ahora verifiqguemos que h es acotada:

s€[0,1

Como |N(X)|= ‘ [Te*H(p(s, X ))ds‘ <! [ Supl(s. X )|j

Entonces, h es acotada en R".

Por tanto, N es un homeomorfismo. «

Este teorema afirma que es posible deformar de manera continua todas las
trayectorias del sistema no lineal, alrededor del punto de equilibrio aislado, en
las trayectorias del sistema linealizado, via el homeomorfismo h. Ademas
indica que el comportamiento cualitativo de un sistema no lineal alrededor de
un punto de equilibrio aislado es similar al del sistema linealizado, por ejemplo
el tipo de estabilidad.

En la figura 2.5, se muestra un esquema de los diagramas de fase del sistema

no lineal y del sistema linealizado bajo la operacion del homeomorfismo h.
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Figura 2.5: Representacion gréfica de la operacion del
homeomorfismo h
Como en el caso de sistemas autonomos lineales, podemos definir los

subespacios (variedades) estable e inestable del punto singular hiperbdlico

X,, denotadas por W,.(X,) y W,

loc

(X,) respectivamente, por:

vv,;c(xo)={x cU cR'/limp(t,X)=X, ¥ ¢(t,X)<U ,vrzo}

w,gc(x0)={x U <R/ lim p(t, X) = X, ¥ (t, X) €U ,VtSO}

donde U es un abierto que contiene al punto singular hiperbodlico X, .

2.2.6.2 TEOREMA DE LA VARIEDAD ESTABLE

Consideremos el sistema autbnomo no lineal: X'=F(X); con
F:UcR"—>R" campo vectorial y U un abierto que contiene al punto
singular hiperbolico X, .

Si el campo vectorial F tiene una singularidad hiperbdlica X,, entonces

existen las variedades W_.(X,) y W,.(X,) estable e inestable

respectivamente, tales que dim(W,..(X,)) =dim(E®) y dim(W,,.(X,)) =dim(E") .

DEMOSTRACION:

Si el campo vectorial F tiene un punto singular hiperbdlico X,, entonces
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todos los autovalores de A =2—§(XO) tienen la parte real no nula.

Luego por el teorema de Hartman — Grobman, las variedades W, (X,) vy
W,.(X,) estable e inestable respectivamente, son imagenes homeomorfas de
los subespacios vectoriales (variedades) E°y E" estable e inestable
respectivamente. Luego W..(X,) y W,_.(X,) para el punto singular

hiperbodlico X,, son variedades topologicas de dimensiones iguales al indice

de estabilidad i(A) y N—i(A) respectivamente.

Como:

wlgc(xo):{x U cR/limp(t, X) =X, y o(t,X)eU ,VtZO}

ngc(x0)={x U cR'/1im ft, X) =X, y p(t, X) €U ,Vtso}

donde U es un abierto que contiene al punto singular hiperbodlico X, .

Entonces, W}

loc

(X,) estangente a E*(X,) y W,.(X,) estangente a E"(X,)

loc

Es decir que W, coincide con E° en el punto singular hiperbdlico X, y

loc

W, coincide con E" en el punto singular hiperbdlico X,. Asi
dim(Wz, (X,)) =dim(E®) y dim(Wz(X,)) =dim(E") .
En consecuencia:

Rn :W|§C EB\Nlcl:c ) Iuego:

dim(R") = dim (W, ®W,y, ) = dim (W, ) +dim (W

loc

) —dim (ch?c ﬂchljc )

pero como W, MW, ={0} entonces dim(leC ﬂng'c) =0, luego:
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dim(R“) dlm(WS

loc

—i(A)+n—i(A)=n

)+dim (W, ) =dim(E*)+dim(E")

IS

En la figura 2.6, se esquematiza el teorema de la variedad estable:

st
W

Figura 2.6: Esquema del teorema de la variedad estable

OBSERVACION 2.2.6.2.1
Si X, es una singularidad no hiperbolica del campo vectorial F, entonces de
forma analoga al caso de sistemas autonomos lineales existe una tercera

variedad W

loc

(X,) llamada variedad centro.

EJEMPLO

Analizar las singularidades del sistema autbnomo no lineal:

X'= X 1)
y'=x'-y
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SOLUCION:

En este caso:

F:UcR*>R?

X = (X1 y) = F(X) = F(X1 y) = (Fl(X, y)’ Fz(x! y)) = (X’ X2 - y)
En primer lugar debemos calcular las singularidades del sistema:
F(X)=0=(x,x*~y)=(0,00=x=0Ay=0= X, =(0,0).

Aplicando el teorema de Hartman-Grobman, linealizamos el sistema dado:

ok OR
oF oX oy 1 0 ~  OF oF 1 0
— (X) = = = A=—-(Xy)=—-(0,0)=
oX oF, OF, 2x -1 oX oX 0 -1
ox oy

Luego los autovalores del sistema linealizado son 4, =-1Y 4, =1, es decir
S(A)={-11}.

Por tanto, X,=(0,0) es una singularidad hiperbodlica (punto singular
hiperbdlico).

Como uno de los autovalores es negativo y el otro positivo entonces el punto

singular hiperbdlico X, =(0,0) es un punto de silla (caso A-3)
Hallando los autovectores asociados:

= Para A4, =-1:

R R (1 o) (1 o) (2 0]
A-Al=A+1= + =
0 - 01 00

N (A ] 2 0)(x) (0 oy =0 _o
nentins(s f){-oeor
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N (A+1)={(x,y) eR*/x=0}={(0,y)/y e R}
={y(0,1)/ y e R} =((0,1))

=V, =(0,1) es uno de los autovectores asociados al autovalor 4, =~
S E ={(0,y)/yeR} =N, (A+I)

= Para 4, =1:

T R AR A

(x,y)eNuc(A—I)@[ J( U:—zy:o:yzo

N (A=1)={(x,y) e R*/y =0} ={(x,0)/ x e R}
={x(@1,0)/xe R} =((1,0))

=V, =(1,0) es uno de los autovectores asociados al autovalor 4, =1

= E"={(x,0)/xeR} =N, (A-1)

Si escribimos el sistema (1) como una ecuacién de primer orden, encontramos

dy

dat _dy_ Yy
que: gx < gx SR

dt

consecuentemente, obtenemos la familia de soluciones:
2

X C
X)=—+—
y(x) 3+X

donde C es cualquier constante de integracion.

Luego, W, (0,0) puede ser representada como una funcion y=h(X) con

loc
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dh
h(O):&(O):O ya que W, es tangente a E' . Entonces

52
Wige = {(X’ y)eR*/y= ?}

Donde hemos tomado C=0.
Por otro lado x(0) =0 implica que x'=0.

Por tanto W,> = E°®.

loc

El espacio de fases del sistema auténomo no lineal (1), sera:
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Figura 2.7: Espacio de fases del sistema (1)

Visualizacion computacional de la figura 2.7

2.2.7 SINGULARIDADES NO HIPERBOLICAS


file:///F:/MAESTRIA PATRICIO ESTUDIANTE/TESIS-FINAL/Figuras_TM_f.nb
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El teorema de Hartman - Grobman no funciona cuando la singularidad es no
hiperbdlica. El teorema de la variedad centro representa una generalizacion

del teorema de la variedad estable y contempla la existencia de un subespacio

invariante en forma local W

loc *

22.7.1 TEOREMA DE LA VARIEDAD CENTRO

Consideremos el sistema autbnomo no lineal: X'=F(X); con

F:UcR"—>R" campo vectorial y U un abierto que contiene al punto

singular no hiperbdlico X, .
Sea ¢(t, X) el flujo generado por el campo vectorial F (solucion del sistema).

Entonces existe de forma local la variedad centro W¢

loc

gue contiene el origen'y

es invariante bajo ¢(t, X).

DEMOSTRACION:

Sea F:U cR" —-R" un campo vectorial con singularidades no hiperbdlicas

en el origen. Es decir F(0)=0 y %(6) tienen autovalores con parte real

nula. Como W +W. +Wc =R" 'y W NW NW, ={0}, entonces

loc loc loc

R" =W, ®W, . ®W,,, Luego por el teorema de la variedad estable:

dim(R") =dim (W, ®W,., ®W, ) =dim (W, )+ dim (W,z, ) +dim (W, )

OBSERVACION 2.2.7.1
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La variedad centro W,.. no necesariamente es Unica.

loc

EJEMPLO

Analizar las singularidades del sistema autbnomo no lineal:
{ X' = X2
y'=-y

SOLUCION:

(1)

En este caso:

F:UcR* > R?
X =(xy) = F(X)=F(xy)=(RXY), KX Y)=(X-y)

En primer lugar debemos calcular las singularidades del sistema:
F(X)=0=(x*,-y)=(0,00=>x=0Ay=0= X, =(0,0).

Linealizando el sistema dado, se tiene:

ok Ok

OX 2x 0 ~ 0 0
oX @ @ 0 -1 oX oX 0 -1

oX oy

Luego los autovalores del sistema linealizado son 4, =—1Yy A, =0. Es decir
2(A) ={-1,0}.
Por tanto X, =(0,0) es una singularidad no hiperbodlica (punto singular no

hiperbdlico).
Luego, no es posible aplicar el teorema de Hartman — Grobman.

El teorema de la variedad centro nos asegura que existe W, .
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Hallando los autovectores asociados:

= Para A4, =—1:

R R (0 oj (1 oj (1 Oj
A=Al =A+1= + =
0 - 0 1 00

- 1 0)(x 0
(x,y)eNuc(A+I)<:>[0 Oj(yj:(Oj:XZO

N (A+1)={(x,y) eR*/x=0}={(0,y)/y e R}
={y(0,1)/ y e R} =((0,1))

=V, =(0,1) es uno de los autovectores asociados al autovalor 4 =—1

= E*={(0,y)/yeR} =N (A+1I)

= Para 4, =0:
A-gi=A=|) °
A=A 4
(0 0 0
(><,y)eNuc(A)®(O _J@]=(OJ=>—Y=OZ>Y=O

Ny (A)={(x,y) eR*/y=0} ={(x,0)/x e R}
={x(1,0)/xe R} =((1,0))

=V, =(1,0) es uno de los autovectores asociados al autovalor 4, =0
= E°={(x,0)/xeR} =N, (A)

En este caso W,:. = E°.

loc
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Sin embargo existen otras variedades centro (Observacion 2.2.7.1), la érbita

que pasa por el punto (X, Y,) con X, <0 esta dada por la solucién particular

de:

dy -y 1
- = = ex
dx x2:>y Yo

Por lo tanto la curva

x|

, X, <0

y {O,XO>0

Es invariante bajo el flujo. Ademas vemos que W,

loc

existe de forma global.
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El espacio de fases del sistema auténomo no lineal (1), seré:

Figura 2.8: Espacio de fases del sistema (1)

Visualizacion computacional de la figura 2.8

¥ _
\ \ﬂ‘%\\f/:
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2.2.8 ESTABILIDAD EN EL SENTIDO DE LIAPUNOV

De la teoria clasica de la mecénica, es sabido que un sistema es estable si su
energia (una funcion positiva), es continuamente decreciente, o sea tiene
derivada negativa, hasta que el sistema alcanza su estado de equilibrio.

El criterio de Liapunov para la estabilidad de sistemas autbnomos no lineales
es una generalizacion de este hecho. Liapunov demostrd que ciertas otras
funciones aparte de la funcion energia pueden ser usadas para la
determinacion de la estabilidad del punto de equilibrio de un sistema

auténomo no lineal.

DEFINICION  2.2.8.1

Sea V:D — R un campo escalar continuamente diferenciable definido en un

dominio D < R"que contiene a un punto de equilibrio X,, entonces:

@V esuna funcién definida positiva, si V(X,)=0 y V(X)>0 en D—{X,}

<V es una funcion semidefinida positiva, si V(X,)=0 y V(X)>0en D.
< 'V es una funcion definida negativa, si V(X,)=0 y V(X)<0 en
D—{X,}.

< 'V es una funcion semidefinida negativa, si V(X,)=0 y V(X)<0en D

<  La derivada temporal de V sobre las trayectorias u Orbitas del sistema

auténomo no lineal X'=F(X), se denomina derivada orbital, se denota

\}(X) y esta dado por:
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[F(X)]
oV v N o oV R (X)
V(X)=&X'=8—F(X) VV(X)-F(X)= {6)(1 Pl ax} (*)
: dv _ov oV LV LR (X))
:V(X)_E_aXiF(X) aXZF(X) 8nF(X)
dv oV oV oV
—V(X)= ' X
(X)= dt 8x1)(1+8x2x2Jr +8xn %

dv oV dx1 oV dx, +._.+8_den
dt ax1 dt 8x dt ox, dt

=V (X)=

Si ¢(t,,Y,) representa el flujo (solucién) del sistema X'=F(X), dada a partir

de la condicion inicial X (0)=Y,, a partir del instante inicial t=1,, entonces

V(X) :%V(w(to,vo».

Consecuentemente, si V(X) es negativa, entonces el campo escalar V sera

decreciente sobre las trayectorias u orbitas del sistema X'=F(X).

2.2.8.1 TEOREMA DE LIAPUNOV

Sea X, un punto de equilibrio del sistema autonomo no lineal X'=F(X) y
sea V:D — R un campo escalar continuamente diferenciable definido en un

dominio D < R"que contiene a X, , entonces:

= Si V(X,)=0 y V(X)>0 en D—{X,}. (V es una funcién definida

positiva) ademas V(x0)=o y V(X)SO en D. (\} es una funcién

semidefinida negativa). Entonces X, es un punto de equilibrio estable.



47

@ Si V(X,)=0 y V(X)>0 en D—{X,}. (V es una funcién definida

positiva) ademas V (X,)=0 y V(X)<0 en D—{X,}. (\} es una funcion
definida negativa). Entonces X, es un punto de equilibrio

asintoticamente estable.
Una funcion V que cumple con las condiciones impuestas en el teorema

anterior se denomina funcién de Liapunov.

DEMOSTRACION:

Sea V:DcR" — R una funcion de Liapunov para X, .

Dados B= {X eR"/|X - X,|< 5} cD 'y un nimero real positivo
m=Min{V (X)/|X - X,|=5}.

Como por hipétesis la funcion de Liapunov V es continua, entonces existe un

abierto V; que contiene a X, contenido en B, talque V(X)<m; VX eV,

Como la funcién de Liapunov V , decrece a lo largo de las trayectorias u

Orbitas del sistema autonomo no lineal X '=F(X), entonces el flujo generado

por el campo vectorial F, @(t, X) permanece en el interior de B para todo

t>0 y X eV, , portanto X, es un punto de equilibrio estable.

Ahora, supongamos que V(X)<0 en D—{X,}. Sean X €V;; YeB y

(t,) una sucesién creciente de nUmeros reales positivos tales que

ot X)>Y  (lime(t, X)=Y); ego V(p(t, X)>V(Y)  y
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V(p(t, X)) >V(Y); Vt>0.
Supongamos que Y = X,, entonces V(pLY))<V(Y) y para todo Z
suficientemente préximo de Y se tiene V(@(1,Z)) <V (Y). Luego para n

suficientemente grande, se tiene V (@(t, +1, X)) <V (Y) Ilo cual es absurdo.
Por tanto Y = X,.

Como B es cerrado y acotado entonces es compacto, luego

!im o(t, X)=X,; VX eV, lo cual implica que el flujo generado por el campo

vectorial F, ¢(t,X) permanece en el interior de B y converge a X,. En
consecuencia X, es un punto de equilibrio asintoticamente estable.

Este método es una herramienta del andlisis cualitativo muy poderosa. Sin
embargo, presenta dos desventajas. La primera es que no hay un método
sistematico para hallar una funcion de Liapunov, por lo tanto, hay que
proponer una funcién candidata a la funcién de Liapunov y probar si la misma
cumple con los requisitos de estabilidad. La segunda es, que el teorema sélo
brinda condiciones suficientes por lo tanto el hecho de no encontrar una
funcion candidata a Liapunov que satisfaga las condiciones de estabilidad o

de estabilidad asintética, no significa que el punto de equilibrio X, esinestable

0 no asintéticamente estable.

Si V es una funcion de Liapunov, el conjunto de los X tal que V(X)=c,
para algin C € R", se denominada superficie de Liapunov o superficies de
nivel en el espacio de estados que encierra al punto de equilibrio X, .

El uso de las superficies de Liapunov hace que el teorema de Liapunov sea

facilmente interpretable. Las superficies de Liapunov que corresponden a
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constantes decrecientes 0 <C, <C,, se encuentran integramente contenidas

como se muestra en la siguiente figura para el caso R?:

V(X)=c

0<c, <q
V(X)=c,
Superficies - y
de Liapunov X,
@(I, ItO 5 XG)

14
X

La condicion \7(X) <0, se puede interpretar geométricamente a traves de

(*) ya que la misma significa que el producto escalar entre el gradiente de V
y el campo vectorial F es negativo: VV(X)-F(X)<0.

Teniendo en cuenta que F es un vector tangente a la trayectoria u Orbita

solucion ¢(t,,Y,), la condicion \7(X) =VV (X)-F(X) <0 significa que cuando

una trayectoria u érbita cruza una superficie de Liapunov, ésta trayectoria lo

hace hacia adentro y nunca vuelve a salir. Ademas cuando V(X)<O las

trayectorias u Orbitas se mueven desde una superficie hacia otra interior
correspondiente a un C menor. Cuando C decrece, las superficies de

Liapunov correspondientes se achican hacia el punto de equilibrio X,

mostrando que las trayectorias se aproximan a X, a medida que transcurre

el tiempo. En cambio, si \7(X) <0 no se puede asegurar que las trayectorias
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converjan hacia X,, pero se puede concluir que X, es un punto de equilibrio
estable ya que las trayectorias ¢(t,,Y,) quedaran contenidas en algun abierto
U que contiene a X,, con Y, dentro de alguna superficie de Liapunov

contenida en dicho abierto U .

EJEMPLO

Dado el sistema auténomo no lineal:

X'=y
y'=—X=y+yx
®

Determinar la estabilidad

SOLUCION:

En este caso:

F:UcCR?>R?
X =(xy) = F(X)=F(xy)=(F(XY), F,(x, ¥)) = (Y, ~X =y + yx*)

En primer lugar debemos calcular las singularidades del sistema:
F(X)=0=(y,~-x—-y+yx*)=(0,00=>x=0Ay=0= X, =(0,0)
Luego X, =(0,0) origen es el tnico punto de equilibrio del sistema (1).

Analicemos la estabilidad del origen para el sistema (1):

Linealizando el sistema dado, se tiene:

oF oK

OX 0 1 - 0 1
Fxy=| & | J=A=Lx)=F 00-
oX oF, ok, -1+2xy -1+x oX oX -1 -1

ox oy
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Ahora calculamos los autovalores del sistema linealizado:

‘A_M‘:O:‘_—l _1_/1‘=0:»z(z+1)+1:o:>12+/1+1=o
1 .43 1 .3 ]
:>ﬂl:—§+|§;ﬂ‘2=_a_l7 . Luego Z(A)z{—%ﬂg;—%—ig}-

En consecuencia, de acuerdo al teorema de Hartman — Grobman X, =(0,0)

es una singularidad hiperbdlica (punto singular hiperbdlico). Como los dos
autovalores tienen la parte real negativa (caso D-2); el origen X, =(0,0) es
un punto singular foco estable. Ademas es un sumidero?!’.

Consideremos la funcion de Liapunov para el origen X, =(0,0) de la forma:

V:DcR* >R
X =(%y)>V(Xy)=x*+y’

Como V(X,)=0y V(X)>0;VXeD-{X,} . (V es una funcién definida

- . dv. oV oV oV dx oV dy
. Ademas: V(X)=— =" FE(X)+—F,(X)=>— 24222
positiva) demas (X) & o . (X) Y L(X) o dt oyt

SV(X) = 2x(y)+ 2y (=X~ y+ yx2) >V (X) = 2y* (X2 =1) =V (X,)=0 vy
- dv
V(X):ESO<:>|X|31<:>|X|:max{|x|,|y|}gl

Por lo tanto si una trayectoria empieza dentro del circulo de radio 1 centrado
en el origen entonces se aproximara al origen asintéticamente. Por tanto de

acuerdo al teorema de Liapunov el origen X, =(0,0) es un punto de equilibrio

asintéticamente estable.

17'Ver pagina 26
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El espacio de fases del sistema auténomo no lineal (1), seré:

Figura 2.9: Espacio de fases del sistema (1)

Visualizacion computacional de la figura 2.9

7

T
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CAPITULO Il

CICLOS LIMITE Y ESTABILIDAD ESTRUCTURAL

Iniciamos este capitulo presentando conceptos de ciclos limite, asi como la
demostracion de uno de los resultados importantes en el andlisis de la
estabilidad estructural debido a Poincaré — Bendixon: en particular mostrar la
invariancia de la estabilidad de sistemas auténomos no lineales mediante
perturbaciones de campos vectoriales. Tambien se presentan las aplicaciones

a la electrénicay la ecologia.

3.1 SOLUCIONES PERIODICAS

Consideremos un sistema autbnomo no lineal:

dx
—~ =F(x,
X'=F(X) {XEFl(X,y) Yy - (1)
y'=F,(X,Y) N _E
dt 2(’y)
donde
F:UcR?—>R?

X =(xy) > F(xy) = (R(xy), F,(xy))
es el campo vectorial definido en el conjunto abierto U y los campos escalares
F,F,eC'(U).

Todo lo que se sabe por ahora apenas nos da la informacién sobre las
trayectorias del sistema (1) en abiertos que contienen a puntos de equilibrio.

Pero muchas veces estamos interesados en conocer las propiedades globales
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mas que locales. Son propiedades globales de las trayectorias aquellas que
describen su comportamiento sobre grandes regiones del plano de fases. Un

problema central es establecer si (1) tiene o no soluciones periddicas.

Una solucion (x(t), y(t)) de (1) se llama periddica si esta definida para todo t

CEl' T mas pequefio con esa propiedad se llama periodo T . Cada solucién
periddica define una Orbita cerrada, reciprocamente si G : (x(t), y(t)) es una
trayectoria cerrada del sistema (1) entonces (x(t), y(t)) define una solucion
periddica.

Por otro lado, se sabe que un sistema auténomo lineal tiene trayectorias
cerradas si y solo si las raices de su polinomio caracteristico son puramente
imaginarios, entonces para un sistema autbnomo lineal o todas las
trayectorias son cerradas o ninguna lo es. Pero un sistema auténomo no lineal
puede tener una trayectoria cerrada y otras que no lo sean.

A continuacion veamos criterios que nos permitan decidir si ciertas regiones

del plano de fases contiene o no trayectorias cerradas.

3.2 CICLOS LIMITE

Dado el sistema autdbnomo no lineal:

d
X~ F OO {x':Fl(x,y) d—)t(=Fl(X,Y) )
- ° Y':FZ(X,Y) ° ﬂ:F(X y) @)
da 2

Se denomina ciclo limite a una trayectoria cerrada simple!® G en el plano de

B g:[a,b]cR>R"/ g(@)=¢(b) y ¢(t,) = d(t,) Vt, #t, ;t,,t,e<ab>
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fases a la cual convergen para t — too las trayectorias del sistema, a partir

de determinadas condiciones iniciales.

DEFINICION 3.2.1
Sea X, un punto singular del sistema (1). Se entiende por ciclo limite como
la trayectoria correspondiente a una solucion periddica aislada del sistema (1),

que encierra al punto X, .

Sea ¢(t) una solucion periddica aislada del sistema (1) y sea G la trayectoria
cerrada en el espacio de fases P. G es un ciclo limite, cuando existe un

namero p >0 talque cualquiera sea el punto &£ P, a distancia inferior a p

de la curva G, la solucion del sistema (1) que pasa por & ya no es periodica.

DEFINICION 3.2.2

Se denomina atractor a un conjunto de puntos en el espacio de fases de un
sistema dinamico hacia el cual evolucionan sus trayectorias para un tiempo
suficientemente grande. Para que un conjunto sea atractor, es necesario que
las trayectorias que se encuentran cercanas al atractor se mantengan
cercanas a €l aunque sean muy suavemente perturbadas.

Geométricamente un atractor puede ser un punto 0 una curva.

3.2.1 INTERPRETACION GEOMETRICA DEL CICLO LIMITE
En el plano de fases del sistema (1), en las proximidades de la trayectoria

cerrada G que corresponde a un ciclo limite, no hay otras trayectorias
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cerradas, que corresponderian a soluciones periddicas del sistema. Un ciclo
limite divide al espacio de fases en dos regiones: una interna y otra externa.
Por el teorema de existencia y unicidad de las soluciones de un sistema del
tipo (1), sus trayectorias no pueden cortarse.

Por ese motivo, cada trayectoria distinta a ‘G debera ser o bien interior o bien

exterior al ciclo limite. Todas las trayectorias interiores o exteriores que parten

de puntos proximos a ‘G se arrollaran en espiral sobre G, sea para t - +0 0

para t — —0.

En la figura 3.1 se observa la grafica de un ciclo limite:

Figura 3.1: Ciclo limite G

La trayectoria cerrada G por corresponder a un ciclo limite, si bien no contiene

puntos de equilibrio, es en si misma una trayectoria de equilibrio.
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3.2.2 EXISTENCIA DEL CICLO LIMITE

Una propiedad importante de los campos vectoriales bidimensionales, y por
tanto también de los espacios de fases bidimensionales, es que una
trayectoria cerrada simple divide al plano en dos regiones distintas. Esta
propiedad, conocida como el teorema de las trayectorias de Jordan, implica
gue existen restricciones a las trayectorias de un flujo de fase bidimensional.
Una trayectoria puede, en general, aproximarse a su valor limite s6lo de una
de las siguientes maneras: (a) como un punto critico, (b) como una 6érbita

periddica o (c) por infinitos valores de (x,y). Una trayectoria contenida en una

region acotada en el plano puede caer sdlo en los casos (a) o (b).

3.3 TEOREMA DE POINCARE — BENDIXON
Consideremos un sistema autbnomo no lineal:

dx
D Fl(X1 Y)

X'=F(X) {X'=F1(X,Y) y (1)
y'=F,(X,Y) N _E
dt 2( ’y)
donde:
F:UcR?—>R?

X =(%Yy)= F(xy)=(FRXYy),FXY)

es el campo vectorial definido en el conjunto abierto U y los campos escalares
1

F.F,eC.

Sean C, y C, dos soluciones periodicas aisladas en el plano de fases del

sistema (1). Si en cada punto X de la curva C, el vector velocidad del sistema

(1), esta dirigido hacia el exterior de C, y en cada punto X de la curva C, el
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vector velocidad esta dirigido hacia el interior de C,, entonces existe al menos

un ciclo limite G comprendido entre C, y C,.

DEMOSTRACION:

Sea

¢0:RxR* > R?
(t, X) = o(t, X)

el flujo generado por el campo vectorial

F:UcR?—>R?
X =(xy) > Fy) = (R Y F(y) 7

¢ 1 cR—>R
t > 9(t)

una solucion periodica aislada del sistema autonomo no lineal (1) que encierra
al punto singular X, .

Si C g (t) y C,:4,(t) son dos soluciones periddicas aisladas del sistema
(1) que encierran al punto singular X,, pero que no lo contienen, entonces
#,(t) en t coincide con el campo vectorial F en ¢,(t) y &,(t) en t coincide
con el campo vectorial F en ¢,(t) y como todo flujo ¢(t, X) es solucion del
sistema auténomo no lineal (1), entonces por la unicidad de soluciones:
P, X)=¢() en XeC, y ot,X)=¢,(t) en X eC,.

Sea G oOrbita cerrada simple (ciclo limite) que encierra al punto singular X,

pero que no lo contiene.
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* Si en cada punto X €C,; X ¢ G el vector velocidad del sistema (1)
# (t) esta dirigido hacia el exterior de C13¢1(t), entonces
tﬁﬂd(@(t)f@ )=0, esto significa que en X eC, la solucién periédica

aislada ¢,(t) =¢(t, X) se acerca en espiral a la orbita cerrada simple G

cuando t — +oo. Gréaficamente:

* Siencadapunto X €C,:4,(t); X ¢ G el vector velocidad del sistema
(1), ¢ (t) esta dirigido hacia el interior de C,:¢4,(t), entonces
tﬁrﬂod(%(t),t )=0, esto significa que en X eC, la solucion periddica

aislada ¢,(t) =¢(t, X) se acerca en espiral a la 6rbita cerrada simple G

cuando t — —0.

Graficamente:
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Por tanto existe al menos una Orbita cerrada simple G entre las Orbitas

periodicas aisladas C,:¢,(t) y C,:¢,(t) en el plano de fases que la divide

en dos regiones una interna y otra externa. x

3.4 ESTABILIDAD DEL CICLO LIiMITE

& Sitodas las trayectorias, tanto exteriores como interiores, que arrancan

de las proximidades del ciclo limite ‘G, se arrollan sobre G cuando
t — 400, entonces el ciclo limite G es estable.

& Si todas las trayectorias cuyo origen se halla préximo al ciclo limite G,
se arrollan sobre G cuando t — —o0, entonces el ciclo limite G es

completamente inestable.

& Si las trayectorias interiores se arrollan sobre el ciclo limite G para

t —>+o0 y las exteriores lo hacen para t— —o0 0 inversamente,

entonces el ciclo limite G es semiestable.

EJEMPLO

Analizar el sistema autbnomo no lineal:

{x':y+x(2—x2—y2) (1)
y'=—X+y@2-x"-y%)

SOLUCION:
En este caso:
F:UcR* >R

F(X)=F(xY)=(RXY), KX Y) =(y+X2-x - y*),—x+y(2-x* - y*))
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En primer lugar debemos calcular las singularidades del sistema:

F(X)=0= (y+x(2-x*-y?),~x+y(2-X*-y?))=(0,00=> x=0Ay=0= X, =(0,0)
Luego X, =(0,0) origen es el tnico punto de equilibrio del sistema (1).
Analicemos la estabilidad del origen para el sistema (1):

Linealizando el sistema dado, se tiene:

o/ oK

x Syt 1o ] 2 1
Foo=| 2 Y T aa=T =L 00-
oX oF, oF, ~1-2xy  2-x" -3y oX

ox oy

Ahora calculemos los autovalores del sistema linealizado:

2—A4

:O — 2 = 2— =
. 2_2‘ = (2-2)*+1=0=2"-44+5=0

\A—M\:o:‘

:>ﬂ.l=2+i;ﬂ.2=2—i

Luego Z(A)={2+i;2-i}.

En consecuencia de acuerdo al teorema de Hartman — Grobman X, =(0,0)
es una singularidad hiperbdlica (punto singular hiperbdlico). Como los dos
autovalores tienen la parte real positiva (caso D-3), el origen X,=(0,0) es
un punto singular hiperbdlico foco inestable. Ademas es una fuente®®.

De poseer un ciclo limite, éste debera encerrar al origen X, =(0,0). Para

aplicar el teorema de Poincaré — Bendixon, debemos construir un anillo
alrededor del origen, tal que las trayectorias del sistema (1) que atraviesan

su perimetro lo hagan moviéndose hacia el interior del anillo a medida que

19 Ver pagina 27
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pasa el tiempo. Como no hay puntos de equilibrio aislados en el interior del
anillo, toda trayectoria que penetre en él, convergera a un ciclo limite.

Consideremos la funcion de Liapunov para el origen X, =(0,0) de la forma:

V:DcR"> R
X=(XY)=V(XYy)=x>+y°

La derivada de V, evaluada en los puntos (X,Y) que satisfacen las

ecuaciones (1), proporcionan informacion sobre el sentido de movimiento

sobre una trayectoria del sistema:

dv oV oV dx oV d
V(X) =" =T R(X)+ —F( = a Ay

=V(X)=2X(y+X2-X* - y*)) + 2y(-X+ y(2-X* = y*))
=V (X)=2(x*+y)(2-x2-y?)

., . y , . . 2 2
La ecuacion anterior indica que V sera positiva siempre que X" +Y < 2 y

negativa en caso contrario.

Por lo tanto, existen [ =1y I,=2 tales que V sera positiva cuando
2 2 . . vl 2
X"+Y <L y negativasi X" +Y >1,,
vl 2
De este modo obtenemos dos curvas cerradas C,:X"+y =1 vy

.yl 2 . ,
C,:x"+y" =r,, que forman el anillo que estabamos buscando y que nos

permite aplicar el teorema de Poincaré - Bendixon y por lo tanto garantizar la

existencia de un ciclo limite en el interior del anillo que ellas forman.
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En la figura 3.2, se observa la existencia de un ciclo limite:

iR e g - -
I S
-1k .a. i, —ia
-2} .!::._.'.... e e - -
AL
_3 : L : 1 1 ]
-3 -2 - J | 2
X

Figura 3.2: Teorema de Poincaré-Bendixon. Ejemplo sistema (1).

Con vy, seindica los valores iniciales considerados para trazar las trayectorias.

En la figura 3.3, se aprecia la evolucién de dos trayectorias (X(t), y(t))

correspondiente al sistema (1) sobre la superficie V(X,¥Y)=X*+Yy* y su

proyeccion sobre el plano (X, Yy) donde se observan las curvas de nivel.
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-

1 2

=]

Figura 3.3: Evolucion de dos trayectorias (x(t),y(t)) correspondiente al

sistema (1) sobre la superficie V (X,Y)=X>+Yy* y su proyeccién sobre el
plano XY donde se observan las curvas de nivel. En rojo con condicion inicial

X, =(@1L115) y en negro para X, =(0;0,85).
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El espacio de fases del sistema auténomo no lineal (1), seré:

3

Figura 3.4: Espacio de fases del sistema (1)

Visualizacion computacional de la figura 3.4

6{%\

Se observa que el sistema (1) tiene un unico ciclo limite G y que es un
atractor.
Como todas las trayectorias, tanto interiores como exteriores, que arrancan

en las proximidades de G, se arrollan sobre G cuando t — 400, entonces G

es un ciclo limite estable.
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3.5 PERTURBACION DE UN CAMPO VECTORIAL
Sea F:U cRR? - R? campo vectorial de clase C'. Una Perturbacién de F
es otro campo vectorial G:U c R* »>R? de clase C', préximo a F en el

sentido del campo vectorial de clase C'. Es decir:

IF(X)-G(X)|<e ; €6>0 vy ‘%(X)—Z—E(X) <p; p>0 son pequefios

paratodo X eU .

3.6 ESTABILIDAD ESTRUCTURAL DE SISTEMAS
AUTONOMOS NO LINEALES

La idea de que un sistema autbnomo no lineal sea estructuralmente estable,
significa que éste no pierde sus propiedades cualitativas bajo pequefas
perturbaciones o cambios en las funciones involucradas en su definicion. Es
ésta una cuestion esencial en sistemas fisicos pues éstos deben ser
estructuralmente estables.

Consideremos el sistema planar autbnomo no lineal:

X'=F(xy)

y'=F,(%Y) @)

X'=F(X) o{

¢, Qué sucede con el espacio de fases del sistema (1), cuando se hace una

pequefia perturbacion en los campos escalares Fl y F2 ?

Esta interrogante es de gran importancia para las aplicaciones.

Luego de la perturbacion el sistema (1) tendré la forma:

x'=F (XY, 1)

y' =Ry, u) @

X'=G(X) o {



67

donde K es un parametro real.
Si pequefias perturbaciones en los valores del parAmetro 4 no alteran la

estructural topoldgica del espacio de fases, diremos que el sistema (1) es

estructuralmente estable.

DEFINICION  3.6.1
Los campos vectoriales F,G:U cR> - R? (o los sistemas (1) y (2)) son

topolégicamente equivalentes, si existe un homeomorfismo h, tal que

h(F(X)) =G(h(X)) , VX eU

DEFINICION  3.6.2
Dos campos vectoriales F,G:U cR> >R’ (o los sistemas (1) y (2)) son

Diferenciablemente equivalentes, si existe un difeomorfismo h que lleva

orbitas del fluop de F en Orbitas del fluyop de G.
h(p:(t, X)) = (t,h(X)) ; VteR y VX eU . Preservando la orientacién

pero no necesariamente las parametrizaciones por 1.

DEFINICION  3.6.3
Un campo vectorial F:U — R> —R? de clase C', es estructuralmente estable,

si F y su campo vectorial perturbado G son topolégicamente equivalentes.

OBSERVACION 3.6.1
Campos vectoriales con singularidades no hiperbdlicas no pueden ser

estructuralmente estables. La misma consideracion se puede hacer para
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Orbitas periédicas. Por tanto Un sistema planar autbnomo no lineal seré
estructuralmente estable si y soélo si todas sus singularidades y érbitas

cerradas son hiperbdlicas.

EJEMPLO

Consideremos el sistema autonomo no lineal (1) de la pagina 60:

X'=y+X(2-x*-y?%)
y'=—X+y(2-x"-y°)

(1)
Efectuemos pequeias perturbaciones en las funciones escalares del sistema

no lineal (1), esto es:

X'=y+ux(2-x*-y?) ()
y'=-x+y(2-x"-y%)

donde x>0 es un parametro real.

Analicemos éste nuevo sistema autbnomo no lineal perturbado:

En este caso:
G:UcR®>>R?

G(X)=G(x,y) =(R(X% Y, &), F,(% Y, 1)) =
= (y+ux(2-x"—y?),—x+y2-x*—y?)

En primer lugar debemos calcular las singularidades del sistema (2):
G(X)=0= (y+ux(2-x* = y?),~x+y(2-x* -y*))=(0,0)=> x=0Ay=0= X, =(0,0)

Luego X,=(0,0) origen es el unico punto de equilibrio del sistema (2),
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independientemente del valor del parametro 1« >0.

Ahora, analicemos la estabilidad del origen para el sistema (2):

Linealizando el sistema (2), se tiene:

oF K
ﬁ(X)— ox oy | (2u-3ux’-puy® 1-2uxy
oX oF, 0F, —1-2xy 2—x* =3y?
ox oy
e oG 2u 1
A=Z2(X,)=22(0,0) =
= A= Ko =5 00) (—1 2}

Ahora calculamos los autovalores del sistema linealizado:

2u-1 1
7 ‘:0

\A—m\:o:‘ 1 2

=Qu-1)2-A)+1=0=>1"-2(u+DA+{@u+1)=0

S A = u+l =2u Ay = p+ -yt~
Luego Z(A):{y+1+\/,u =24 pu+1-\Ju —2,u}

Por tanto, como >0 aplicando el teorema de Hartman — Grobman
X, =(0,0) es una singularidad hiperbdlica (punto singular hiperbolico).
Como los dos autovalores tienen la parte real positiva (caso D-3), el origen

X, =(0,0) es un punto singular hiperbdlico foco inestable. Ademas es una

fuente.

Acontinuacién observemos que sucede con el espacio de fases, cuando

efectuamos pequefias perturbaciones en los valores del parametro >0



& Para 1 =1.2, el espacio de fases del sistema perturbado (2), sera:

Figura 3.5: Espacio de fases del sistema (2), para p=1.2

Visualizacion computacional de la figura 3.5

C

~_
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< Para 1 =1.6, el espacio de fases del sistema perturbado (2), sera:

AN

e T

Figura 3.6: Espacio de fases del sistema (2), para ¢ =1.6

Visualizacion computacional de la figura 3.6

7

c~_
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< Para 1 =1.9, el espacio de fases del sistema perturbado (2), sera:

Figura 3.7: Espacio de fases del sistema (2), para #£=1.9

Visualizacion computacional de la figura 3.7

<
e~

72
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Se observa que, pequefias perturbaciones en los valores del parametro >0
no alteran la estructura topoldgica del espacio de fases del  sistema (1).
Por tanto, el sistema autbnomo no lineal (1) de la pagina 60, es
estructuralmente estable.

También se observa que el sistema perturbado (2) independientemente del

valor del parametro >0 , tiene un Unico ciclo limite G y que es un atractor

en todas las perturbaciones.
Como en todas las perturbaciones, todas las trayectorias, tanto interiores

como exteriores, que arrancan en las proximidades de G, se arrollan sobre G,

cuando t — +o0, entonces G es un ciclo limite estable.
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3.7.1 APLICACION A ELECTRONICA: EL OSCILADOR DE VAN DER

POL.

Consideremos las ecuaciones del oscilador de Van Der Pol:

X'=y 1)
y'=—x+1-x%)y

Analicemos éste sistema autdbnomo no lineal.

En este caso:

F:UcR* >R/

F(X)=F(xy) = (R(xy),F(x ) =(y,~x+{1-X*)y)

En primer lugar debemos calcular las singularidades del sistema:
F(X)=0= (y,—x+({1-x%)y)=(0,00=>x=0Ay=0= X, =(0,0)

Luego X, =(0,0) origen es el tnico punto de equilibrio del sistema (1).

Ahora, analicemos la estabilidad del origen para el sistema (1):

Linealizando el sistema dado, se tiene:

LSRN
oF ox oy 0 1 ~ OF oF 01
_(X): = ’ - :—(XO):—(O,O):
X oF, OF, | \-1-2xy 1-x oX oX 11
ox oy

Ahora calculamos los autovalores del sistema linealizado:

21 )
=02 —A(L-A)+1=0=22-1+1=0

3‘—1 1-2



75

J3 1 3.

1 .
=—+—i; L="——I
=4 2 2 2 2

Luego z@:{%?i-%-?i}.

En consecuencia de acuerdo al teorema de Hartman — Grobman X, =(0,0)

es una singularidad hiperbdlica (punto singular hiperbdlico). Como los dos

autovalores tienen la parte real positiva (caso D-3), el origen X, =(0,0) es

un punto singular hiperbdlico foco inestable. Ademas es una fuente.
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El espacio de fases del sistema auténomo no lineal (1), seré:

Figura 3.8: Espacio de fases del sistema (1)

Visualizacion computacional de la figura 3.8

2

N
\ V«@\?{i
=
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Se observa que el sistema (1) tiene un Gnico ciclo limite Gy que es un atractor.

Como todas las trayectorias, tanto interiores como exteriores, que arrancan

en las proximidades de G, se arrollan sobre G, cuando t — +o0, entonces G
es un ciclo limite estable.
Ahora, hagamos pequefias perturbaciones o cambios en las funciones
escalares del sistema no lineal (1), esto es:
X'=y )
y'=—x+ul-x*)y
donde x>0 es un parametro real y mide la no linealidad del sistema.

Estas ecuaciones perturbadas de Van Der Pol, describen el comportamiento
de circuitos electronicos no lineales y sirven para representar un circuito
eléctrico que contiene un elemento no lineal llamado triodo?° cuya resistencia
depende de la corriente aplicada.

Analicemos éste nuevo sistema autonomo no lineal perturbado:

En este caso:

G:UcR* >R’

G(X)=G(x,Y) = (R(x Y, u), F,(x, ¥, 1) = (y, =X+ (L= X")y)

En primer lugar debemos calcular las singularidades del sistema (2):

G(X)=0= (y,~x+ u(1-x)y) =(0,00=> x=0Ay=0= X, =(0,0)

20 valvula termoidnica de tres electrodos. El primero es el catodo que al calentarse produce electrones.
El segundo es el &nodo o placa, que esta cargado positivamente y, por tanto, atrae a los electrones. El
tercero es la rejilla que se sitta entre el catodo y el &nodo. La tension aplicada a la rejilla hace que el
flujo de electrones desde el catodo al 4nodo sea mayor o menor. Esto es muy interesante pues
aplicando una sefial de muy débil intensidad entre catodo y rejilla se puede conseguir que la variacion
del flujo de electrones entre éste y el &nodo sea muy grande. Es decir con una pequefia tension se
controla una gran corriente. A ese fendmeno se le llama amplificacion. Por eso, el triodo es un
amplificador.
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Luego X,=(0,0) origen es el unico punto de equilibrio del sistema (2),

independientemente del valor del parametro 1« >0.

Ahora, analicemos la estabilidad del origen para el sistema (2):

Linealizando el sistema (2), se tiene:

ok R
oG ox oy 0 1 ~  0G oG 0 1
—~ (X)= = =>A=—(Xy)==-(0.0)=
oX oF, oF, | \-1-2uxy U= X oX oX -1 u
ox oy

Ahora calculemos los autovalores del sistema linealizado:

:O —_ —_ = 2— =
A_ﬂ_J =~ A=) +1=0=>2* - 1 +1=0

A u+W¢ 4. SHi 4 d

‘A—M‘:O:‘_ﬂ

~ Ji2 -4 u— P-4
Luego Z(A)_{/H ; ;ﬂ ; }

Por tanto, como x>0 aplicando el teorema de Hartman — Grobman
X, =(0,0) es una singularidad hiperbolica (punto singular hiperbdlico). Como

los dos autovalores tienen la parte real positiva (caso D-3), el origen
X, =(0,0) es un punto singular hiperbdlico foco inestable. Ademas es una
fuente.

Acontinuacion observemos que sucede con el espacio de fases, cuando

efectuamos pequefias perturbaciones en los valores del parametro @ >0



= Para u=1, el espacio de fases del sistema perturbado (2), sera:

Figura 3.9: Espacio de fases del sistema (2), para =1

Visualizacion computacional de la figura 3.9

[ —
o
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& Para 1 =1.2, el espacio de fases del sistema perturbado (2), sera:

¢ x
\ \
\ \
¢ \
A :
-3 {'3
£ ;
; ;
; :
§ :

Figura 3.10: Espacio de fases del sistema (2), para ¢ =1.2
Visualizacion computacional de la figura 3.10

T _

(A
T
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@ Para u=1.5, el espacio de fases del sistema perturbado (2), sera:

Y
X v
X Y
i Y
L .
-3 7&3
5 5
5 @
§ §
4 f

Figura 3.11: Espacio de fases del sistema (2), para #=1.5

Visualizacion computacional de la figura 3.11

\

81
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< Para 1 =1.8, el espacio de fases del sistema perturbado (2), sera:

Figura 3.12: Espacio de fases del sistema (2), para #=1.8

Visualizacion computacional de la figura 3.12
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@ Para u =2, el espacio de fases del sistema perturbado (2), sera:

iy X
¢ ¢
x ¢
{
-3 %—3
£ )
§ ]
5 f
)

Figura 3.13: Espacio de fases del sistema (2), para y =2

Visualizacion computacional de la figura 3.13

Se observa que, pequefias perturbaciones en los valores del parametro x>0

no alteran la estructura topoldgica del espacio de fases del  sistema (1).

Por tanto, el sistema autonomo no lineal (1), dada mediante las ecuaciones
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del oscilador de Van Der Pol, es estructuralmente estable.

También se observa que el sistema perturbado (2) independientemente del
valor del parametro x>0 , tiene un Unico ciclo limite G y que es un atractor
en todas las perturbaciones.

Como en todas las perturbaciones, todas las trayectorias, tanto interiores
como exteriores, que arrancan en las proximidades de G, se arrollan sobre G,

cuando t — 400, entonces ‘G es un ciclo limite estable.

Finalmente se observa que las oscilaciones del sistema (2) se suavizan a

medida que & >0 toma valores mas grandes. Es decir que a medida que

1> 0 crece, el sistema se hace mas no lineal.

OBSERVACION 3.7.1.1

En la siguiente figura se muestran las dos componentes de la solucion del

X'=y

sistema (1): {y. — —x+(1- Xz)y

correspondiente a las condiciones iniciales X(0)=2; y(0)=0




OBSERVACION 3.7.1.2

X'=y
Si 11 =0, el sistema perturbado (2) tiene la forma: {y. — _x

el cual es un oscilador lineal armdénico (péndulo simple).

OBSERVACION 3.7.1.3

Si 4 es negativo, el ciclo limite se vuelve inestable.

85
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3.7.2 APLICACION A ECOLOGIA: PRESA —- DEPREDADOR

Consideremos las ecuaciones de Lotka — Volterra

x'= x(a—by) (1)
y'=y(—Cc+dx)

Donde X(t) representa la presa y y(t) el depredador; las constantes

a,b,c,d eR": a mide la tasa de crecimiento de la presa; C mide la

mortalidad del depredadory b yd son medidas del efecto de la iteracion entre
las dos especies.
Analicemos éste sistema autonomo no lineal (1).

En este caso:
F:UcR*>R%/
F(X)=F(x,y) =(R(xY), F,(x,Y)) = (x(a—by), y(—c +dx))

En primer lugar debemos calcular las singularidades del sistema:

x(a—by):O}

F(X)=0= (x(a-by),y(-c+dx))=(0,0)= {y(_c+dx) =0

C a
=>(X=0Ay=0)v(X==AYy=—
(x=0Ay=0)v( g b)

CcC a
= X, =(0,0A X, =(—,—
01 (0,0)A 02 (d b)

Son los puntos de equilibrio del sistema (1).
Ahora, analicemos la estabilidad en estos puntos para el sistema (1):
® En X,=(00):

Linealizando el sistema dado, se tiene:
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oF R
0 a-b -b R a o0
Fo=| & T2 o a-Tix)-T00)-
oX oF, dF, dy —c+dx oX oX 0 —c
ox oy

Ahora calculamos los autovalores del sistema linealizado:

a-A 0

\A—/u\zo:
0 —c-A

-

= (@a-A)(-c-1)=0=>1*+(c—a)il—ac=0

>A=a;4L=—=C

Luego 2(A)={a, —c}.

En consecuencia de acuerdo al teorema de Hartman — Grobman X, =(0,0)

es una singularidad hiperbdlica (punto singular hiperbdlico). Como uno de los
autovalores reales es positivo y el otro es negativo (caso A-3), el punto

singular hiperbdlico X,, =(0,0) es un punto de silla?*.
Hallando los autovectores asociados:

= Para 4, =4a:

_ _ (a oj (a 0) (0 0 ]
A-1 1 =A-al = — =
0 —c 0 a 0 -c—-a

(X,y) € NUC(A-aI)<:>£8 0 j{sz@:(—c—a)y:o: y=0

—c-a)ly

N (A-al)={(x,y) e R*/y=0}={(x,0)/x e R}
={x(1,0)/xeR} =((1,0))

21 Ver pagina 27



=V, =(L,0) es uno de los autovectores asociados al autovalor 4, =a.
Luego, la subvariedad inestable esta dado por:

={(x,0)/xeR} =N, (A-al)

&= Para A, =—C:

A il = Acl = ( ] ( ] (‘”C Oj
(X, y)eNuc(A+cI)<:>£a+C 0)(] U:»(aﬂ;)x 0=x=0

N (A+cl)={(x,y)eR*/x=0}={(0,y)/ y e R}
={y(0,1)/ yeR} =((0,1))
=V, = (0,1) es uno de los autovectores asociados al autovalor 4, =—C

Luego, la subvariedad estable esta dada por:
={(0,y)/yeR} =N, (A+cl)

C a
Xgp = (2,2
L 4 En 02 (d b)

Linealizando el sistema dado, se tiene:

% & ) b

oF ox oy a-by —bx ~ OF oF ¢ a d

—(X)= - = A= (X)) = (510) =

oX oF, dF, dy —c+dx 0 oX d da 0
ox oy

Ahora calculamos los autovalores del sistema linealizado:

_, _be
~ _ d _
\A—zzl\_o:df . =0

88
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:>/12+d§%:0:>/12+ac:0:>/11:\/—ac ; A, =—J—ac

Luego >(A) = {\/E —\/%} _

Por tanto el teorema de linealizacion de Hartman — Grobman no se puede

aplicar en este caso??, puesto que los autovalores son imaginarios puros

a

C
Luego, el punto singular X, = (a, b) es un centro (caso D-1).

Sin embargo, para conocer el caracter del punto singular X, utilicemos el

criterio de la estabilidad en el sentido de Liapunov.

Del sistema (1):

dy y(-c+dx)
dx x(a—hy)

Separando variables:

(a—by]dy:(—udxjdx
y X

Integrando obtenemos:

alny—by+cinx—dx=k ; keR
Cuya gréfica es una curva cerrada. Por tanto el punto singular X, es un

centro estable. En efecto:
Al separar variables estamos buscando una funcién de Liapunov de la

forma?s:

22 \/er pagina 29
23 Ver pagina 46
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V:DcR* >R
X=(Xy)—>V(XYy)=FX)+G(y)

tal que V(X)SO en D.
Luego:

V(xy)= %V(x(t), y()) = %%+§ﬂ

:>V(x, y):%.x(a—byﬂ%.y(—(wdx)
:>\7(x, y):x%.(a—by)+y%-(—c+dx)
como V(X)=0
:xaﬁ—i-(a—by)+y%-(—c+dx):0
:xg—i-(by—a):y%-(—c+dx)

oF y oG

e s

x Oy
(—c+dx) (by—a)

como X e Y son variables independientes, entonces:

oF y oG
F ok
OX oy

= = constante
(-c+dx) (by—a) '

Haciendo que la constante sea igual a 1, resulta:

oF y oG
F oG
OX oy

(—c+dx) (by—a) =1




de donde:
8F . —C+dX aF C
= —=——+d
OX X OX X
oG _by-a ) a6 |
oy y oy

integrando se tiene:

F(x)=—clInx+dx
G(y)=by-alny

por tanto:

V(X,y)=—cInx+dx+by—alny.
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De esta forma la funcién de Liapunov V , esta definida para todo X,y >0,

Es decir:

D={(x,y)eR*/x>0Ay>0|

como V(X,Yy)=-kK, entonces la funcion de Liapunov V es constante sobre

las curvas solucion del sistema (1).

Luego para @a=2,b=3,c=2y d =4 el sistema (1), sera:

X'=x(2-3y)
y'=Yy(=2+4x)
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El espacio de fases del sistema auténomo no lineal (2), sera:

Figura 3.14: Espacio de)fases del sistema (2)

Visualizacion computacional de la figura 3.14

Se observa que no hay ciclos limite.

Luego, toda trayectoria u orbita del sistema (2) es una orbita cerrada, excepto

12

el punto singular X, = (2 : 3) y los ejes coordenados.

En general, vemos que si X, , Y,>0, entonces X(t),y(t)>0 ; Vt, por
tanto ambas poblaciones sobreviven en mutua coexistencia.
Excepcion: si las fluctuaciones son tan amplias tal que X(t) llegue a estar

cerca de cero, existe la posibilidad de que las ultimas presas lleguen a ser


file:///F:/MAESTRIA PATRICIO ESTUDIANTE/TESIS-FINAL/Figuras_TM_f.nb
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devoradas, lo que conduciria a la desaparicion de ambas especies.
Ahora, hagamos pequefias perturbaciones o cambios en las funciones
escalares del sistema no lineal (1), esto es:

X'=x(2-3y) (3)
y'=y(=2+4x)+p

donde 4 es un parametro real.

Observemos que sucede con el espacio de fases, cuando efectuamos

pequefias perturbaciones en los valores del parametro (4 :
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< Para 1 =-1.5, el espacio de fases del sistema perturbado (3), sera:

1.4
E | ) < ASS \ \ \d\ \\ ‘:\
R L R
Y 1% r ot “ S \ ‘:\ ' ‘: E\
B e L
N I AU
N I ARER
LR SN S
oafr vl 6o s
[ r Y \\¢
N \ Sa Ta R m e
AR S !
RN

X

Figura 3.15: Espacio de fases del sistema (3), para ¢ =-1.5

Visualizacion computacional de la figura 3.15

@, .


file:///F:/MAESTRIA PATRICIO ESTUDIANTE/TESIS-FINAL/Figuras_TM_f.nb
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< Para u=0.8, el espacio de fases del sistema perturbado (3), sera:

S S O N U W
AN \ A\ AR U \

1.2 F SRRSO &\E

5 . ;\\ \\ \x x\v i ;

yifr o0 \ ‘\ \E‘x \» VA \

/ \ 5 \ |

S AU B

0.8

\

X

]
e

0.6

f

[a>]
~
>

0.2

R e et e S

Noa A N

7

Figura 3.16: Espacio de fases del sistema (3), para © =0.8

Visualizacion computacional de la figura 3.16

&0

N

\ V«@\?{i
=

En consecuencia, el sistema (1) es estructuralmente inestable, ya que la mas

minima perturbacién introducida en las funciones de definicion del sistema

hace que cambie el comportamiento cualitativo del sistema.


file:///F:/MAESTRIA PATRICIO ESTUDIANTE/TESIS-FINAL/Figuras_TM_f.nb

Primera:

Segunda:

Tercera:

Cuarta:

CONCLUSIONES

Si pequeias perturbaciones en las funciones involucradas en la
definicion del sistema dinAmico autbnomo no lineal, no alteran la
estructura topolégica del espacio de fases entonces, dicho sistema

dindmico es estructuralmente estable.

Para sistemas dinamicos autdbnomos no lineales estructuralmente
estables en el plano, los Unicos atractores son los puntos de

equilibrio aislados y los ciclos limite estables.

Utilizando el software Mathematica version 5.1 se logré visualizar
computacionalmente el espacio de fases y el campo de flujo de

sistemas autébnomos no lineales.

La estabilidad estructural es una herramienta matematica muy

poderosa para resolver problemas de la Naturaleza.



1)

2)

3)

4)

SUGERENCIAS

Analizar y determinar la estabilidad estructural de sistemas dinamicos

auténomos no lineales con méas de un ciclo limite.

Investigar si serd posible aplicar el teorema de Poincare - Bendixon en

tres 0 mas dimensiones.

Investigar la estabilidad estructural de sistemas dinamicos no autbnomos

lineales y no lineales.

Investigar los atractores extrafios de sistemas dindmicos cadticos

dentro de la teoria del caos.
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ANEXOS

FUNCIONES UTILIZADAS EN EL MATHEMATICA 5.1 PARA LA
VISUALIZACION COMPUTACIONAL DE LOS ESPACIOS DE
FASES Y CAMPOS DE FLUJO

<<DiffEqgs DEGraphics"
Needs["Calc MmaCalc "]

Figura 2.1

PhasePlot[{-x,-2y},{t,-4,4},{x,-3,3},
{y,-3,3},ShowNullclines—>True,AspectRatio—Automatic];
FlowField[{-x,-2 vy}, {x,-2,2},{y,-2,2},3,ImageSize—>
{350,350}]

Figura 2.2

PhasePlot[{-2x,-y},{t,-4,4},{x,-3,3},
{y,-3,3},ShowNullclines—>True,AspectRatio—Automatic];
FlowField[{-2x,- vy}, {x,-2,2},{y,-2,2},3,ImageSize—>
{350,350}]

Figura 2.4

PhasePlot[{y,-x},{t,-4,4},{x,-3,3},
{y,-3,3},ShowNullclines—>True,AspectRatio—Automatic];
FlowField[{y,-x},{x,-2,2},{y,-2,2},3,ImageSize—>
{350,350} ,Axes— True]



Figura 3.14

PhasePlot[{x(2-3y), y(-2+4x)}, {t, -10, 25}, {x, O, 3}, {y,
0, 3},InitialPoints—>{{1.2,1},{.8,.4}}, MaxCurves
—>{5,1},ScaleArrows—.5,PlotStyle—Hue[0] ,ShowEquilibriumPoi

nts—>True]
FlowField[{x(2-3y),

y(-2+4x)},{x,0,3},{y,0,3},3,StepSize—>0.2]

Figura 3.15

PhasePlot[{x(2-3y), y(-2+4x)-1.5}, {t, -10, 25},

{x, 0, 3}, {y, 0, 3},InitialPoints—>{{1.2,1},{.8,.4}},
MaxCurves

—>{5,1},ScaleArrows—.5,PlotStyle—»>Hue[0] ,ShowEquilibriumPoi

nts—>True]
FlowField[{x(2-3y),

y(-2+4x)-1.5},{x,0,3},{y,0,3},3,StepSize—0.2]

Figura 3.16

PhasePlot[{x(2-3y), y(-2+4x)+0.8}, {t, -10, 25},

{x, 0, 3}, {y, 0, 3},InitialPoints—>{{1.2,1},{.8,.4}},
MaxCurves

—>{5,1},ScaleArrows—.5,PlotStyle—»>Hue[0] ,ShowEquilibriumPoi

nts—>True]
FlowField[{x(2-3y),

y (-2+4x)+0.8},{x,0,3},{y,0,3},3,StepSize—0.2]



