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RESUMEN

La presente investigacion se enfocé en el modelo SIRD para COVID-19 con derivada
fraccional de Caputo en la region del sur de Peri-2021, con el propésito de simular y
predecir la propagaciéon del virus en la region. En el transcurso de esta investigacion, se
establecid la existencia y unicidad de soluciones para el modelo, para la resoluciéon de
este modelo, se aplicaron métodos numéricos basados en el método de Adams-Bashforth,
los datos epidemiologicos recopilados entre los meses de septiembre y noviembre del 2021
se utilizaron para calcular tasas de transmision, recuperados y decesos. A continuacion,
se llevd a cabo una simulacion en el software scilab utilizando diferentes valores de «
(v = 0,50, a = 0,30 y = 0,10), comparandolos con los datos reales de diciembre del
2021.

Estos andlisis proporcionaron una comprension valiosa de la evolucién de la epidemia y
respaldaron de manera concluyente que un valor més bajo de « (0,10) se ajusta de manera
mas precisa a los datos reales, indicando una propagacién més gradual de la enfermedad
en términos de susceptibles, infectados, recuperados y decesos, cabe destacar que, en
lo que respecta a los recuperados, los resultados muestran una notable concordancia,
independientemente del valor de a.

Palabras clave: Derivada de Caputo, Covid-19, modelo SIRD, epidemia.



ABSTRACT

The present research focused on the SIRD model for COVID-19 with Caputo fractional
derivative in the southern region of Peru-2021, aiming to simulate and predict the virus
spread in the region. Throughout this investigation, the existence and uniqueness of
solutions for the model were established. To solve this model, numerical methods based
on the Adams-Bashforth method were applied. Epidemiological data collected between
September and November 2021 were used to calculate transmission, recovery, and death
rates. Subsequently, a simulation was conducted in the Scilab software using different
values of \alpha (o = 0,50, = 0,30, y @ = 0,10), comparing them with real data from
December 2021.

These analyses provided valuable insights into the evolution of the epidemic and
conclusively supported that a lower value of « (0,10) more accurately fits the real data,
indicating a more gradual spread of the disease in terms of susceptible individuals, infected
individuals, recoveries, and deaths. It is noteworthy that, concerning recoveries, the results
show a notable concordance regardless of the value of «.

Keywords: Caputo derivative, Covid-19, SIRD model, epidemic.



INTRODUCCION

En una misiva, Leibniz plantea la posibilidad de asignar a ”"n” un valor fraccionario,
lo cual podria dar lugar a una paradoja con resultados positivos. Asimismo, presenta una
aproximaciéon de la derivada fraccionaria mediante el ejemplo de la derivada % de "z”. (
Guia-Calderén et al. (2015))

El SARS-CoV-2 es un nuevo virus respiratorio que no habia sido previamente identifi-
cado. La enfermedad infecciosa que este causa ha sido llamada ”enfermedad” de corona-
virus 2019” la enfermedad se propagd alrededor del planeta a un ritmo acelerado, de aqui
surge muchas investigaciones para pronosticar el impacto en la poblacién (Diaz-Castrillén
and Toro-Montoya, 2021)

En ecuaciones diferenciales ordinarias se tienen muchos modelos matematicos tales
como el modelo SIRD con derivadas de orden 1. En el presente tesis se representa el
modelo SIRD a través de ecuaciones diferenciales de orden fraccionario en el sentido
de Caputo, luego se resuelve este sistema de ecuaciones utilizando el método numérico
fraccionario de Adams- Bashforth, enseguida se programa los algoritmos obtenidos en el
software Scilab, finalmente se compara datos reales con datos simulados.

Ademas, en los ultimos anos, el calculo fraccionario ha recibido un creciente interés
debido a su capacidad para representar sistemas complejos y no lineales. La incorporacion
de derivadas fraccionarias en los modelos epidemiolégicos puede proporcionar una mayor
precision en la prediccién del comportamiento de una enfermedad infecciosa.

En este contexto, se busca comparar los resultados obtenidos con los datos reales y
determinar el valor 6ptimo del orden de la derivada fraccional para mejorar la precision del
modelo. Con esto se pretende contribuir en la comprension y control de esta enfermedad

en la poblacién.



Capitulo 1

PLANTEAMIENTO DEL
PROBLEMA

1.1. Situacion Problematica

El 30 de enero de 2020, la Organizacion Mundial de la Salud (OMS) emitié un co-
municado oficial en el que declard la epidemia de COVID-19 como una emergencia de
salud publica de importancia global. La calificacién de pandemia, otorgada recientemen-
te, senala que la enfermedad se ha propagado a miltiples paises, continentes e incluso a
nivel mundial, afectando a una gran cantidad de personas. La OMS manifesté una pro-
funda preocupacién por la rapida expansion del virus y la gravedad de sus efectos, asi
como por la insuficiencia de las acciones tomadas hasta ese momento. En base a estas
consideraciones, se llegd a la conclusién de que el COVID-19 puede ser descrito como una

pandemia (Valencia-Contrera and Valenzuela-Suazo, 2022).

En el contexto peruano, el impacto del coronavirus ha sido considerable y sus im-
plicaciones atin no se han comprendido por completo. Al igual que en otros paises, nos
enfrentamos a una situacién desafiante debido a esta crisis. Tanto en el ambito de la
salud como en el econémico, hemos tenido que hacer frente a dificultades significativas.
Hasta el 15 de junio de 2020, se han registrado en Peru 232992 casos confirmados de

COVID-19 y se han notificado 6688 fallecimientos. No obstante, informes nacionales e
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internacionales senalan que la cantidad real de defunciones podria ser tres o cuatro veces
mayor que la cifra oficial (Vergara, 2020). Esta situacién se ha visto agravada por la falta
de recursos médicos y el aumento de la pobreza debido a la crisis econémica generada

por la pandemia.

1.2. Formulacion del Problema

1.2.1. Problema General

.De que manera se puede desarrollar un modelo SIRD para COVID-19 mediante la

derivada fraccional de Caputo para la regién de Tacna-20217

1.2.2. Problemas especificos

1. ; Como se puede establecer la existencia y unicidad de soluciones para el mode-
lo matematico SIRD con derivadas fraccionarias de Caputo y como se realiza la

solucién numérica de este modelo?

2. ;De que manera se desarroll6 la epidemia de COVID-19 en las regiones del sur de
Pertd mediante la aplicacion del modelo matematico SIRD con derivada fraccional

de Caputo en el analisis de datos recopilados en septiembre, octubre y noviembre

de 2021 por DIRESA?

3. /Qué interpretaciones y simulaciones se pueden obtener al comparar los resultados
del modelo SIRD con derivada fraccional de Caputo (usando valores de o = 0,10,

a = 0,30 y a =0,50) con los datos reales correspondientes a diciembre de 20217

1.3. Justificacion de la Investigacion

Las enfermedades infecciosas fueron consecuencia de muchas perdidas humanas a lo

largo de la historia, como: La pandemia de la gripe espanola, que surgié a principios de
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1918, se calcula que el virus afecté a alrededor de un tercio de la poblacién global, y mas
del 2,5 % de los afectados sufrieron pérdidas de vida (Luthy, 2018).

La Peste Negra, también llamada la Gran Mortandad o la Pestilencia, se cobré la vida
de alrededor de 200 millones de personas, convirtiéndola en la pandemia més devastadora
de la historia. Se extendié desde Europa hasta el norte de Africa y alcanzé su punto mas
critico en Europa entre los anos 1347 y 1351 (Lopez Maria M, 2020) .

La crisis global de Covid-19 ha generado impactos psicolégicos y sociales significativos
en diversos grupos de la poblacién, como ninos, estudiantes universitarios y trabajadores
de la salud. Estos grupos tienen una mayor probabilidad de experimentar trastorno de
estrés postraumatico, ansiedad, depresion y otros sintomas de angustia. Las medidas
de distanciamiento social y las precauciones de seguridad han influido en las relaciones
interpersonales y han afectado la capacidad de empatia hacia los demés ( Saladino et al.
2020).

El modelo clasico para modelar problemas, tiene algunas limitaciones relacionado con
el orden de las ecuaciones diferenciales. Para superar estas restricciones muchos autores
han buscado la ayuda de un area de las matematicas como el calculo fraccionario, aqui
los operadores diferenciales utilizados son de orden no entero o fraccionario, que poseen
propiedades de memoria y son valiosos para demostrar muchos fenomenos naturales. El
estudio de los procesos dindmicos epidemioldgicos involucran efectos de memoria ( Shaikh
et al., 2020).

Por eso, el estudio de modelos matematicos de enfermedades infecciosas utilizando
derivada fraccional, es muy importante para entender su comportamiento mas aun en las

actuales circunstancias en que estamos atravesando por la pandemia de COVID-19.

1.4. Objetivos de la Investigacion

1.4.1. Objetivo General

Desarrollar y aplicar el modelo SIRD para COVID-19 mediante la derivada fraccional

de Caputo para las regiones del sur del Peru-2021.



1.4.2. Objetivos Especificos

1. Establecer la existencia y unicidad de soluciones para el modelo matematico SIRD
con derivadas fraccionarias de Caputo y llevar a cabo una solucién numérica de este

modelo.

2. Estudiar la evolucién de la epidemia de COVID-19 mediante la aplicacién del mo-
delo matematico SIRD con derivada fraccional de Caputo en el andlisis de datos

recopilados en setiembre, octubre y noviembre de 2021 por DIRESA.

3. Interpretar y simular la evolucién de la epidemia, comparando los resultados ob-
tenidos a través del modelo mateméatico SIRD con derivada fraccional de Caputo
(usando valores de aw = 0,10, & = 0,30 y o = 0,50) con los datos reales correspon-

dientes a diciembre 2021.



Capitulo 2

MARCO TEORICO

CONCEPTUAL

2.1.

Antecedentes de la investigacion

2.1.1. A nivel internacional

1.

Nisar et al. (2021) En la ciudad de Wuhan, China, se llevé a cabo una investigacién
que abordé "Un modelo matematico SIRD de orden fraccionario de la enfermedad
COVID-19 en el sentido de Caputo". El objetivo principal fue calcular el nimero
de reproduccion bésico a través de la matriz de proxima generacion. La meto-
dologia incluyé la demostracién de los resultados de existencia y unicidad de la
solucion mediante la teoria del punto fijo. Ademas, se empled el método fraccional
de Adams-Bashforth para obtener una soluciéon aproximada del modelo propuesto.
Se compararon los resultados con datos reales de infeccién confirmada y muerte. En
conclusion, el estudio propuso y validé un modelo matematico fraccional SIRD para
COVID-19, mostrando resultados coherentes con datos reales de Wuhan durante los

primeros 67 dias.

Shaikh et al. (2020) En este estudio titulado "Modelo COVID-19 de orden frac-

cional de transmision Murciélagos-Hospedadores-Reservorio-Personas" realizado en

>



la India, el objetivo fue investigar la simulacién de la transmision del COVID-19
considerando medidas de respuesta individual y gubernamentales. Se utilizaron da-
tos reales de casos hasta marzo de 2020, y la metodologia incluy¢ la estimacion de
parametros con técnicas mateméaticas y la evaluacion de estrategias de control. Co-
mo conclusién, se presentaron los resultados graficamente que demuestran la validez

del modelo.

. Zambrano-Serrano et al. (2021) En la investigacién realizada en México en la Univer-
sidad Auténoma de Nuevo Ledn, titulada "Comportamiento de orden fraccionario
en la respuesta de un circuito RC mediante derivada de nticleo singular", el objetivo
fue obtener una solucién analitica precisa utilizando propiedades de la transformada
de Laplace y la funcion Mittag-Leffler. Se definio el orden de la derivada fraccionaria
en el rango 0 < ¢ < 1, manteniendo constante la dimensionalidad de los pardmetros
R y C del circuito. La metodologia incluyo6 la comparacién de los resultados experi-
mentales del circuito propuesto con soluciones analiticas previamente desarrolladas,
destacando una relacién directa entre el orden fraccionario y el voltaje del capaci-
tor. En conclusién, el estudio proporciona una comprension detallada del impacto
del orden fraccionario en la respuesta del circuito RC, resaltando la relevancia del

voltaje del capacitor como factor clave.

. Qureshi (2020) En la Universidad de Ingenieria y Tecnologia en Jamshoro, Sindh,
Pakistan, se realiz6 una investigacion sobre la "Aplicaciéon préactica del operador
fraccional de Caputo en un sistema epidemiolégico auténomo para el sarampién”.
Se enfoco en utilizar este operador fraccional para modelar la dindmica del sa-
rampion en epidemias reales, capturando caracteristicas como la memoria y la no
localidad. El modelo se bas6 en datos reales de casos de sarampién en Pakistan
en 2018. El andlisis matematico confirmé una solucién tnica y estable en un rango
biolégicamente plausible. En conclusién, este estudio profundiza en los efectos de
diferentes parametros bioldgicos en la dindmica y transmision de la epidemia de

sarampion mediante simulaciones.



5. Monteiro and Mazorche (2021) En la Universidad Federal de Juiz de Fora, en Juiz
de Fora, Minas Gerais, Brasil, se llevé a cabo una investigacion titulada "Analisis
y Aplicacién de un Modelo SIR Fraccional Construido con Distribucién de Mittag-
Leffler". El objetivo de dicho estudio fue derivar derivadas de orden arbitrario de le-
yes potenciales en funciones que describen infectividad y remocion. La metodologia
empleada incluyo la utilizacion de la distribucién de Mittag-Lefller para desarro-
llar el modelo y realizar anélisis matematico. El trabajo buscé ampliar discusiones
previas y presentar nuevos hallazgos en un modelo que incorpora la distribucion de
Mittag-Leffler, destacando puntos de equilibrio y nimeros de reproduccién. Tam-
bién se examiné la aplicacion previa de este modelo en el contexto del COVID-19
desde una perspectiva actualizada. En conclusién, el trabajo contribuy6 significati-
vamente a la comprension del comportamiento de la enfermedad y la aplicacion de

modelos fraccionarios en epidemiologia.

6. De Cezaro et al. (2023) En la Universidad Federal de Rio Grande, Brasil, se llevé a
cabo una investigacién titulada "Modelo SIRC Fraccional para Comprender la Pro-
pagacion de Enfermedades en el Contexto de Dos Poblaciones que Interactian”.
Este estudio abordé un modelo compartimental multifraccional considerando per-
sonas Susceptibles (S), Infectadas (I), Recuperadas (R), e Inmunes Cruzadas (C).
La metodologia de la investigaciéon incluyd la formulacién del modelo, la determina-
cién de parametros y la realizacién de simulaciones numéricas utilizando el software
MATLAB. La dindamica intrapoblacional se modelé con derivadas fraccionarias, y la
interaccién entre poblaciones se caracterizé mediante la proporcién de interaccion
entre susceptibles e infectados. La robustez del enfoque se respaldé con evidencia
solida, y las simulaciones ilustraron cémo las derivadas fraccionarias, al incorporar
memoria, afectan la dindmica epidemioldgica. En conclusion, este estudio destaca
la importancia de las derivadas fraccionarias para comprender y modelar la propa-

gacién de enfermedades en contextos de interaccidén entre poblaciones

7. Paul et al. (2023) En la Arambagh Government Polytechnic de West Bengal, India,

se llevé a cabo una investigacién titulada "Comportamiento de un Modelo SIR
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(Susceptibles-Infectados-Recuperados) de Orden Fraccional Utilizando la Derivada
Fraccional de Caputo". El objetivo de este estudio fue establecer criterios para
la existencia, unicidad, no negatividad y acotacién de las soluciones del modelo.
La metodologia involucrd el uso del enfoque de Taylor de orden fraccional para
estimar las soluciones, junto con representaciones graficas y simulaciones numéricas
en MATLAB. En conclusién, los resultados respaldan la robustez y aplicabilidad
del modelo propuesto para comprender la dindmica de enfermedades infecciosas

mediante herramientas mateméticas y numéricas.

2.1.2. A nivel nacional

1. Coayla-Teran (2021) En la ciudad de Tacna, se llevé a cabo una investigacion ti-
tulada "Un modelo SIRD dependiente del tiempo de COVID-19 usando ecuaciones
diferenciales funcionales". El objetivo principal de este estudio fue desarrollar un
modelo matematico para pronosticar la expansién de la enfermedad del COVID-19,
considerando el niimero de personas infectadas, recuperadas y fallecidas. La meto-
dologia aplicada se centré en la formulacién de un modelo SIRD dependiente del
tiempo, que tiene en cuenta la interaccién entre individuos susceptibles, infectados
y recuperados a lo largo del tiempo, utilizando ecuaciones diferenciales funcionales.
En conclusion, el modelo proporciona una herramienta efectiva para pronosticar el
curso de la enfermedad, considerando las complejidades temporales y las medidas
de mitigacién. Este enfoque contribuye significativamente a una comprension més
profunda y precisa de la dinamica del COVID-19, facilitando la toma de decisiones

informadas en la gestién de la pandemia.

2. Olivera and Rivera (2021) Realizaron una investigacion titulada "Modelo SIR de
tendencia pandémica de COVID-19 en Pert (2020)". El objetivo principal de es-
te estudio fue analizar la evoluciéon epidémica del COVID-19 en Peru a lo largo
de un periodo de 200 dias mediante la aplicacién del modelo SIR (Susceptibles-
Infectados-Recuperados o Fallecidos). Se utilizaron registros de la evolucién tem-

poral del COVID-19 recopilados entre el 6 de marzo y el 14 de mayo de 2020,



proporcionados por el Ministerio de Salud peruano. La metodologia incluyo la ge-
neracion de supuestos estimados al variar la tasa basica de reproduccién. Segin el
modelo SIR, se observé que el punto méaximo de personas infectadas ocurrié aproxi-
madamente 30 dias después del 30 de mayo, alrededor del dia 86 desde el inicio de la
propagacién de la epidemia. A partir de ese punto, se evidencié una disminucion en
el nimero total de casos infectados. Los resultados sugieren que las medidas estric-
tas implementadas en Pertl en ese momento pueden prevenir de manera efectiva la
propagacién del COVID-19, resaltando la importancia de mantener estas medidas

para lograr resultados eficientes.

2.1.3. A nivel local

1. Lépez Mamani (2019) Realizé una investigacién titulada "Ecuacién de calor y de
onda mediante una ecuacion diferencial de orden fraccional", llevada a cabo en la
ciudad de Cusco. El objetivo principal de este estudio fue extender las ecuaciones
diferenciales parciales de segundo orden, especificamente las ecuaciones de calor y de
onda, transformandolas en ecuaciones de orden fraccional. El enfoque se centré en
proporcionar soluciones analiticas para estas ecuaciones desde una perspectiva pu-
ramente analitica. La metodologia involucré la aplicacion de técnicas matematicas
para abordar problemas bien establecidos desde un nuevo enfoque. En conclusion,
este estudio contribuye al entendimiento de las ecuaciones de calor y onda de orden
fraccional, proporcionando soluciones analiticas que pueden tener aplicaciones en

diversos campos.

2. Velasquez Ayma (2019) Realizé una investigacién titulada "Modelos matemaéticos
del movimiento de un proyectil mediante la existencia de las ecuaciones diferenciales
fraccionarias no lineal". El objetivo principal fue describir el movimiento de un pro-
yectil utilizando ecuaciones diferenciales fraccionarias no lineales. La metodologia
se centrd en identificar condiciones para formular ecuaciones fraccionarias, emplean-
do el operador de Caputo y condiciones iniciales. Se aplico el teorema de Peano y

la busqueda de soluciones para ecuaciones diferenciales ordinarias. El enfoque se



ampli6 utilizando el polinomio de Taylor para desarrollar modelos mateméticos. Se
utilizaron herramientas computacionales, especialmente Wolfram Mathematica 8,
para generar representaciones graficas precisas. En conclusion, este estudio propor-
ciona una comprensién detallada del movimiento del proyectil mediante modelos

fraccionarios, respaldado por andlisis tedricos y representaciones visuales.

2.2. Marco Tedrico

2.2.1. Preliminares

Definicién 2.2.1. Sea {2 = [a;b] con a y b pertenecientes al conjunto de nimeros reales
R, donde a < b puede ser un intervalo finito o infinito del conjunto de los niumeros reales
R.

Se define el espacio L, (a;b) (1 < p < o00) como el conjunto de funciones medibles de

valor complejo de Lebesque f en Q para las cuales || f|| < oo, donde

=

b v
|um={/rﬂwvw];1gp<m

Y
[flloe = ess sup | f ()]
a<z<b
donde esssup |f(x)| : es el mdzimo esencial de la funcion de |f(z)|. (Kilbas et al.
a<z<b
(2006))

Definicién 2.2.2. Sea [a;b] (—oo < a < b < +00) un intervalo finito y sea AC [a;blel
espacio de funciones absolutamente continuas en [a; b]
El espacio AC'[a;b] coincide con el espacio de primitivas de funciones sumables de

Lebesgue:

fl@) = ACTwt) & f(0) =+ [ el (0 € L@h).  (221)
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Aqui, ¢ es una constante, y p(t) pertenece al espacio de funciones Lebesque-integrables
en el intervalo [a;b]. En otras palabras, una funcion f(x) esta en AC(|a;b]) si y solo si
puede expresarse como la suma de una constante y la integral definida de una funcion

©(t) que es Lebesgue-integrable en el intervalo dado. ( Kilbas et al. (2005) )

Una funcién absolutamente continua f(z) tiene una derivada sumable f'(x) = ¢(z)

casi en todo [a;b]. Por lo tanto de (2.2.1) se tiene:

Para cualquier nimero natural n usaremos AC™ [a;b] para referirnos al espacio de
funciones de valores complejos f(z) que poseen derivadas continuas hasta el orden n — 1

en el intervalo [a;b] de manera que f"~!(x) sea absolutamente continua en [a, b]

AC™ [a;b) = {f : [a;0] = Cy (D"'f) () € AC [a;b]}
Especificamente cuando n = 1, tenemos AC" [a;b] = AC [a; b]. ( Kilbas et al. (2005) )

Lema 2.2.1. El espacio AC" [a;b] consta solo de las funciones f(x) que se puede repre-

sentar de la forma:

@) = (Iy0) @+ 3 e (o — o)

donde p(t) € L (a;b), ¢, (k= 1;2;...;n — 1) son constantes arbitrarias, y

1

(72,9) (2) = 52 / (=t () dt

(Para la demostracion ver Kilbas et al. (1993).Pg 39)

Definicién 2.2.3. Se define el espacio ponderado C., [a;b] como el conjunto de funciones
f en el intervalo finito [a;b], donde con v € C con (0 < R(vy) < 1). En este espacio, la
funcion ponderada (x — a)” f(x) pertenece al espacio cldsico C [a;b] y la norma en C., es:

1£lle, = (@ = a)" f(@)ll» Cola;b] = Cla;b]. (Kilbas et al. (2006))
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Para valores naturales n, se representa por C7! [a, b] el espacio de Banach que incluye
funciones f(z) que son continuamente diferenciables en [a; b] hasta el orden n— 1y tienen
derivada f™(x) de orden n en [a;b] tal que f™(z) € C, [a;b] donde:

CZ la,b] = {f : ||f||C;L ::;_: Hf(k)”c + Hf(n)HCW}, C? [a; 0] = C, [a; 0] (Kilbas et al.
(2006))

Lema 2.2.2. Sean € Ny yv € C (0 < R(vy) < 1). El espacio CF |a; b], consta de aquellos

y solo aquellos funciones que estdn representadas en la forma:

1

1) =ty [ om0 etare > eulr—al

donde ¢(t) € C, [a;b] y ¢ (k=0;1;2;...;n — 1) son constantes arbitrarias

ademads

f"(a)

plt) = 1), o= T

(k=0;1;2..n—1)

(Para la demostracion ver el Lema 1 de Kilbas et al. (2000))

Funcion Gamma

Definicién 2.2.4. La funcién gamma de Euler, denotada como I'(z) se define mediante

la integral conocida como integral de Euler:

['(z) = /0+OO t=te7tdt (R(z) > 0)

donde R(z) > 0 se refiere a la parte real de z y representa los valores de z que son
mayores que cero. Esta integral es convergente para todo niumero complejo z € C , ademds:

I'(1+ 2) = 2I'(2) llamada formula de reduccion. (Bell, 2004)

Funcion Beta

La funcién beta B (z;w) esta definida por la integral de Euler de primera clase:

B(z;w) = /01 LA =) Ndt (R(z) > 0; R(w) > 0)

12



L(2)I'(w)

esta funcién esta relacionada con la funcién gamma: B(z;w) = m
z

(z,wgéZg).
(Bell, 2004)

2.2.2. Integrales y derivadas fraccionarias de Riemann-Liouville

Definicién 2.2.5. Tomemos 2 = [a;b] (—o0 < a < b < 00) como un intervalo limitado
en R. Definimos las integrales fraccionarias del lado derecho I3, f e izquierdo Ij' f de

Riemann-Liouville donde o € C (R(a) > 0), de la siguiente manera:

(12, f) (@) = p@ / ' (mf_(tz)dfa (x> a; R(a) > 0) (2.2.2)
Y
(I f) () = F%a) / (tfi(igjf_a (x < b R(a) > 0) (2.2.3)

donde T'(a) es la funcion Gamma, y estas integrales se llaman las integrales fraccio-

narias del lado derecho y del lado izquierdo.( Kilbas et al., 2006 )

Cuando a = n € N, Las definiciones (2.2.2) y (2.2.3) coincide con las integrales de la

forma

(1) / / / F (t) d.

'/‘ —t)" " f(t)dt (n €N) (2.2.4)

9= [ o [ 100

_ m/ (t — 2" f(t)dt (n € N) (2.2.5)

(Kilbas et al., 2006)
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Demostracion. La prueba se realizard por induccién

» Paran=1

_ / " rydt

= Ahora supongamos cierto para n = k, entonces:

/ / / / F (t) dty...dtsdt,

(e f) (@) = G / @t St

= Se demostrara paran =k + 1

por hipotesis

(15 ) / di / dts.. / f (ther) dtgn

luego:

(15 ) // / / J (tgs1) dbpg...dty dty

1|/ (t, — )" f(t)dt di,

tl—t d]dtl

Il
p\\
S:
SN
p\

W

) F(t)dt

luego se cumple la igualdad:

[ [t [ ot~ e [ s e

14




La demostracion de la ecuacién (2.2.5) es andlogo a lo demostrado. (Kilbas et al.,
2006)
|

Definicién 2.2.6. Las derivadas fraccionarias de Riemann-Liouville Dy, y y Dy y de

orden o € C (R(a) > 0), estdn definidos por

1 (i)n/: % n=[R@]+1;2>a) (2.26)

I'(n—a) \dz r—t
Y
) @)= (~5) @) @)

LU (LAY s
_F(n—a)( dx) /x (t_x)a_nﬂ( [R(@)]+1;x<b) (2.2.7)

respectivamente, donde [R(a)] es el mdzimo entero de R («), derivada de Riemann-

Liouville D¢,y del lado derecho y Dy y del lado izquierdo. (Kilbas et al., 2006)

1. En particular, cuando o = m € N
= Si a =0, entonces: (DY, y) (z) = (Dj_y) (z) = y(z)

en efecto



andlogamente (Dj_y) (z) = y(z).
» Si @ =m €N, entonces: (DIy) (z) = y™(z)

en efecto

(Dgy) (x) = (%)mH (L2 ™y) ()

T (m +11 —m) (%) - /j (x —i;giﬂ_m

andlogamente (Dj"y) (z) = (—=1)" y™(z) (m € N)

Aqui, y™(z) es la derivada convencional de orden m de la funcién y(z).

2. Si0 < R () <1, entonces

(D2) 0 = rm 1 |, g > (228)
(Dpy) (x) = ﬁ % / (ij<—t>;l§°‘ (z < b) (2.2.9)

Cuando « € R, entonces de las ecuaciones (2.2.6) y (2.2.7) toma la siguiente forma:

(D2, y) (x) = m (%) /% (n=[a]+1: z>a) (22.10)

(D y) (x) = r(; <_%)n/x % m=[a] +1; z<b) (22.11)

n—a)

mientras que (2.2.8) y (2.2.9) estan dados por:

16



(Dgyy) (z) = ! 4 /9«“ y(t)dt O<a<l; z>a) (2.2.12)

I'(l—a)dx (x —t)*
y
b
Uﬁyﬂ@:ruaaﬂ%/(%%i 0O<a<l; x<b) (2.2.13)

respectivamente. (Kilbas et al., 2006)

Propiedades

Stay feC, R(a) >0y (R(B) >0), entonces

o F(ﬂ) —a B+a—1 o
(et =) (@) = T o (e =) (R(a) > 0)
<D (t—a)’ ) x) = F(ﬁ(—>a) (z—a)" " (R(a) >0)
y
_ F(B) +a—1
(1 ) e (b—z)° (R(a) > 0)
( (b—1t)"" 1) =5 5(_)a) (b—2)° " (R(a) > 0) (Kilbas et al., 2006)

En situaciones especificas, cuando 3 es igual a uno y R(a) € R{, por lo general, la

derivada fraccional de Riemann-Liouville de una constante no se considera igual a cero.

(r—a)™"

(D21) () = S () )= S

'l —a)

(0 <R(a) < 1)

Lema 2.2.3. Sea R(e) > 0, n = [R(a)] + 1 y sea fu1(z) = (IJ7°f) () la integral
fraccional (2.2.2) de orden n — «

1. Sil<p<ooy f(x) €I (L), entonces

(I8, D5 f) () = f(x) (2.2.14)

2. 81 f(x) € Ly (a,b) y fo_a(x) € AC™ [a, b] ,entonces la igualdad

o ma B R £ (a) _ Na—j
(D8 ) @ =1@)= > a5 @@ (2.2.15)
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para casi todo |a, b

en particular, si 0 < R(a) < 1, entonces

o fl—oc(a)

T(a) (x —a)*" (2.2.16)

(I§+D3‘+ ) (ac) = f(x)

donde fi_o(x) = (I,7°f) (z), mientras « = n € N, se cumple lo siguiente:

(128, D2. f) (z) = f(z)- o (@ —a)” (2.2.17)
(Kilbas et al., 20006)
Lema 2.2.4. SiR(a) >0y f(x) € L, (a,b) (1 <p < o0), entonces se tiene las siguien-
tes 1qualdades
(De e f) () = f(z) y (DL f) (z) = f(x) (R(a) > 0) (2.2.18)

(Kilbas et al., 2006)

2.2.3. Derivada fraccional de Caputo

Sea [a; b] un intervalo finito de la recta real R, y sea

D [y®)] (z) = (Diyy) () y Di_ [y()] (2) = (Diy) (@)

la derivada fraccional de Riemann-Liouville de orden o € C (R(«r) > 0)

Las derivadas fraccionarias de orden o € C (R(a) > 0)en [a; b]se definen:

n—1 (k) a i
(“Dgy) (x) = (D2“+ yt)— S Y kl( )(t—a) D (z) (2.2.19)

nolo (k)
(°D5y) () = (Ds_ wn- 3 Y <b—t>’f]> @ (@22
respectivamente, donde
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n=[R(a)]+1para a ¢ Ny 6 n =« para a € Ny (2.2.21)

estas derivadas se denominan derivadas fraccionarias de Caputo del lado derecho y

del lado izquierdo de orden a. (Kilbas et al., 2006)

En particular, cuando 0 < R(a) < 1

(“Dgry) () = (D ly() — y(a)]) (x) (2.2.22)

(“Di_y) (x) = (D5 [y(t) — y()]) (=) (2.2.23)

Si o no es un ndmero natural no nulo (« ¢ Ny), v y(x) es una funcién en la cual
existen las derivadas fraccionarias de Caputo (“D%,y) (z) y (“Dg_y) (z) de orden a €

C (R(e) > 0) junto con las derivadas fraccionarias de Riemann-Liouville (D, y) (z) y

(Di_y) (x)

U (k) a k—a
(CD2) () = (D20) (0)= 3 oy (o= 0)™ (=R +1) (2220
y
C Pa a — Z/(k)(b) k—a
CD50) (@) = (D20) (0)- 3 et (=) (n=[Rl@)]+1) (22:2)

en particular, cuando 0 < R(«) < 1, tenemos:

CD5) (@) = (D) (@) - 1P a =) =[R@I+1) (2220
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y(b) -a

(“Diy) (@) = (D) (0) = gy 0= ) " (0= M@ +1) (2227

Si a ¢ Ny, entonces las derivadas fraccionarias de Caputo (2.2.19) y (2.2.20) coinciden

con las derivadas de Riemann- Liouville en los siguientes casos:

(“Diy) () = (D) (x) (2.2.28)
siy(a) =y ()= .=y Va)=0 (n=[R(Q)] +1);y

(“Dyy) (x) = (Diy) (x) (2.2.29)
siy(d) =y'(0) = ... =y () =0 (n=[R(e)] +1).

En particular, cuando 0 < R(a) < 1, tenemos:

(“D¢,y) (z) = (D¢, y) (z), cuando y(a) =0 (2.2.30)

(“Dy_y) (z) = (Dy_y) (), cuando y(b) =0 (2.2.31)

si @ =n € Ny y la derivada habitual y™(z) de orden n existe:

(“Dgyy) (2) =y™(2) y (“DiLy) (x) = (-1)"y"(2) (n€N) (2.2.32)

es decir (“D2,y) (z) coincide con y'™(z), mientras que (“ D y) () coincide con (—1)" y™(z)

(Kilbas et al., 2006)

Teorema 2.2.1. Sea R(a) >0 y sean = [R(a)] + 1 para o ¢ No; n = a para o € Ny
Siy(z) € AC™ [a;b], entonces la derivada fraccional de Caputo (DS, y) (z) y
(“Dyy) (x) existe casi en todas partes de |a;b]

a) Si v ¢ Ny, (°D2,y) (z) y (“Di_y) (z) estdn representados por:
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o __ 1 ToyWMdt e
(“Dgyy) (x) = Fi—a) / G (I2:°D"y) () (2.2.33)
’ b (n)
(“Diy) (2) = Figl_) 3 / ( ty_ 36(;2_6{11 — (=1)" (I=*D"y) (x) (2.2.34)
respectivamente, donde D = dix yn=[R(a)]+1.
En particular, cuando 0 < R(a) <1 y y(z) € AC [a; b]
CD8) @) = [ = (D) @0 @239
Y
D5 0) (@) = ~pra | e =~ (1Dy) (@ (2.2.36)
b) Si o« = n € Ny, entonces (CDngy) (x) y (CDgiy) () estan representados por
(2.2.52)

En particular, para n =0

(“D%,y) (z) = (“Dy_y) (z) = y(z) (Kilbas et al., 2006)

Demostracion. Sea a ¢ Ny usando (2.2.19) y (2.2.6):

(R e LT

1 da\" T e T e

Y <%) / FErCC
n T n—1 (k) a .

= F(nl— o (%) / (z —t)" " (y(t)— J k'( ) (t—a) ) dt

n—1 (k) (q

Sea: I = [(x —t)" " (y(t)— kZ:O Y k;'( ) (t — a)k) dt, integrando por partes:

el y(k) (a) k n—a—1
u:y(t)—kgo 5 (t—a) dv = (x —t) dt



T —t)" — " (q 1 -
+/a ( n_t)a (y’(t)— > é _(13! (t —a)F ) dt}
1 d\"! S = y ) (a) 1
= T =a) (dx) {/a (x—1) <y (t)— 2 (k= 1) (t —a)F ) dt}
d v a1 oned
~ o= (i) L -0
— y(k)(a) Q)= =D
2 ayen )]
= e i) L 0 00 )
Sea I = [(x—t)" " (y"'(t) — y"*(a)) dt, integrando por partes:
u=y""t) -y (a) dv=(z— t)_n_a_l dt
du = y"(t)dt v=— (:cn—_t)a
02 @) = oy (1) {—% 0 -y @]

)n—a

r —1
+/ (z Y (1)t
e N—«

B 1 Ty (t)dt
" T'(n—a) /a (z — t)a*”H

Lema 2.2.5. Sea £(0) >0 y sea n = [R(c)] + 1 para o ¢ No; n = a para a € Ny

Siy(z) € AC™[a,b] o y(x) € C™[a,b], entonces

(128,°Dgy) (z) = y(x)— I
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(I; °Dy y) (x) = y(z)—

(Para la demostracion ver Kilbas et al. (2005).Pg 96)

En particular, si 0 < (o) <1y y(z) € AC [a,b] o y(z) € C[a,b], entonces
(13.°Dg1y) (2) = y(x) —y(a), vy (I~ D y) () = y(x) — y(b) (2.2.37)
2.2.4. Ecuaciones con derivada fraccional de Caputo en el espa-

cio de funciones continuamente diferenciables

El problema de Cauchy con condiciones iniciales en el punto final

del intervalo. Solucién global

En esta seccion consideramos la ecuacién diferencial no lineal de orden av > 0

(“Dgyy) (x) = fz,y(@)] (a@>0;a<z<Db) (2.2.38)

que involucra la derivada fraccional de Caputo definida en (2.2.19), en un intervalo

finito [a, b] del eje real R, con condiciones iniciales

y®a) =bp, b eR (k=0,1,2,....,n—1; n = —[—a]) (2.2.39)

Damos las condiciones para una solucién tnica y(x) a este problema en el espacio
C? [a; b] definido para a > 0,7 € Nyy € R (0 <y < 1) por:
Co" a; 0] = {y(z) € C" [a; 0] - “DeyeC,lab)}, Co" a; b] = C7 [a; ] (2.2.40)

Considerando la ecuacién integral de Volterra:
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i:&“*”/ /*2_% (a<z<b) (2.2.41)

Cuando « € N, entonces de acuerdo con (2.2.32) (“D2,y) (z) = y™ para una funcién

y(x), y por lo tanto (2.2.38)-(2.2.39) es el problema de Cauchy para la ecuacién diferencial

ordinaria de orden n € N:

Yy (z) = flo,y@)] (a <z <b), y®(a)=b, eR (k=0,1,2,...,n—1) (2.2.42)

La ecuacion integral correspondiente a (2.2.40) toma la forma:

@‘

:E:J-x—a —j—v/w@—¢w4fﬁwﬁﬂﬁ(a§x§b) (2.2.43)

| —
= (n—1)!

Primero estableceremos una equivalencia entre (2.2.38)-(2.2.39) y la ecuacién integral

(2.2.41) en el espacio C" [a,b] de funciones continuamente diferenciables. (Kilbas et al.,

2006)

Teorema 2.2.2. Sea « > 0 yn = —[—a]. Sea G un conjunto abierto en C y sea
f:{a,b] x G — C tal que para cualquiery € G, f[z,y] € Cyla,b] con0 <y <1lyy<oa.
Sean=rparaa € Nyr=n—1para a ¢ N

Siy(x) € C"[a,b], entonces y(x) satisface las relaciones (2.2.38) y (2.2.89) si y solo

si, y(x) satisface la ecuacion integral de Volterra (2.2.41) (Kilbas et al., 2006)
Demostracion. .
» Seaa=n€N

Primero probaremos la condicién necesaria. Sea y(z) € C" [a, b] la solucién al problema
de Cauchy (2.2.42).

Aplicando el operador I}, a la primera relacién de (2.2.42)
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Liyy" (@) = Ly [ e,y ()] (2.2.44)

recordando el resultado en (2.2.17):

n—1 (k) a
o)~ 30 D o = 1 (e
k=0
y despejando y(x) :
n—1 (k) a .
) =3 i o= )+ 12f o)

considerando las condiciones iniciales en (2.2.42), llegamos a la ecuacién (2.2.43).

reciprocamente, si y(z) € C"[a,b] satisface (2.2.43), entonces derivando k — veces

y(x) se tiene:




(n—1)!
R 41 1-1 , 20y 2-1 , 3bs 3-1 (n—1)bps n—1-1
V@) = THe—0) T+ Fa-at T+ Pa-a s T e a)
B [ oo
n—1 bj i 1 T L
-3 Gote- o g | @0 i
"(x) = 22_b,2 (x — a)272 + <3):(j>b3 (x — a)3*2 (n— til(i_l)?)bnl (x — a)n7172
+ }n”_(%._ ) / -0 f () de
— bj j—2 1 v n—2—1
=5 Grglem o | @ )
B I e A O
(k=1,2,..,n—1) (2.2.45)

tomando el limite x — a, y teniendo en cuenta la continuidad de los integrandos en

(2.2.43) y (2.2.45)

y®)(a) = by, para k =0,1,2,...,n — 1

Reemplazando en (2.2.45) k=n —1

n—1

y " (@) =) m (x—ay ™"+ ﬁ /j (@ —1)" f[t,y(t)) dt

j=n—1
y" I (z) = b,y + [ f[t,y(t)] dt, derivando respecto a x tenemos:
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y™ () = f [,y ()]
por lo tanto el teorema fue probado para n € N
» Sean—1<a<nyy(x)eC" ' a,b.

Segun la definicién (2.2.19):

D) 0= (25 - 32 L5 e o) 9

y aplicando la ecuacién (2.2.6)

(°D2,y) (v) = (di)(f[ Zy (t— ) D()

por hipétesis del teorema, f [z, y(z)] € C, [a,b], y se sigue de (2.2.38) que (“D2,y) (z) €

@

C, [a,b], y por lo tanto por el lema 2.2.2




donde

In—a(x) = <I;‘;a [ v v i (t—a ]]) (x) (2.2.47)

Jj=0

aplicando derivada respecto a x a la funcién g, _,(x)

= 5 - 520

aplicando integral de Riemann-Liouville (2.2.2)

In—olT) = @ \Th—a) / (z—t)" " g(t)dt

integrando por partes tenemos

boral) = 2 s (st )

n—uo

derivando respecto a x

hol®) = <g<a> ooyt g [FEE0 gmdt)
B 1 neae1 . d [T (z—=0)"""
B F(ﬂ_a)g(a).(x—a) +%/a F(n—a—i—l)g(t)dt
- ) =0y ¢ %fz;ﬁ“g'(m)

3

@

= (Ig};a [ ~ (t —a) 1]) (2) (2.2.48)

repitiendo el proceso n — k veces (k =1, ...,n),

0 olo) = g | (0700) @)] = o (170 @)]) = 1)

T
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n—1 <]) a ' i
yn () = (13;“ [y(”‘k”)(t)— Z Y jf ) (t —a) ™™ D () (2.2.49)
_ 1 ; T n—a—1 (n—k) 4\ __ — y(])(a) _\j—ntk
=t a) / (z —1) (y (t) P (t —a) ) (2.2.50)

haciendo cambio de variable

t=a+s(x—a)=dt=(r—a)ds

Sit=a=s=0,t=2x = s =1, sustituyendo en (2.2.49), para k = 1,....n,

obtenemos
Unalw) = ﬁ/{) (r —(a+s(x—a)" " (y" P (a+ sz —a))
L G)(g -
- Y j'( ) (s(x —a)) " ) (x —a)ds
j=n—k '
k) = e | @ T 0= P (e - )
0 (a
- Z Y j'( )(s(x a))’ n+k> (x —a)ds
jentk I



—a)" e n—1 ,(3) )
e P K A AR S S S HEE e 2
ya que a < n'y ygl:f)(x) € C'a,b] para k = 1,...,n , entonces calculando el limite
r — a+ a (2.2.4), se tiene y,(ﬁ;k)(a—l—) =0(k=1,...,n), luego (2.2.46) toma la forma

(z —a) (2.2.51)

(18,°Dey) (z) = y(x)—

ya que flz,y(z)] € C,la,b] y v < . Aplicando el operador I, a ambos lados de
(2.2.38):

[Lii (CDZ(#J)} (I) = Is—i— (f [.r,y(x)])

tomando (2.2.51) y de las condiciones iniciales (2.2.39):

ya)= = (z—a)+—=(z—a)+= (2 —a)’+= (x—a)’+..+

1 T a—1
mfa (@ —t)" " flt,y)]dt
262

J(x) = L (g — a)HjLT (z — a)2*1+§ (z — a)3*1+...+w

n—1 b . 1

(=D (z) = Tt —a) " [T (= )" f[ty()] dt

y <) j:;—l (j—n—i—l)'( ) F(a_n+1)fa< ) f[?y()] )
de aqui tenemos y(x) € C" ! a,b] es la solucién de la ecuacién integral (2.2.41) y asf se

prueba la condicién necesaria.
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Ahora y(z) € C" ! a,b] es la solucién a la ecuacién integral (2.2.41). Mostremos que
y(x) satisface la condicién inicial (2.2.39). Derivando ambos lados de (2.2.41), para todo

k=1,..,n— 1, obtenemos

VO =3 G 0 e [ L 2252

haciendo el cambio de variable
t=a+s(x—a)=dt = (v —a)ds

en la integral (2.2.51) y (2.2.52), para todo k = 1,...,n — 1, tenemos:

(z—a) ™"+ x—ao‘ / fa+sx—a)y(a+s(x_a))]dt

t)l a+k

yaque o > n—1y f[z.y(x)] es continua, los integrandos en esta relacién son continuas,
y tomando limite  — a+, obtenemos la relacién (2.2.39)

y*(a)=by (k=0,1,2,..n—1;n=—[-a]).

Reciprocamente, ahora mostremos que si y(z) es la solucién de la ecuacion de Volterra,

entonces satisface la ecuacién (2.2.38) se tiene:

flty@)]d
'x—a / :L’—t) ( <z <bh)

Usando la definicién de la integral de Riemann-Liouville:

n—1

S

%’IQ

Jj=0

|
—

@‘

n

y(@) =3 2 (=0 + I8, (2. y(@)

J

I
=)

esto es equivalente a la siguiente ecuacién:
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aplicando el operador Dy, , a la ecuacion anterior:

@‘

[ < i;ﬂt—a)]<x>=D3+[fs+<f[x,y<x>]>]

Jj=0

por definicién de derivada de Caputo y la primera relacién en (2.2.18)

(“Diyy) () = £ [z,y(x)]

se llega a la ecuacion (2.2.38) y argumentando como en el caso para a € N se prueba
que es satisfecho (2.2.39). Por lo tanto el teorema queda probado para o ¢ N (Kilbas

et al., 2006).
|

Corolario 2.2.1. Sea n € N, sea G un conjunto abierto en R y sea f : (a,b] x G — R
una funcion tal que para cualquier y € G, flz,y] € C,la,b] con 0 <y <1

Siy(x) € C™[a,b], entonces y(x) satisface a relacion (2.2.42) siy solo siy(z) satisface
la ecuacion integral de Volterra (2.2.43) (Kilbas et al., 2006)

Demostracion. .
La prueba es una consecuencia del teorema anterior y la primera parte de su prueba.

Corolario 2.2.2. Sea 0 < a <1y 0 < v < a. Sea G un conjunto abierto en R y sea
f:{a,b] x G = R una funcion tal que para cualquier y € G, f|x,y] € C, a,b].

Siy(z) € Cla,b], entonces y(x) satisface las relaciones

(D2, y) (x) = flz,y(x)], y(a) =bo € R

si y solo si, y(x) satisface las ecuacion integral de Volterra

-y [ 1208

IN
=

(2.2.53)
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(Kilbas et al., 2006)

Demostracion. .

Considerando n = 1, en el teorema anterior se tiene la demostracion.
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Capitulo 3

METODOLOGIA

3.1. Tipo de Investigacién

Esta investigacion tiene un enfoque cuantitativo, ya que implica la adquisicion y el
andlisis de datos numéricos para abordar preguntas especificas de investigacion relaciona-
das con la aplicacién del modelo matematico en el contexto de la epidemia de COVID-19

en la region deTacna.

3.2. Nivel de Investigacion

El nivel de investigacion adoptado es exploratorio, orientado a comprender y analizar
el proceso del COVID-19 aplicando el modelo SIRD con derivada fraccional de Caputo
para estudiar la evolucién de epidemias, especificamente en la regién Tacna del ano 2021.
A través de esta exploracién, se busca obtener una comprensién mas profunda y detallada

de su aplicabilidad y resultados.

3.3. Diseno de Investigacion

El diseno de investigacion se caracteriza por ser no experimental, ya que nuestro ob-
jetivo principal es el desarrollo y aplicacion del modelo SIRD para el COVID-19 con

derivada fraccional de Caputo en la region Tacna del sur de Perd. En lugar de interve-
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nir y

manipular deliberadamente variables para obtener datos, se recopilaron datos ya

existentes proporcionados por DIRESA.

La decision de no incluir una hipétesis en esta investigacion es debido a la naturaleza

del trabajo que es exploratoria y descriptiva en su desarrollo. (Herndndez Sampieri et al.,

2018)

3.4.

Naturaleza Exploratoria: El enfoque principal de esta investigacion es explorar y
comprender el comportamiento de la epidemia de COVID-19 en las regiones del
sur de Pert utilizando un modelo SIRD con derivadas fraccionarias de Caputo.
Debido a que en el presente enfoque no existe un marco tedrico que pueda predecir

resultados especificos.

Falta de Evidencia Prevista: En una investigacion tipica con hipdtesis, se parte de
una premisa o suposicién basada en evidencia previa que se busca probar o refutar.
En este caso, no hay una base sélida de evidencia previa que permita formular
una hipotesis precisa sobre cémo se comportara la enfermedad COVID-19 en estas

regiones utilizando un modelo con derivadas fraccionarias.

Enfoque en la Descripcién y Comparacién: El objetivo principal de estudio es des-
cribir la dindmica de la enfermedad utilizando el modelo SIRD fraccional de Caputo
y comparar los resultados con datos reales. Esta comparacion se realiza para com-
prender como el modelo se ajusta a la realidad y para proporcionar una perspectiva
innovadora. No se busca probar una hipdtesis especifica, sino mas bien obtener una

comprension mas profunda de la situacién.

Delimitacién de la Investigacion

Una limitacion significativa de estudio fue conseguir datos necesarios, debido que no

se pudieron obtener datos epidemiolédgicos relevantes de otras regiones fuera de Tacna, la

investigacion se limita exclusivamente al andlisis de la regiéon de Tacna en el sur de Pert.

Aunque se reconoce que un enfoque mas amplio que incluya multiples regiones podria
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brindar una perspectiva méas completa, esta limitaciéon no permitié una comparacion

exhaustiva con otras areas geograficas.

3.5. Delimitacion del problema

Este estudio se enfoca en el andlisis del modelo matemético SIRD (Susceptibles, Infec-
tados, Recuperados y Difuntos) y su adaptaciéon mediante ecuaciones diferenciales fraccio-
narias en el contexto de la enfermedad COVID-19. El propdsito principal es proporcionar
una perspectiva nueva y precisa sobre la evolucién de la enfermedad, considerando sus
dindmicas correspondientes.

El modelo SIRD se describe mediante ecuaciones diferenciales ordinarias que repre-
sentan la dindmica de las poblaciones de susceptibles (S), infectados (I), recuperados (R)

y difuntos (D) en funcién del tiempo:

ds(t) __ S 1)
d N
dI(tt) I(t)- S(t)
i P aFRIl (3.5.1)
dR(t) _ vI(t)
o)
dD
o

este sistema de ecuaciones se basa en los siguientes parametros:
N : Poblacién total (homogénea)

(: Es la tasa de transmision de la enfermedad

v : Es la tasa de recuperacién

k: Es la tasa de mortalidad (Nisar et al., 2021)

Sin embargo, es importante destacar que este estudio presenta ciertas limitaciones:

= Limitacién en el Modelo: La investigacion se restringe al estudio del modelo SIRD
con derivadas fraccionarias de Caputo, donde el orden de la derivada 0 < o < 1,
restringimos con estos valores en el modelo de estudio para posibilitar mejor el

andlisis de la propagacion de la enfermedad de COVID-19.
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3.6.

Limitacion en la Comparacion: Los valores considerados para el orden del derivada
fraccional que se a considerado es a = 0,10, = 0,30 y a = 0,50 esto con con el
propédsito de tener un resultado mas preciso. No se consideran otras variables que
podrian influir en la propagacion de la epidemia, como el comportamiento social o

las medidas de prevencion y control implementadas por las autoridades sanitarias.

Limitacion de Variables Externas: Este estudio se centra en el modelo matematico
SIRD (3.5.1) con derivada de primer orden y su adaptaciéon mediante derivadas
fraccionarias de Caputo. Se subraya que en este analisis no se incluyen explicita-
mente los individuos asintomaticos, ni se incorporan distinciones de género o edad.
Ademas, se asume la homogeneidad poblacional, lo que significa que todos los indi-
viduos son considerados de manera similar en términos de susceptibilidad, infeccién,
recuperacion y mortalidad. Estas simplificaciones se implementan con el objetivo
de facilitar la exploracién clara y comprensible de los patrones generales de la en-

fermedad en una poblacion.

Delimitacién Temporal

La investigacién toma datos de DIRESA Tacna del mes de setiembre, octubre y no-

viembre del 2021 y para comparar la simulacién se tomé datos del mes de diciembre

2021.

3.7. Simulaciones con Scilab

Las simulaciones numéricas desempenaron un papel fundamental en esta investigacion

al proyectar la dindamica de la epidemia de COVID-19 en la region de Tacna, Perd, uti-

lizando el modelo SIRD con derivada fraccional de Caputo. A continuacion, se describen

los pasos seguidos en las simulaciones:

Implementacién del Modelo: El modelo matematico SIRD con derivada fraccional

de Caputo se implementé en el entorno de programacion Scilab, este se eligié co-
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mo la plataforma de simulacion debido a su capacidad para resolver ecuaciones

diferenciales y generar datos simulados de manera eficiente.

Generacion de Datos Simulados: Se utilizaron las ecuaciones diferenciales fraccio-
narias del modelo SIRD con derivada de Caputo en Scilab para generar datos simu-
lados que representaran la propagacion del COVID-19 en la region de Tacna. Estos

datos simulados se generaron para el mes de diciembre de 2021.

Variacion de Pardmetros: Se realizaron multiples simulaciones variando el parame-
tro a en el modelo SIRD con derivada fraccional de Caputo. Los valores de «
considerados fueron o = 0,10, = 0,30 y a = 0,50. Esto permitié evaluar cémo

diferentes valores de « afectaron la dinamica de la epidemia en las simulaciones.

Comparacién con Datos Reales: Los resultados de las simulaciones se compararon
con los datos reales de casos notificados de susceptibles, infectados, recuperados
y decesos en la regién de Tacna. Estos datos reales se obtuvieron de la Direccién
Regional de Salud (DIRESA) de Tacna y se utilizaron para evaluar la precision de

las simulaciones.
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Capitulo 4

RESULTADOS Y DISCUSIONES

4.1. Modelo SIRD con derivada fraccional de Caputo

El modelo matemético SIRD (S: Susceptible, I: Infectado, R: Recuperados, D: De-
cesos), expresado mediante ecuaciones diferenciales ordinarias de orden fraccionario de

Caputo para 0 < a < 1 es de la forma:

(

C'Dl?é)-l- [S(t)] =—0

epg, 1] = 1O 5 4w 1),

“D [R(1)] =yI(t),

=

(4.1.1)

to+

\CD‘” [D(t)] = kI(t).

Al tiempo inicial ¢y, se asignan los valores iniciales Sy a la variable S, I a la variablel,
Ry a la variable R y Dg a la variable D, donde:

N : Poblacion total.

[ : Es la tasa de transmision.

v : Es la tasa de recuperacion.

k : Es la tasa de decesos. (Nisar et al. (2021))

Lema 4.1.1. La solucion del modelo bajo consideracion estd restringida a la region fac-

tible dada por:
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T ={(S,I,R,D)eR, :0<N(t) < No}.

(Nisar et al. (2021))

Demostracion. Si N(t) = S(t) + I(t) + R(t) + D(t), entonces

“Dpy [N(1)] = Dy [S(M)] + “Df, [1(6)] + “ Dy, [R(1)] + “ Dy, [S(1)]

SOIE) | L L)SE)
N N

— 8 + 4 — (74 R) I() + 7L+ KI() = 0

de aqui “Df | [N(t)] =0, y de la ecuacién (2.2.37) se tiene:

Iy O Dpyy [N (D] = Iy, (0)

N(t) — N(ty) = 0

entonces N (t) = N(ty) pero como N(ty) < Ny, donde Ny es la poblacién total inicial
ent e [0,7], luego N(t) < Ny esto muestra el cardcter acotado del modelo dindmico de

poblacién considerado.

|
4.2. Existencia y unicidad de solucion
Sea f = (f17f27f37f4)7 donde
fl(S>[7R7D) :_ﬁ%a
B(STRD) =85 _ (v 4w
A N Y ’ (4.2.1)

f3(57]7R7D) :7]—7

fa(S,I,R, D) =&l

\
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Lema 4.2.1. Si [ es definido como en (4.2.1) en 2 = I[,x By, donde I, = {t : to <t < a},

Bb == {($17l’2,l’3,$4) : |(I’1,I’2,ZL‘3,$4) - (507-[07R0a DO)l S b}?

entonces existe M > 0 tal que || f|| < M en (2, f es lipschitziana, en particular f es

continua. (Nisar et al. (2021))

Demostracion. En efecto, como f = (f1, f2, f3, f1), donde

(

fSTRD) =50,
f(STRD) =55~ (4wl

f3(57[7RaD) :,}/Iv

F1(S,I,R,D) =&l

\

de aqui

1P = f2+ f3+ f2+ 11

luego para cada coordenada de f se tiene:

ST\? S22
fi= (—5w) = 62W < 32N?,

= (o5 —avnr) = (852) <2 (552) (0 s 0+ (64w

< BN+ BENZ 4 (7 +8)° N2 + (7 + 6)° N? = 2(8 + (7 + #)*) N,
fi = (1) <*N?,

f2 = (kI)® < K2N?,

de aqui

||f||2 < (B2+2(8%+ (v +K)?) + 9%+ £%) N2, por lo tanto ||f|| < M, donde:

M=/ +2(82 + (v + £)?) + 72 + K2 N.

Por otro lado,

| (S1, 11, Ry, Dy) — f(Sa, Iy, Ry, D)

41



= (f1 (81,11, Ry, Dy) — f1(Sa, In, Ry, Dy))> + (f2 (S, I1, Ry, Dy) — f5 (Sa, Iy, Ra, Dy))?
+ (f3(S1, I, Ry, D1) — f3(S2, I3, Ra, D2))2 + (f1 (S1, 11, Ri, D1) — fa (Sa, I, R27D2))2

de aqui, para cada término se tiene:

Si1 Sol.
sea A = |f1(S1, 1, R, D1) — f1(S,, Iz, Ry, Dy)| = | =3 Jl\f1 +5 ]QVZ
A= % S0y — Sul,|
A= % |51]1 — 5112 + 51[2 - S2IQ| )
por la desigualdad triangular se sigue
A< % (1) 111 = L] + |1,] 1) — S))

A< % (INI1y = L] + N[ ]Sy — Sa]) = B ([ Iy — L] 4 |S1 = Sal)
de aqui

|f1 (SlulluRlaDl) - fl (527[27R27D2)|2 S |5’2 (‘Il - [2’ + |’511 - 32’)2

<2B3% (|1 — LI*+ S — S2|2) ~

Para el segundo término, considere

LS IS

B = |fy (S1, 11, Ry, D1) = fo (52, Iz, Ry, Ds)| = ‘5 1N1 —(y+r) =B 2N2 + (v + ),
B = (%) ([151 — IQSQ) + ('Y"‘li) (IQ — Il)
por la desigualdad triangular
B < <%> (11S1 — LSo)| + |(v+ k) (Io — I1)|
B S % ’]151 — ]252| + (’Y+ Ii) |]2 — ]1|
B < % 181 — Sy + 1S — 1Ss| + (v + #) I — I
B < %(Uﬂ 1S1 = Sa| + [Sa| [I1 — Lo]) + (v + &) [I2 — L]
B < %ym |S1 — Sa| + (% | Ss| +’y+/<a> I, — I

- N N
B < 3|8 — S| +(B+7v+ k)| — 1
de donde

|f2 (S1, 11, Ry, Dy) — fo(Sa, In, Ry, Do)[> < (B|Sy — So| + (B+ 7+ k) |, — I1])?

luego,
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| f2 (S1, 11, R1, D1) — f2 (Se, 12, R27D2)|2 <2 (52 |S1 — 52|2 +B+v+ H)Q |1y — 11|2) .

Para el tercer término se tiene:

|f5 (S1, 11, Ry, Dy) = f3(Sa, Ia, Ro, Do)[* = |yly — D" = 42 |1 — Io*.

Finalmente, para el cuarto término se tiene:

|f4 (51, I, Ry, Dl) — fa (52,[2,R2,D2)’2 = |/€[1 - 51.2‘2 = K? ’[1 - [2’2

luego

|f (S1, 11, Ry, D1) — f (S2, I2, Ro, Ds)|* < 232 (|—71 — L +151 — S2|2) +2 <ﬂ2 |S1 — Saf?

+ (B+v+r) L= L")+ 2|0 - LI+ &2 | — L)

£ (1,11, Ri, D1) — f(Sa, Ioy Ry, Do) [P < (282 +2(B+ 7y + k) + 9% + k%) |1 — LI°+
46218 — So|?, de aqui se sigue :

C = |f(S1, 11, Ri, Dy) — f (Ss, I, Ro, Dy)|* < (482 +2(B+7+ k) 4%+ K2) |1 — L)+
(482 +2(B+7+K) +92+K2) [S1 — Sef’

C<(AB+2B+7+r)+72+,2) (| = LI +1S1 — Sof* + | R — Ro|? + |D1 — Dyf*)

C < L2 (|, - L|* +[S1 — Sof* + |R1 — Ro|* + | D1 — Dy)?)

donde L2 =432 +2(B+ v+ k)* + 2 + &2

por lo tanto | f (S1, [1, R1, D1) — f (Sa, I3, Ra, Do)| < L|(S1, 11, Ry, Dy) — (S2, I, Ry, D5)| .

Esto muestra que f es lipschitziana. Ademads, como f es lipschitziana y S, I, R, D son

continuas, por lo tanto f es continua.

Teorema 4.2.1. El modelo matemdtico SIRD expresado mediante ecuaciones diferen-

ciales ordinarias de orden fraccionario de Caputo definido en (4.1.1) tiene una unica

solucion. (Nisar et al., 2021)

Demostracion. Ahora se considera la ecuacién (4.1.1) :

¢

CD?o-i-[S(t)] :fl(S7[7R7D>7

Dy O] = L(S1LRD), (122)

CDtOSJr [R(t>] :fS(SvLRvD>7

CDtOE)+[D(t)] :f4<SvlaR7D)'

43



por la ecuacién (4.1.1) se tiene:

fsnrD) - —pS0

_ L)S(1)
<f2(S,[,R,D) —BT
f3(S’I7R7D) :'YI(t)

— (v +m)I(1)

fa(S,I,R, D) =rI(t)

\

(4.2.3)

Para demostrar la existencia y unicidad de solucién, (4.2.2) se transforma en un pro-

blema de punto fijo, para lo cual por el Corolario 2.2.2 se tiene:

Gw—ﬂmzﬁ%ﬁﬁ—
1) = 1{t0) = g5 o (=2
R(t) ~ R(to F;LO
| D) = Dl r(la Jiu

) 1 (S, 1, R, D, ) dn,
) f2(S, I, R, D, ) dy,
f3(S,1,R, D,~)dy,

1) f1(S,1,R, D, ) dy.

despejando las funciones S, I, R, y D se tiene:

S() =S F(la I
It = ﬁlh
Rt) = B(t) + s i (=)
(1) =Dt F(la -

)P f(S, I, R, D, ) dy,
) f2(S, I, R, D, ) dy,

)* ! f5(S,I, R, D,7) dn,

)*™ £4(S, 1, R, D7) dv.

(4.2.4)

(4.2.5)

Esto significa que resolver (4.1.1) es equivalente a encontrar funciones S, I, Ry D que

satisfacen las ecuaciones anteriores.

Para encontrar las funciones S, I, Ry D se considera X = C'(I,, By) un espacio de

Banach de funciones continuas ¢ : I, — By, tal que para ¢1, @y € X y con la métrica del

supremo dada por,

d (1, 2) = |l¢a(t) —
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= sup|p1(t) — p2(t)] .
tel,



Por otro lado, sea F': X — X y para cada ¢ € X se define
F ) 0= Xo+ o [ (1= 7 (o)
) (t) = - (7)) dv
‘ F(O{) to

donde Xo = (S(t0), I(to), R(to), D(to)) , (t) = (S(), 1(t), R(t), D(t)) y
fe(t)) = (f1 (S@), I(t), R(t), D(t)), f2 (S(1), 1(1), B(t), D(1)) , f3 (S(t), I(t), R(t), D(1)),
f(S@), I(1), R(t), D(1)))

Para mostrar que F' esta bien definida se prueba que ||F (¢) (t) — X, < b, para

todo t € I, y todo ¢ € X donde

) < min {a’ C\x/br((j\; D, C\M/F (aL+ 1) }

1E () (t) = Xol[o = sup

tel,

% / (t =)™ £ (S(). 1(), R(v), D)) dv‘

1 () (t) — Xoll o = sup |F () (t) — Xo| = sup

tel,

o / (t—) s (5(7),1(7)73(7)719(7))%‘

IF () (1) — Xoll., sup{ it = ) 17 (S, (),R(v),D(v))Hdv}

tel,
(6%

G2 )= ol < g 00" <y <

Se nota que encontrar un punto fijo o = (5,1, R, D) de F es lo mismo que encontrar

funciones S, I, R y D que satisface (4.2.5).

Para encontrar un punto fijo de F' es suficiente verificar que Fes una contraccion, es
decir, existe H € (0,1) tal que
[F (1) = F(@2)lloo < H o1 — @2l (4.2.6)

para todo @1 (t) = (S1(t), [ (t), Ba(t), Di(t)) v walt) = (S2(t), [2(t), Ra(t), Da(t)) en
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Para el lado izquierdo de la desigualdad 4.2.6 y por el Lema anterior

sea B = ||F (¢1) — F (¢2) |l

E = sup ﬁ / (t =) £ (S (), (7). Ra (7). D (7)) dy—

tEIn to

ﬁ /t (t =) F(S2(7), (), Ra(v), Da(7)) dvy

to

1
EF=——su
T(a) rer,

S lf (513), (), Ba(7), D1(7)) = £ (S,(), 2(7), Ba(3), Da()] (£ =) dy

E< F(la) sup | |1f (S1(7): h(v), Ba(9), Di(n) = £ (Sa(7): L), Ba(y), De()I| (8 = 7)* by

tel, Jig

1 t a—1
= ——su L||(Sy, 1, Ry, Dy) — (2, I3, Ry, D t— d
F<a)telfft0 1(S1, 11, R, D1) — (S2, I, Ra, Do)|| (t — ) 2

de aqui

LSUIp(H(Sl,[l,Rl,Dl) — (SQ,[Q,RQ,DQ)H) '
tel, a—1
E< t— d

to

Ln®
EF<——— — : 4.2.7

Por otro lado, se observa que

LUO‘ . o bF(Oé—i—l) a/(a+1)
H:m<1donde n:mm{a,w Vi A T .

Asi de (4.2.7) se concluye que F' es una contraccion . Por el lema de contraccién (ver

Sotomayor (1979), pdg. 12) F' tiene un unico punto fijo, el cual es también solucién tnica
del modelo matematico SIRD expresado mediante ecuaciones diferenciales ordinarias de

orden fraccionario de Caputo definido en (4.1.1).
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4.3. Soluciéon numérica

A continuacién, se presentara el enfoque general utilizado para encontrar la solucién
del sistema mediante el método fraccionario de Adams-Bashforth (Wang et al., 2013)

El modelo considerado es el siguiente:

(

“DyISH)] = f1(S(®).1(t), R(¢), D(t))

“DrI®t)] = f2(S(1),1(t), R(t), D(t)),
(4.3.1)

“Dy[R(t)] = f3(S(t),1(t), R(¢), D(t))

“Dy[D(t)] = fa(S(t). I(t), R(t), D(1)).

\

al tiempo inicial ¢, se asignan los valores iniciales Sy a la variable S, I a la variablel,
Ry a la variable R y Dy a la variable D, donde t € [0;7], T > 0 fijo.

De la ecuacién (4.2.4) y usando las condiciones iniciales, se tiene:

( 1

S0 =S = g7 i =" R (S0)I6). BG). D) b
1) =1 = g J =) £ (S(). 16). ). D) o,
R =Ry = g Jy =207 £ (5. 1), R(2). D) o,
Do)~ Dy = ﬁ JEE =) £ (S0, 1(3), R(7), D(7)) .

luego el esquema numérico para la primera ecuacion del sistema es

S0~ 0= i [ (=" RSO I0LRE). DO (432

T
seat, =rh,r=20,1,2,...,J, donde h = — es el tamano de paso y J > 0 es un nimero

J

entero.

Sustituyendo ¢ = ¢,,1, en la ecuacién (4.3.2) se tiene

S(ty41) — So = ﬁ / e =) A (S().I(). R().D())dy (43.3)
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y reemplazando t = t, se tiene

1

S(t) = 0= frey / "ty — 1) £ (S, I(r), R(7). D()) dy (4.3.4)

restando las ecuaciones (4.3.3) y (4.3.4)

1 tri1
S(tr+1) m/ T+1_t fl(SaijaD)dt
]- a—1
N — I.R.D
- / (. — )" £, (S, 1, R, D) dt
despejando S (t,41)
1 bri1 a—1
S(trss) = () + s [ (b =0 (S, R D)
['(a) Jo

L br . a—1
_F(a)/o (t, — )°"" £ (S, I, R, D) dt

la ecuacién anterior se escribe como

S(trJrl) - S(tr) + Aa,l - Aa72 (435)
donde
1 tr41 a—1
Aa,lsz0+ (t""'f'l_t) f1(5717R7D)dt
y

1 -1
Ago = —— [7 (t, — 1) S,I,R,D)dt
2= g o =0 )
usando el polinomio de interpolacién de Lagrange (Nisar et al., 2021), se aproxima la

funcién fi (S,1, R, D), asi:

t—t,_ t—t,
L1 (S, I, Ry, D) +

— 1 (S, L1, Reoy, Do
t _tT‘ 1 tr_l_trfl( 1 1 1 1)

P(t) =

donde S, = S(t,), andlogamente para I,., R,,D,, también S, _; = S(t,_1) y andloga-
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mente para [, 1, R, 1,D,_ 1

reemplazando ¢, —t,_;1 =rh— (r—1)h=h

fl (ST7 -[7"7 RT7 D'r)

(t fl (Sr—lalr—th—hDr—l)
h

h

P(t) = - trﬂ) - (t - tT)

luego reemplazando en A, ; se tiene

1 fret -1 fl (ST Ir Rr DT‘)
Ay~ —— trar — 1) AR A t—t,._
Ny F(a)/o (1 — 1) { : (t—tr)
1,1 1, D,_
_fl (Sr 1, 4r lhaRr 1, Mr 1) (t—tr):| dt

S?"aITaRraDr b1 a—
fi( P >/0 (tr1 — )7 (t —t,_q) dt

B [_ B D _ (2
- fl (Sr 15 Thl—}(aaR;r 1, Yr 1)/0 (tr+1_t>a_1 (t—tr)dt

Aa,l ~

sea u =t 1 —t luego — du = dt,

si t = 0 entonces u =t,11 y t = t,41 entonces u =0

_fl (SmImRraDr> /0 a—1
Apq trp1 —tr—1 —u)d
1 hF(CY) - (U) ( +1 1 U) U
fl (Sr—lajr—laRr—laDr—l) /O a—1
t —t,—u)d
+ hr(a) trg1 (u> ( r U) !

se tiene ¢, —t,_1 = 2h y t,.1 — t, = h, reemplazando en la ecuaciéon anterior

~ _fl (ST7[7’7RT7DT) /0 a—1 .

Ay e - (W) (2h — u) du

fl (Sr—lvlr—laRr—laDr—l) /0 a—1 .
hT(a) (w)* " (h—u)du

tr+1
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0
N1 (Sr;ﬂ[:(’ P;T’ Dy) / (ua — Qhuo‘_l) du
«

tr+1

0
fl (Sr—lajr—ler—hD?”—l) (hua_l — ua) du
hT(«)

Aoc,l ~

try1

integrando se tiene lo siguiente

0

fl (Sm]mRmDr) <ua+1 2hua)
Aa,l ~

hT () a+l  « toan
A S, Ly, Ry, Doy) (hu wt |
+ 1T T ol
() « o+ bt

y evaluando los limites de integracion
Ay~ f1 (S, I, Ry, D) (th?—&-l B thi )_f1 (Sr—1, L1, Ry, Dy 1) (ht?+1 _ tel) )
’ hI' (@) a a+1 hT' (@) a a+1
analogamente reemplazando en A, 2 se tiene:
A~ f(Se, I, R, D;) (htff _ tott ) fi(Siz1, L1, Ro1, Dyq) ( o+t )
> AT () a  a+l hT(cv) a+1
reemplazando A, 1y Aa2 en la ecuacién (4.3.5)

S (tri) ~ S (t) +

STt ) (it )

hT'(c) a a+1
= 1S, Ly, Resy, Do) (htfﬂ ot )
hT' (@) o' a+1
f1(Sr, I, R, D,) (bt ot fi(Sp—1, L—1, Ry, Dyy) [ t0H!
a hT(«) ( a _a—i—l) a hT () (a+1)

agrupando
fi(Sy, I, R, D) (2hte, e hte ot!
S (try1) = S(t, — - — :
(tri1) () + hI'(a) a a+l o  a+l1
fl (Srfly Irfla erla Drfl) ht$+1 + t?j-_ll o t?—i_l
hT' (@) a a+l a+1
sustituyendo t,41 = (r+ 1) h y t, = rh se tiene:

~ fl (ST’7 ]7‘7 R'r; Dr) a 2 (T + 1)a — e B (r —+ 1)0‘""1 _ Toz+1
o S (te1) =S (t)+ (n") - L

_|_




a+1 «Q

de manera andloga se tiene para los demas casos:

f1 (Srfl, Irfl, erl, DT,1> a (T + 1)a+1 — Ta+1 _ (7’ + 1)(1
o )

o I (1) = I (4) + f2 5, v, By, D) (n") (2 (r+D%=r*  (r+ 1) — Ta+1)

['(a) 0! a+1

f2 (STfl, Lnfl, erl, Drfl) (ha) (7’ + 1)Oé+1 _ T'Oé-l—l (T’ + 1>a
a+1 «

[(a) -

e Rit) = R(t,) + 250 L D) ) (2(”1)‘“ A G —ra+1)

() a a+1

f3 (Sr—b Ir—la Rr—la Dr—l) (ha) (’l“ + 1)04+1 B TOH_I . (T + 1>a
I'«) a+1 a

s D (tr-‘,-l) ~D (tr) +

fa (S, I, Ry, Dy) B 20(r+ 1) — 7> (r4 1) —pot!
I'(a) ( ) o B a+1

[(a) -

f4 (Sr—b Ir—la Rr—la Dr—l) (ha> (T + 1)Oé+1 _ 7’01+1 (’f’ + 1)04
a+1 o}
y sustituyendo los datos de la ecuacién (4.1.1), las ecuaciones anteriores se reescriben

asi:

S(tyn) ~ S (t,) + %ZZ)W (%) (2 (r+ 20‘ (et 12; - ot )

4 88D (tro) ((r + D) et (o 1)a) (4.3.6)

NT(a) a+1 o«

[trsa) = I (t) + (5% ~(r+ K)I(tr)> (ﬁ) (h) (2 (r+ 2 -

C(r+ 13H1—r“+ ) N <5&;“—1) - (’y+l€)l(tr—1))

1 o [ (D) — et (p 4 1)
(m) (h") ( o1 -— ) (4.3.7)
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71<tr) (ha) <2(7’+ 1)a —re _ (7"—{— 1)a+1 _ 7’0‘+1>

Q a+1

1 {tr-1) (o <(7° R M A G 1>a) (4.3.8)
a+1 o

4.4. Estimacion de tasas

4.4.1. Tasa de transmision (infectados) "z”

Despejando (3 de la ecuacion (4.3.6):
g o B t) = S () NT(a)
~ P 0

P=-S8(t)I(t) (r") (

, donde

2(r+ 1) —r* (r4 1) — potl
Q a+1

at+l ro 1 r @
Q=St,_1)I(t,_1) (h?) ((T +1) + B (r+1) >

a+1 «
el algoritmo serd: f3; = S+ ;f(y)] NF(oz)7 donde
e ey (20 DT = (4 1)0T et
p——S(Z)I(@)Ul)( a N a+1

q=S(—1I(—1) () <(i+1§+1—@'“+ - j;l)CV)

1 =1,2,...,n; de aqui se tomé la tasa de transmisién como:

S5
_ =l

€Tr =

- (4.4.1)

donde: S(i + 1), S(i —1), S(i) y I(i) son datos reales tomados de DIRESA
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9,7

4.4.2. Tasa de recuperacion "y

Despejando «y de la ecuacién (4.3.8):
o~ [R(tr1) — R (t)] (@)

P10 ; donde
P:I@)wﬂ<2H+U“—W_JT+D“1—W“)
" « a+1
B . (T+1)a+1_ra+1 (r+1)a
Q= Itr) (1 )< a+1 B « )

el algoritmo sera
_[RGD=R@IT@)
p+q "
(9l e L 1)t et
-y By
o o (G et (1)
q—l(@—l)(h)< ) S )

1 =1,2,...,n; de aqui se tom¢ la tasa de recuperacién como

2%‘

n

y= (4.4.2)

donde: R(i+ 1), R(i — 1) y I(i) son datos reales tomados de DIRESA

4.4.3. Tasa de decesos ”"z”

Despejando « de la ecuacién (4.3.9):
[D (tr1) = D ()] (@)

K~ P10 , donde
B o [20r+ D) =1 (r4 1) = potl
P=1I(t,) (h") - B )
B o [ (r+ D —petl (p 4 1)
Q—fwﬁﬂh>< S b )

el algoritmo sera
[D(i+1) = D@@)]T(e)

K = , donde
p+q

e (24D =i (P4 1) — et
=1() (h -
p=10) ( )( = ]

. (i +1)* —getl (i 41)°
= I(i—1)(h* -
q=1I(i—-1)( )( P -

1 =1,2,...,n de aqui se tomd la tasa de decesos como
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z == (4.4.3)

donde: D(i+ 1), D(i — 1) y I(i) son datos reales tomados de DIRESA Tacna

4.5. Simulacién numérica

Con el objetivo de analizar los efectos del modelo, se llevaron a cabo simulaciones
numéricas utilizando datos de la ciudad de Tacna. Se consider6 una poblacién total de
346,000 habitantes, cuyos datos demograficos fueron obtenidos del Instituto Nacional de
Estadistica e Informatica (INEI). Este tamano poblacional proporciona una base sustan-
cial para las simulaciones, permitiendo capturar la variabilidad inherente a una poblacion
de esta magnitud.

Para los datos epidemiolégicos de los meses de septiembre, octubre, noviembre y di-
ciembre, se recurrié a la informacién suministrada por DIRESA Tacna a través de su
pagina oficial en Facebook. Este enfoque se fundamenta en la necesidad de obtener resul-
tados representativos y significativos que reflejen la dinamica epidemiolégica de Tacna.
La eleccion del tamano de muestra se llevo a cabo con la intencién de equilibrar la pre-
cisién de las simulaciones con consideraciones practicas, como los recursos disponibles y
la logistica de recopilacion de datos.

Esta combinacion de datos demograficos precisos y epidemiolégicos confiables pro-
venientes de fuentes oficiales refuerza la solidez de esta investigacion. La seleccién del
tamano de muestra se respalda mediante el uso de informacion verificada, contribuyendo
asi a la validez y representatividad de los resultados obtenidos en el anélisis de los efectos

del modelo en la ciudad de Tacna.

= Se tomo datos del 01 setiembre al 30 de noviembre del 2021, para obtener las tasas

de transmision, recuperados y decesos:

Datos de setiembre
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F 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
I 28 4 12 4 4 3 15 6 5 6 2 8 5 3 8 13
R 26 8 10 12 8 6 20 11 10 8 6 10 5 7 5 8
bp o o0 o0 o0 o000 0 0 o o o0 o0 o 1 1
F 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

r 4 2 2 8 9 7 6 4 2 9 7 4 10 8

R 11 6 4 5 6 5 8 5 7 8 10 6 5 8

p o o o o0 o0 o0 o0 O o0 o0 o 1 0 o0

Datos de octubre

F 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

r 1w 2 9 4 7 7 5 9 11 17 2 7 14 14 22 19

R 7 10 6 57 6 5 7 9 6 9 &8 10 8 10 9

bp o o0 o0oo0o0o0©O0O©OOT1 0 0 0 0 0 0 O

F 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27

28 29 30 31

I 12 21 13 21 26 15 13 9 9 14 28
R 8 10 9 11 9 9 10 8 7 9 9
bp o 1 o o0 o0 o 0 0 0 0 ©0

13 37 37 21

10 9 25 18

1 1 0 O

Datos de noviembre

F 1 2 3 4 5 6 7 8 9

10 11 12 13 14 15

I 27 12 11 18

19 15 10 21

o 4 o o 2 2 0 0 0 0 0 2

19 24 12 30 50 35 32 24
20 35 17 23 39 28 25 25 29

10 22 20
16 25
0O 0 1

|0 &

16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26

27 28 29 30

I

16 17 45 81 27 11 5 24 51 31 36

R 12 12 58 47 13 8 7 18 32 24 29

p 1 o 1 o0 2 0 1 0 0 0 1

donde F': fecha

Las tasas estimadas de transmision, recuperados y decesos,
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obtenidas a través de las



ecuaciones (4.4.1), (4.4.2) y (4.4.3), respectivamente, son las siguientes:

= Para orden de derivada a = 0,10
Tasa de transmisién (z) : 0,5391376
Tasa de recuperados (y) : 0,0000003

Tasa de decesos (z) : 0,0004910

= Para orden de derivada a = 0,30
Tasa de transmisién (z) : 0,3346062
Tasa de recuperados (y) : 0,0000001

Tasa de decesos (z) : 0,0003892

» Para orden de derivada o = 0,50
Tasa de transmisién (z) : 0,2373527
Tasa de recuperados (y) : 6,911 x 1078

Tasa de decesos (z) : 0,0003315

Estos valores representan las tasas de cambio esperadas para cada valor especifico de a.
Sin embargo, es importante tener en cuenta que estas estimaciones se basan en un modelo
especifico y estan sujetas a ciertas limitaciones y variaciones debido a diversos factores,
como las medidas de prevencion, el comportamiento de la enfermedad y otros aspectos
relacionados con su dinamica.

Para comparar datos simulados con datos reales, se toma datos de diciembre 2021:

F 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

I 35 38 49 32 30 6 28 40 14 38 25 19 19 52 39 66
R 13 21 67 45 44 14 34 12 22 26 13 14 17 41 49 66
p 11 1 0 0 0 1 o0 1 o0 O 0O O 0O 0 0 O
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F 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31

I 21 53 25 18 43 46 38 35 33 13 11 36 82 74 24
R 18 36 19 11 56 37 46 41 38 9 9 42 53 47 24
p o o o o0 1 o0 o0 1 0 0O o0 1 0 0 0

4.5.1. Comparacion grafica de datos simulados y reales del mes

de diciembre-2021 con a = 0,10, « = 0,30 y o = 0,50

Para llevar a cabo una comparacion gréafica entre los datos simulados y los datos
reales, se implementé un programa en el software Scilab. En este proceso, se discretizo
la variable, tomando un tamano de paso h = 1. Ajustando los valores del orden de
derivada (o = 0,10, = 0,30 y a = 0,50), se utilizaron las ecuaciones 4.3.6, 4.3.7, 4.3.8
y 4.3.9 en la programacion. Las tasas de obtenidas con los datos de setiembre,octubre y
noviembre, fueron incorporadas en el codigo para simular los eventos correspondientes al
mes de diciembre. Este enfoque permitié una representacién mas precisa y detallada de

la dindmica del modelo.
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Figura 4.5.1: Comparacion de datos simulados y reales para los susceptibles

e Simulacion paraa = 0.10
e Simulacion para a = 0.30
e Simulacién para a = 0.50
e Datos reales

En la gréafica se compara la cantidad de personas susceptibles, se nota que cuando
a = 0,50, representado en azul, el nimero de susceptibles desciende mas rapidamente en
comparacion con otros valores de a.. Los datos simulados se muestran en negro, verde y
azul, mientras que los datos reales estan en rojo. Sin embargo, para o = 0,10 en negro,
se observa que los datos simulados se ajustan de manera mas cercana a los datos reales
en rojo, lo que sugiere una mejor correspondencia del modelo con una propagacion mas

gradual de la enfermedad.
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Figura 4.5.2: Comparacién de datos simulados y reales para los infectados

¢ Simulacionparaa = 0.10
e Simulacion para a = 0.30
e Simulacion para a = 0.50
e Datos reales

En el andlisis de un modelo matematico SIRD con derivada fraccional de Caputo, se
examinan tres valores distintos para el pardmetro « (0.10, 0.30 y 0.50) en comparacién
con datos reales de infectados representados en rojo, mientras que los colores verde, azul
y negro denotan datos simulados. Los resultados indican que para o més bajo (0.10) se
adapta mejor a los datos reales, sugiriendo una propagacion mas gradual de la enfermedad
en la poblacién infectada. Esto sugiere que la situacion del mundo real se asemeja més
a una propagacion mas lenta de la enfermedad. Sin embargo, es esencial reconocer las
limitaciones inherentes al modelo y otras variables que puedan influir en la dindmica del

fenémeno estudiado.
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Figura 4.5.3: Comparacion de datos simulados y reales para los recuperados

e Simulacion paraa = 0.10
e Simulacion para a = 0.30
e Simulacién para a = 0.50
e Datos reales

En la grafica que se presenta a continuacién, que se refiere a la evolucién de los
recuperados, se observa que, para los distintos 6rdenes de derivada empleados en las
simulaciones con « igual a 0.10, 0.30 y 0.50, las curvas coinciden y muestran una estrecha
similitud con los datos reales representados en color rojo. Este resultado sugiere que, sin
importar el valor especifico de «, las simulaciones tienden a ajustarse de manera uniforme

a la realidad en lo que respecta a la dinamica de la propagacion de la enfermedad.
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Figura 4.5.4: Comparacién de datos simulados y reales para los decesos

e Simulacion paraa = 0.10
e Simulacion para a = 0.30
e Simulacién para a = 0.50
e Datos reales

En la gréfica que representa los decesos, se destaca que el valor a = 0,10, representado

en color negro, muestra una mayor proximidad a los datos reales en color rojo.
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Capitulo 5

CONCLUSIONES Y

RECOMENDACIONES

5.1.

Conclusiones

Se desarrollé un modelo SIRD con derivada fraccional de Caputo para COVID-19
en la region de Tacna del sur de Pert en 2021. La utilidad y eficacia de este modelo
han sido demostradas mediante su aplicacion en la region de Tacna durante dicho

periodo.

Se ha establecido la existencia y unicidad de soluciones para el modelo SIRD con
derivada fraccional de Caputo. Este resultado fue esencial en la modelizacion epi-
demiolégica, ya que garantiza que el modelo sea sélido y que las soluciones sean
unicas, lo que facilita su aplicacion y analisis. A partir de esta base, se procedié a cal-
cular una solucién numérica utilizando el metodo fracionario de Adams-Bashforth
del modelo, lo que permitié obtener predicciones y evaluaciones cuantitativas de la

propagacion del COVID-19 en la regién Tacna.

El estudio de la evolucién de la epidemia de COVID-19 mediante la aplicacién del

modelo matematico SIRD con derivada fraccional de Caputo en el analisis de datos
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recopilados en septiembre, octubre y noviembre de 2021 por DIRESA Tacna ha
proporcionado una comprension mas profunda y detallada de cémo la enfermedad
se desarrollé durante ese periodo especifico. Con la utilizacién de datos recopilados
en esos meses, se obtuvieron las tasas de transmision, recuperados y decesos, lo que

permitio llevar a cabo simulaciones para el mes de diciembre de 2021.

La realizacion de simulaciones con el modelo SIRD y derivada fraccional de Caputo,
respaldadas por datos reales de DIRESA Tacna y realizadas con el programa Scilab,
ha mejorado nuestra comprensién de la dinamica epidémica. Estas simulaciones
subrayan la importancia de elegir un valor especifico de @ = 0,10 para obtener
una representacién mas precisa de la propagacion de la enfermedad en diciembre
del 2021. Al analizar los resultados del modelo SIRD con derivada fraccional de
Caputo, utilizando diferentes valores de a ( = 0,50, = 0,30, y o = 0,10), y
comparandolos con los datos reales de diciembre de DIRESA Tacna, se ha obtenido
una valiosa comprension de la evolucion de la epidemia. Estos analisis respaldan de
manera concluyente que un valor méas bajo de « (0.10) se ajusta de manera mas
precisa a los datos reales, indicando una propagaciéon mas gradual de la enfermedad
en términos de susceptibles, infectados y decesos. Ademds, es importante destacar
que, en el caso de los recuperados, los resultados con diferentes valores de a muestran

una notable concordancia.
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5.2.

Recomendaciones

Concluida la tesis, se recomienda lo siguiente:

. Explorar el andlisis de error mediante el uso del método fraccional de Adams-

Bashforth, lo que podria proporcionar una evaluacion mas precisa del modelo.

. Investigar la influencia de otros factores en la evolucion de la epidemia, como la

edad de la poblacién, la densidad demografica, la movilidad, entre otros.

. Aplicar el modelo SIRD con derivada fraccional a diferentes epidemias para com-

parar su eficacia y aplicabilidad en distintos contextos.

Realizar un analisis de sensibilidad para evaluar la capacidad del modelo para adap-

tarse a diversas situaciones y medir su precision.

Establecer un sistema de monitoreo continuo y actualizacién de los datos reales de
casos de susceptibles, infectados, recuperados y decesos en la regién de Tacna. Esto
permitird disponer de informacién precisa y actualizada para la toma de decisiones

y ajuste de medidas de prevencién y control.

Explorar el uso de derivadas fraccionarias para el estudio de otras enfermedades en la
region, lo que facilitaria la planificacion y toma de decisiones por parte del Ministerio

de Salud en cuanto a la atencion y prevencion de enfermedades infecciosas.
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ANEXOS

Programa de algoritmo en Scilab

Para el calculo de las tasas de infeccién x, recuperacién y y de-

Cesos 2.

Este programa del algoritmo en Scilab permite calcular las tasas empleando los al-
goritmos obtenidos, para la tasa infeccién 4.4.1 | recuperacién 4.4.2 y decesos 4.4.3. Al
ejecutar el programa con los datos apropiados en la matriz "datos", se obtendran las

tasas correspondientes.

h=1;

//a=0.50

//a=0.10

a=0.30

p=346000:

N=346000;

//datos de setiembre, octubre y noviembre

//INFECTADOS 1=[28//setiembre 4 12 4 4 3 15 6 5 6 2 8 5 3
8 1342289764297 4 108 //octubre 17 2 9 4 7 7
5 9 11 17 2 7 14 14 22 19 12 21 13 21 26 15 13 9 9 14 28
13 37 37 21//noviembre 27 12 11 18 19 24 12 30 50 35 32
24 10 22 20 16 17 45 81 27 11 5 24 51 31 36 22 14 6 18];
//RECUPERADOS R=[28 4 12 4 4 3 15 6 5 6 2 8 5 3 8 13 4 2
2897642974108 17294775911 17 2 7 14 14
22 19 12 21 13 21 26 15 13 9 9 14 28 13 37 37 21 27 12 11
18 19 24 12 30 50 35 32 24 10 22 20 16 17 45 81 27 11 5 24
51 31 36 22 14 6 18];

/ /DECESOS

D=0 000OO0OO000D00000011000000O00
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00001000000000010000000010000O0
0000011000400220000020011010 2
010001000 0];

b=[0 00 0000000000000000000000O0O0O
00000000000000000D0D0D00O0O0O0O0OOOO
00000000000000000D0D0D000O0O000O0OOO
00000 0];
g=[0000000000000000000000000OO
00000000000000000D0D0D000O0O00O0OOO
00000000000000000D0D0D0O0O0O0O0O0OOODO
00000 0]

k=[0 00 00000000000000O0OO
00000000000000000D0D0D00O0O0O0O0OOODO
00000000000000000D0D0D000O0O000O0OOQO
000000000000 0];
S=[000000000000000000000000O0OO
00000000000000000D0D0D000O000O0OOO
00000000000000000D0D0D00O0O0O0O0O0OOO
00000 0]
E=0000000000000000000000O00O0O0OQO
00000000000000000D0D0D00O0O0O00O0OOOO
00000000000000000D0D0D00O0O000O0ODO
000000 0]
F=0000000000000000000000O0O0GOGO0O
00000000000000000D0D0D000O0O00O0OOQO
00000000000000000D0D0D0O0O0O0O00O0OODO
000000 0]:

B=[0 0 000000000000000000000O0OGOQO
00000000000000000D0D0D00O0O0O00O0OOO
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000000000000000000000000O0O0OGOO
00000 0]
C=[0000000000000000000000000O0O
0000000000D0000000000000O0O0O0OGOO
000000000000000000000000O0O0OODO
00000 0]

for j=1:91

S(j.1)=p-1(j,1)-R(j,1)-D(j,1) end;

//TASA DE INFECCION

for j=2:90

b(1,1)=1;

b(2,1)=1;
b(j+1,1)=((S(j+1,1)=S(j,1))*N«gamma(a))/(—S(j,1)=I1(j,1)

*h ™ (a)«((2(j+1)"(a)—j " (a))/a—((j+1) (a+1)—j " (a+1))/(a+1))

+I(j—1,1)«h"(a)«(((j+1) (a+1)—j "(a+1))/(a+1) —(j+1)"(a)/a))
// TASA DE RECUPERACION
g(1,1)=1; g(2,1)=1; g(j+1,1)=(R(j+1,1)—
R(j,1))*gamma(a))/(1(j,1)*«h"(a)«((2+(j+1) (a)—j (a))/a
—((j4+1)" (a+1)—j " (a+1))/(a+1))—S(j —1,1)*I(j—1,1)xh"(a)x
((CJ+1) " (at1)—j " (a+1))/(at+1) —(j+1)"(a)/a))
//TASA DE DECESOS

k(1,1)

L;

k(2,1)=1;
(j+1,1)=((D(j+1,1)=D(j,1))*gamma(a))/(I1(j,1)*h"(a)*
(2«(j+1)"(a)—j " (a))/a—((i+1) (a+l)—j (a+1))/(a+1))—
(J—1,1)«h"(a)*«(((j+1)" (a+1)—j "(a+1))/(a+1)
(J+1)"(a)/a)) end;

k
(
I
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m=0;

for j=3:91
m=mb (5 1)
x=m/89; end
n=0;

for j=3:91
n=n+g(j,1);
y=n/89; end
t=0;

for j=3:91
t=t+k(j,1);
z=t /89; end

// TASA DE INFECCION
disp (x)
// TASA DE RECUPERACION

disp (y)
// TASA DE DECESOS

disp(z)

Para simular datos del mes de diciembre 2021

Para simular los datos del mes de diciembre utilizando el programa Scilab, se empled el
algoritmo 4.3.6 para los susceptibles, 4.3.7 para los infectados, 4.3.8 para los recuperados
y 4.3.9 para los decesos. Estos algoritmos fueron implementados en Scilab para calcular

y obtener los datos simulados correspondientes al mes de diciembre.

//Simulacion para diciembre
h=1;
p=346000;
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//a es orden de derivada

a=0.1

x=0.5391376

y=0.0000003

z=0.0004910

//a=0.30

//x=0.3346062

//y=0.0000001

//2=0.0003892

//a=0.50

//x=0.2373527

//y=6.911D—08

//2z=0.0003315

[=[35 38 49 32 30 6 28 40 14 38 25 19 19 52 39 76 21 53 25 18
43 46 38 35 33 13 11 36 82 74 24];

R=[21 13 67 45 44 14 34 12 22 26 13 14 17 41 49 66 18 36 19 11
56 37 46 41 38 9 9 42 53 47 24];
D=[110001010000000000001001000T10

0 0];
for j=1:31
end
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for j=2:30

/ /SUCEPTIBLES

C(j+1,1)=C(j, 1)+((~x+C(j ,1)*E(j ,1)/p) /gamma(a))#h " (a)*(( (2%
(1) (a)— " (a))/a)—((j+1)" (a+l)—j " (a+1))/(a+1))+((—x+B(j —1,1)
#C(j - 1,1)/p)/gammaa))# (h" ()« (((j+1) (atl)j (a+1))/(at1)
—(j+1)"(a)/a);

/ /INFECTADOS

E(j+1,1)=E(j 1)+ (((x+E(j ,1)+C(j ,1)/p)—(y+2z)*E(j ,1)) /gamma(a))
«((2+(j+1)"(a)—j " (a))/a—((j+1) (a+1)—j " (a+1))/(a+1))+
(((xxB(j —1,1)xC(j —1,1)/p)—(y+2z)+E(j —1,1))/gamma(a))

#(((J+1) " (a+1)—j " (a+1))/(a+1)—(j+1)"(a)/a);

// RECUPERADOS
F(j+1,1)=F(j,1)+(y+E(j.1)/gamma(a))+h"(a)*((2x(j+1) (a)
—j"(a))/a—((j+1)"(a+1)—j "(a+1))/(a+1))+(y+E(j —1,1)/gamma(a))
«h"(a)*(((j+1)"(at+1)—j " (a+1))/(a+1)—(j+1)"(a)/a);

// DECESOS
B(j+1,1)=B(j,1)+(z*E(j,1)/gamma(a))«h"(a)*(((2+(j+1) (a)
—i"(a))/a)—=((j+1) (a+1)—j (a+1))/(a+1))+(z+E(j —1,1)/gamma(a))
«h™(a)*(((j+1)"(a+1)—j "(a+1))/(a+1)—(j+1) (a)/a);

/] infectados

//E(i+1,1)=p-C(j+1,1)-F(j+1,1)-B(j+1,1);

end

//disp (C)
//disp (E)
//disp (F)
//disp (B)
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dias=1:31
//Para graficar
plot ((dias ,C),(dias ,S))

(
//plot ((dias ,E),(dias 1))
//plot ((dias F) ,(dias .R))
//plot ((dias ,B) ,(dias D))
legend ([” Datos simulados”;” Datos reales”]);

Espacio de Banach

Definicién 5.2.1. Un espacio normado se define como un conjunto de vectores X junto

con una norma ||.||.

Un espacio normado (X, ||.||) se llama espacio de Banach sila distanciad : X xX — R

asociada a la norma mediante la formula

d(x,y) = ||z —y||

es completa, es decir cada sucesion de Cauchy en (X,d) es convergente (Cascales

et al., 2012).

El problema de Cauchy

Definicién 5.2.2. El problema de Cauchy para una ecuacion diferencial ordinaria no
lineal de primer orden se define como sigue:

Dada la ecuacion

dy
=7 — F(t
o (t,y)

con una condicion inicial y(to) = yo, donde F' es una funcion no lineal de t ey, el objetivo
es determinar una funcion y(t) que sea solucion de la ecuacion diferencial y que también

satisfaga la condicion inicial proporcionada en ty (Sotomayor, 1979).
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Funcién Lipschitziana

Definicién 5.2.3. Una aplicacion f : Q2 C R x R" — R", se llama Lipschitziana en 2,

si existe una constante K tal que:

’f(t7x>_f<t7y)‘ S k’flﬁ—y’

para todo (t,x), (t,y) € Q; K se llama constante de Lipschitz de f (Sotomayor, 1979).

Lema de contraccion

Lema 5.2.1. Sean (X,d) un espacio métrico completo y F' : X — X wuna funcion. Si
existe una constante 0 < k < 1 tal que, para todo par de puntos x,y € X, se cumple la

destgualdad
d(f(x), f(y) < kd(z,y)

entonces, [ tiene un unico punto fijo en X. Ademds para cualquier eleccion inicial o en

X, la sucesion definida por x,.1 = f (x,) converge al punto fijo (Sotomayor, 1979).

Ecuacién integral de Volterra

Definicién 5.2.4. La ecuacion integral lineal de Volterra de sequnda especie se expresa

mediante la siquiente relacion:

o) = 1)+ | " K (1) olt) dt

donde f(z), K(x,t) son funciones conocidas, ¢(x) es una funcion incégnita, A un
pardmetro numérico, y la funcion K(x,t) se denomina nicleo de la ecuacion de Volterra

(Kiseliov et al., 1982).
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