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Resumen

En la presente investigación el espacio de trabajo es la variedad diferenciable

H2 ×R, donde H2 es el espacio hiperbólico de dimensión dos con el modelo del se-

miplano superior. El objetivo principal de este trabajo es demostrar la existencia de

gráficos verticales completos en el espacio H2×R definidos sobre dominios exteriores

de H2×{0} con curvatura media constante H = 1
2

y crecimiento débil 1√
α

. Para ello,

primeramente se presentan los conceptos de métrica riemanniana definida en una

variedad enfatizando la métrica de H2; en la variedad producto H2×R se establecen

propiedades de la métrica producto, conexión riemanniana, geodésica y curvatura;

se presentan a los gráficos verticales como un subconjunto del espacio H2 ×R dado

por {(x, y, t) ∈ H2 ×R : t = u(x, y)} donde u : H2 × {0} → R es una función dada

como gráfico vertical con curvatura media constante, y se obtiene una relación muy

importante de la divergencia de gráficos verticales con su curvatura media mediante

una ecuación diferencial parcial de segundo orden, este es un resultado con el cual

se consigue la demostración del resultado principal.

Palabras claves: Gráfico vertical, curvatura media, métrica riemanniana, diver-

gencia.
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Abstract

In the present investigation, the work space is the differentiable manifold

H2×R, where H2 is the two-dimensional hyperbolic space with the upper half-plane

model. The main objective of this work is to demonstrate the existence of complete

vertical graphs in the space H2×R over exterior domains of H2×{0} with constant

mean curvature H = 1
2

and weak growth 1√
α

. To do this, first are presented the

concepts of the Riemannian metric defined on a manifold emphasizing the metric of

H2; In the product variety H2 × R, properties of the product metric, Riemannian

connection, geodesic and curvature are established; are presented to vertical graphs

as a subset of the space H2 × R given by {(x, y, t) ∈ H2 × R : t = u(x, y)} whe-

re u : H2 × {0} → R is a function given as a vertical graph with constant mean

curvature, and a very important relationship is obtained from the divergence of ver-

tical graphs with their mean curvature Through a second-order partial differential

equation, this is a result with which the demonstration of the main result is achieved.

Keywords: Vertical graph, mean curvature, Riemannian metric, divergence.
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Caṕıtulo 1

Planteamiento del Problema

1.1. Planteamiento del Problema

1.1.1. Situación Problemática

La geometŕıa hiperbólica en las últimas décadas está adquiriendo mayor im-

portancia por su interrelación con múltiples ramas de la matemática. aśı mismo

estudiar H2 × R ha adquirido mucha importancia en relación a temas de investi-

gación sobre éste espacio. La investigación propuesta está basada en el art́ıculo de

Elbert et al. (2012) “Existence of vertical ends of mean curvature 1/2 in H2 × R”,

que trata sobre los gráficos verticales en la variedad producto del espacio hiperbólico

de dimensión 2 con el modelo del semiplano superior con los reales H2 ×R.

Por otro lado, un gráfico vertical en H2 ×R es el conjunto

S = {(x, y, g(x, y)) : (x, y) ∈ Ω, y > 0}

donde Ω es un dominio y g es una función diferenciable, su curvatura media satisface
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una ecuación diferencial parcial de segundo orden. En esta investigación se prueba

la existencia de gráficos verticales en el espacio H2 × R definidos sobre dominios

exteriores de H2 × {0} con curvatura media constante H = 1
2

tomando en cuenta

que la curva frontera satisface algunas condiciones geométricas. Un ejemplo de curva

frontera es la elipse hiperbólica con excentricidad pequeña.

1.1.2. Formulación del Problema

1.1.2.1. Problema General

¿Existen gráficos verticales completos en el espacio H2 × R definidos sobre

dominios exteriores de H2 × {0} con curvatura media H = 1
2

y crecimiento débil

1√
α

?

1.1.2.2. Problemas Espećıficos

¿De qué manera se establecen propiedades y resultados de H2 × R para la

solución de problemas relacionados con gráficos verticales?

¿De qué forma se relacionan la divergencia de gráficos verticales con su curva-

tura media mediante una ecuación diferencial parcial de segundo orden?

1.1.3. Justificación de la Investigación

La geometŕıa hiperbólica nació a principios del siglo XIX cuando unos mate-

máticos como Lobachevsky y Bolyai sentaron sus fundamentos, buscando aclarar la

existencia de geometŕıas planas diferentes de la euclideana.

Lo atractivo del estudio de la geometŕıa hiperbólica, en la actualidad, está

2



motivado por numerosas y diferentes aplicaciones en el análisis complejo, ecuaciones

diferenciales, topoloǵıa de variedades, sistemas dinámicos, relatividad, etc., mencio-

nadas áreas con multitud de problemas de investigación en las que se trabaja en la

actualidad y para las cuales la geometŕıa hiperbólica es una herramienta esencial. Al

estudiar ésta geometŕıa no euiclideana, uno se da cuenta de que en esta geometŕıa

hiperbólica hay muchas preguntas de investigación por aclarar, por lo que podemos

decir que forma una parte activa de la matemática contemporánea.

Un tema reciente en investigaciones es generalizar la teoŕıa del plano hiper-

bólico H2 al espacio H2 ×R con la métrica producto. Abrech, Nelli, Sa Earp, entre

otros, investigan este espacio H2 ×R. Por lo que resulta atractivo investigar acerca

de gráficos verticales completos en H2 ×R.

1.1.4. Formulación de Objetivos

1.1.4.1. Objetivo General

Demostrar la existencia de gráficos verticales completos en el espacio H2×R

definidos sobre dominios exteriores deH2×{0} con curvatura media constanteH = 1
2

y crecimiento débil 1√
α

.

1.1.4.2. Objetivos Espećıficos

Establecer propiedades y resultados de H2 ×R para la solución de problemas

relacionados con gráficos verticales.

Determinar la relación entre la divergencia de gráficos verticales con su curva-

tura media mediante una ecuación diferencial parcial de segundo orden.
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Caṕıtulo 2

Marco Teórico Conceptual

2.1. Antecedentes de la investigación

2.1.1. Antecedentes Internacionales

1. Santos et al. (2019) realizó la investigación:“Aplicación de Gauss Hiperbólica y

Superficies CMC en H2×R”, para optar el grado académico de Maestro en Ma-

temática en la Universidad Federal del Amazonas, Programa de pograduación

en Matemática.

El objetivo general de la investigación fue estudiar las propiedades geométricas

de superficies con proyección vertical y curvatura media constante H = 1
2

en

H2 ×R

La investigación llegó a las siguientes conclusiones:

a) El estudio de que bajo sobre ciertas condiciones impuestas a la superficie,

siempre es posible a través de una aplicación harmónica dada, recuperar

una superficie de curvatura mediaH = 1
2
, tal que la aplicación es de Gauss

hiperbólica y cuya parametrizacion está en términos de la aplicación.
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2. Ruys et al. (2008) realizó la investigación: “Superficies Mı́nimas em H3 e H2×

R”, para optar el grado académico de Maestro en Matemática en la Universidad

Federal de Goiás, Instituto de Matemática y Estad́ıstica.

El objetivo general de la investigación fue hacer un estudio de superficies mı́-

nimas simplemente conexas en variedades riemannianas tridimensionales, bus-

cando determinar las condiciones necesarias para encontrar superficies mı́nimas

en estos espacios.

La investigación llegó a las siguientes conclusiones:

a) El estudio de las superficies mı́nimas en H3 e H2 × R es un asunto que

viene siendo investigado hace pocos años, por eso éste trabajo se limitó al

estudio de superficies mı́nimas sobre esos espacios H3 e H2 × R y buscó

dar un camino para estudios en otros grupos de Lie.

b) La construcción de superficies mı́nimas en grupos de Lie presentados

durante la investigación es una generalización de la representación de

Weierstrass de superficies mı́nimas en R3.

2.1.2. Antecedentes Nacionales

1. Pari (2019) realizó la investigación: “Gráficos horizontales en H2 × R”, para

optar el grado académico de Maestro en Ciencias Matemáticas en la Universi-

dad Nacional de San Agust́ın, Unidad de Posgrado de la Facultad de Ciencias

Naturales y Formales.

El objetivo principal de la investigación fue demostrar la no existencia de un

gráfico horizontal entero mı́nimo en H2 ×R.

La investigación llegó a las siguientes conclusiones:

a) El principio del máximo para gráficos horizontales es un resultado funda-
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mental para la demostración del resultado principal.

b) No existe superficies mı́nimas M inmersas en H2 ×R tal que la frontera

asintótica de M en ∂∞H
2 ×R esté contenido en una recta.

c) La segunda forma fundamental tiene un rol primordial en la obtención de

propiedades geométricas de superficies inmersas en H2 ×R.

2. Medrano (2016) realizó la investigación: “Principio del máximo en el espacio

HiperbólicoHn+1”, para optar el T́ıtulo profesional de Licenciado en Matemáti-

ca en la Universidad Nacional de San Agust́ın, Facultad de Ciencias Naturales

y Formales.

El objetivo general de la investigación fue estudiar y analizar la teoŕıa de las

Hipersuficies de Hn+1.

La investigación llegó a las siguientes conclusiones:

a) Puesto que las derivadas de una función brindan información acerca del

comportamiento de la función, el principio del máximo verifica ésta afir-

mación.

b) En particular, una inmersión tiene codimensión 1, donde ∇̄Xξ = −AξX.

c) En el Espacio Hiperbólico Hn+1, la curvatura media de una subvariedad

M con la métrica inducida expresa mediante una ecuación diferencial

parcial.

2.2. Bases Teóricas

En esta sección se describen algunos elementos de la geometŕıa riemanniana

tomando gran interés en la variedad riemanniana M = H2 denominado espacio

hiperbólico de dimensión dos, usando el modelo del semiplano superior.
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2.2.1. Métrica Riemanniana

La métrica riemanniana es “una forma de medir longitudes de vectores tan-

gentes en un punto de una variedad, que vaŕıan diferenciablemente con el punto”

(Do Carmo, 2011, p. 41). En esta sección se va a definir la métrica riemanniana y

se describe en el espacio H2.

Definición 2.2.1. Una variedad diferenciable de dimensión n es un conjunto M y

una familia de aplicaciones xα : Uα ⊂ Rn →M con Uα abiertos, tales que:

1.
⋃
α

xα (Uα) = M .

2. Para todo par α, β con x−1
α (Uα)

⋂
x−1
β (Uβ) = W 6= φ, los conjuntos x−1

α (W )

y x−1
β (W ) son abiertos en Rn y las aplicaciones x−1

β ◦ xα son diferenciables.

3. La familia {(Uα,xα)} es máxima relativament a las condiciones 1 y 2.

(Do Carmo, 2011, p. 2-3).

Dada una variedad diferenciable M , el espacio tangente a M en el punto

p ∈M es denotado por TpM .

Definición 2.2.2. La métrica riemanniana en una variedad diferenciable M es una

correspondencia el cual asocia a cada punto p ∈M el producto interno

〈 , 〉p : TpM × TpM → R,

tal que, si un sistema de coordenadas locales x : U ⊂ Rn →M de p, con x(x1, . . . , xn) =

q ∈ x(U) y
∂

∂xi
(q) = dxq(0, . . . , 1, . . . , 0), entonces las funciones gij : x(U) → R,

dadas por

gij(x1, . . . , xn) =

〈
∂

∂xi
(q),

∂

∂xj
(q)

〉
q

son diferenciables en U (Do Carmo, 2011, p. 42).
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Se observa que el sistema de coordenadas locales x que se tome, no influye

en la definición anterior.

Se puede determinar la diferenciabilidad de la métrica riemanniana como:

para todo par de campos vectoriales diferenciables X e Y sobre V , entonces la

función producto interno 〈X, Y 〉 es diferenciable en V , donde V es una vecindad de

M

A las gij : U → R se les denomina expresión local de la métrica riemanniana

en términos del sistemas de coordenadas x.

Sea {e1, . . . , en} una base de TpM , la matriz asociada al producto interno

〈 , 〉p = gp es dada por:

Gp = (gij(p)) =


gp(e1, e1) · · · gp(e1, en)

...
. . .

...

gp(e1, e1) · · · gp(e1, en)


la cual se denomina matriz de la métrica riemanniana, el cual es una representación

numérica de la métrica riemanniana.

Definición 2.2.3. Una variedad diferenciable dotado de una métrica riemanniana

es llamada variedad riemanniana (Do Carmo, 2011, p. 42).

En seguida se presentan ejemplos de métricas riemannianas en diferentes

variedades diferenciables:

Cuando M = Rn, es decir, la variedad M es el espacio euclideano Rn, es una

variedad riemanniana con
∂

∂xi
dado por ei = (0, . . . , 1, . . . , 0) y la métrica es dada

por:

gij = 〈e1, ei〉 = δij =

 1 ; i = j

0 ; i 6= j
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Se nota que la matriz de la métrica riemanniana es la matriz identidad, es decir,

G = I.

Por otro lado, sean M1 de orden m y M2 de orden n, variedades riemannianas

con métricas g1 y g2 respectivamente. El producto cartesianoM1×M2 es una variedad

riemanniana de dimensión m+ n con la métrica producto g de g1 y g2 definida por:

g(p,q)(v, w) = (g1)p 〈v1, w1〉+ (g2)q 〈v2, w2〉

Además se observa que:

G(p,q) =

 (g1)ij 0

0 (g2)ij


donde: (p, q) ∈ M1 ×M2, v = (v1, v2) y w = (w1, w2) ∈ T(p,q)(M1 ×M2) = TpM1 ×

TqM2.

Ahora, sea el espacio hiperbólico H2 con el modelo del semiplano superior y

su métrica denominada métrica de la geometŕıa no euclideana de Lobatchevski.

Dado el semiespacio de R2:

H2 =
{

(x, y) ∈ R2; y > 0
}

Se prueba que H2 es una variedad diferenciable dotado de una métrica riemanniana

de dimensión 2. para tal caso, se considera la aplicación producto interno:

〈 , 〉p : H2 ×H2 → R

9



con q = (x, y) ∈ H2, tales que

〈u, v〉q =
〈u, v〉
y2

usando la parametrización identidad x, se tiene

∂

∂xi
(q) = dxqei = ei

de donde, gij : H2 → R, es definido por:

gij(x, y) =

〈
∂

∂xi
(x, y),

∂

∂xj
(x, y)

〉
(x,y)

= 〈ei, ej〉(x,y)

=
〈ei, ej〉
y2

=
1

y2
δij.

Los gij son diferenciables, por lo que, H2 es una variedad riemanniana y su métrica

está dado por

gij =
1

y2
δij

Otro modelo del espacio hiperbólico H2 es el modelo del disco unitario.

Luego de definir una estructura, naturalmente surge la idea de establecer una

noción de equivalencia para dicha estructura, para lo cual se define isometŕıa.

Definición 2.2.4. Un difeomorfismo f : M → N entre variedades riemannainas

M y N es llamado isometŕıa si:

〈u, v〉p = 〈dfp(u), dfp(v)〉f(p) , (2.1)

para todo p ∈M , u,v ∈ TpM (Do Carmo, 2011, p. 42).
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En tal caso, M y N se denominan variedades riemannianas isométricas.

Definición 2.2.5. Sean M y N variedades riemannianas, una aplicación diferen-

ciable f : M → N es denominado isometŕıa local en p ∈ M , si existe una vecindad

U ⊂M de p donde el difeomorfismo f : U → f(U) ⊂ N satisface (2.1) (Do Carmo,

2011, p. 42).

Dos variedades riemannianas M y N son localmente isométricas si para todo

p ∈ M existe una isometŕıa local f : U → f(U), donde U es una vecindad de p y

f(U) está contenido en N .

Ahora se muestra como es que una métrica riemanniana permite determinar

el cálculo de longitudes de curvas, para lo cual se presenta la siguiente definición de

curva.

Definición 2.2.6. Una aplicación diferenciable c : I → M de un intervalo abierto

I ⊂ R sobre una variedad riemanniana M es denominado una curva (Do Carmo,

2011, P. 46).

Se nota que se puede admitir puntas y autointersecciones en una curva. Se

denomina segmento a la restricción de una curva c a un intervalo cerrado [a, b] ⊂ I.

Definición 2.2.7. La longitud de un segmento está dado por:

lba(c) =

∫ b

a

〈
dc

dt
,
dc

dt

〉1/2

dt

donde:
dc

dt
es el vector tangente de c en t ∈ I (Do Carmo, 2011, p. 47).

Es natural cuestionarse la posibilidad de dotar una métrica riemanniana a

una variedad diferenciable, la siguiente proposición discute tal situación.

Proposición 2.2.8. Una variedad diferenciable M de Hausdorff y con base nume-

rable posee una métrica riemanniana (Do Carmo, 2011, p. 47).
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La demostración está en Do Carmo (2011).

Ahora se observa algunas definiciones en el espacio hiperbólico H2:

Definición 2.2.9. La métrica en H2 denotada por gH está definida por:

gH = 〈u, v〉H =
〈u, v〉
y2

, para todo u, v ∈ TpH2,

donde p = (x, y) y 〈 , 〉 es el producto interior euclideano en el espacio R2 (Earp

and Toubiana, 2009, p. 44).

Para u = (u1, u2) y v = (v1, v2), se tiene

〈u, v〉H =
u1v1 + u2v2

y2
,

y se denota por ‖ ‖H la norma en H2 asociado a 〈 , 〉H

‖u‖H =
√
〈u, u〉H

=

√
u2

1 + u2
2

y

=
‖u‖
y

donde ‖ ‖ es la norma auclideana en R2.

Definición 2.2.10. El eje real denotado por ∂∞H
2 está definido por:

∂∞H
2 =

{
(x, y) ∈ R2 : y = 0

}
∪ {∞}

(Earp and Toubiana, 2009, p. 44).

La longitud hiperbólica de una curva c de clase C1, denotado por lH(c), esta
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dada por:

lH =

∫ b

a

gH (c′(t), c′(t))
1/2
dt

=

∫ b

a

〈c′(t), c′(t)〉1/2H dt

=

∫ b

a

√
(x′(t))2 + (y′(t))2

y(t)
dt.

=

∫ b

a

‖c′(t)‖H dt

La cual es útil para calcular la longitud de un segmento horizontal y vertical.

Para lo cual, se tiene:

Un segmento horizontal que une los puntos (x1, y0) y (x2, y0) esta dado por:

c(t) = (x1, y0) + t(x2 − x1, 0), t ∈ [0, 1]

El vector velocidad esta dado por c′(t) = (x2 − x1, 0).

De aqui, se tiene:

‖c′(t)‖H =
‖c′(t)‖
y0

=
|x2 − x1|

y0

Por lo que la longitud del segmento horizontal está dado por

lH(c) =

∫ 1

0

|x2 − x1|
y0

dt

=
|x2 − x1|

y0

.

Análogamente, el segmento vertical que une los puntos (x0, y1) y (x0, y2) esta dado
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por:

c(t) = (x0, y1) + t(0, y2 − y1), t ∈ [0, 1]

El vector velocidad esta dado por c′(t) = (0, y2 − y1).

De aqui, se tiene:

‖c′(t)‖H =
‖c′(t)‖

y1 + t(y2 − y1)

=
|y2 − y1|

y1 + t(y2 − y1)

Por lo que la longitud del segmento vertical está dado por

lH(c) =

∫ 1

0

|y2 − y1|
y1 + t(y2 − y1)

dt

= ln |y2| − ln |y1|

= ln

∣∣∣∣y2

y1

∣∣∣∣ .

2.2.2. Conexión Riemanniana

En la presente sección se define conexión riemanniana, el cual ayuda a tener

distintas formas de derivar, poder observar el cómo se curva una superficie (curva-

tura) y obtener la distancia más corta entre dos puntos en una variedad (geodésica),

además se calculan los śımbolos de Christoffel en H2 y finalmente se expresa la

conexión de H2 con respecto al modelo del semiplano superior.

2.2.2.1. Conexión Af́ın

Sea χ(M) el conjunto de campo de vectores de clase C∞ en M y D(M) el

anillo de funciones reales de clase C∞ definidas en M , donde M es una variedad

diferenciable.
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Definición 2.2.11. Una conexión af́ın ∇ en una variedad diferenciable M es una

función definida por:

∇ : χ(M)× χ(M)→ χ(M)

(X, Y ) 7→ ∇XY

el cual cumple con las siguientes propiedades:

1. ∇fX+gYZ = f∇XZ + g∇YZ

2. ∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ

3. ∇X(fY ) = f∇XY +X(f)Y

donde X, Y, Z ∈ χ(M) y f, g ∈ D(M) (Do Carmo, 2011, p. 55).

En seguida, se analiza una conexión respecto a términos locales.

Para lo cual se considera un sistema de coordenadas locales (x1, . . . , xn) para p.

X =
∑
i

xiXi, Y =
∑
j

yjXj

donde Xi =
∂

∂xi
, se tiene:

∇XY = ∇∑
i xiXi

Y

=
∑
i

xi∇XiY

=
∑
i

xi∇Xi

(∑
j

yjXj

)

=
∑
i

xi

(∑
j

yj∇XiXj +Xi

(∑
j

yj

)
Xj

)

=
∑
i,j

xiyj∇XiXj +
∑
i,j

xiXi(yj)Xj.
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Haciendo ∇xiXj =
∑

k ΓkijXk, se observa que Γkij son funciones diferenciables, las

cuales son llamados los coeficientes de la conexión af́ın ∇ o llamados también los

śımbolos de Christoffel de la conexión af́ın ∇.

Reemplazando en lo anterior, se tiene:

∇XY =
∑
i,j

xiyj
∑
k

ΓkijXk +
∑
i

xiXi

∑
j

(yj)Xj

=
∑
k

∑
i,j

xiyjΓ
k
ijXk +X

∑
k

(yk)Xk

=
∑
k

(∑
i,j

xiyjΓ
k
ij +X(yk)

)
Xk.

Para ejemplificar se puede considerar los campos vectorialesX = (x1, . . . , xn),

Y = (y1, . . . , yn) de Rn, donde xi, yi : Rn → R, se observa que la conexión de Rn no

es más que la derivada direccional, y está dada mediante:

∇XY = (X(y1), . . . , X(yn))

Se observa que X(yi) = dyi(X) con i = 1, . . . , n.

En otras palabras, ∇XY (p) = dyp.X(p).

En la siguiente proposición se observa que la elección de una conexión af́ın

en M “proporciona una forma de derivar vectores a lo largo de una curva, por lo que

es posible encontrar la aceleración de la curva” (Do Carmo, 2011, p. 53).

Proposición 2.2.12. Dada una variedad diferencible M dotada de una conexión

af́ın ∇. Entonces existe una aplicación que es única, tal que al campo vectorial V a

lo largo de la curva diferenciable c : I → M le asocia otro campo vectorial
DV

dt
a

lo largo de c, el cual es llamado derivada covariante de V a lo largo de la curva c,

donde se cumple:
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1.
D

dt
(V +M) =

DV

dt
+
DW

dt
.

2.
D

dt
(fV ) =

df

dt
V + f

DV

dt
, W es una campo de vectores a lo largo de c y f es

una función diferenciable en I.

3. Si V es inducido por un campo de vectores Y ∈ χ(M), es decir, V (t) = Y (c(t)),

entonces
DV

dt
= ∇dc/dtY

(Do Carmo, 2011, p.55).

A continuación se define paralelismo.

Definición 2.2.13. Dada una conexión af́ın ∇ en M . El campo vectorial V es

llamado paralelo a lo largo de una curva c : I → M , si se cumple
DV

dt
= 0, para

todo t ∈ I (Do Carmo, 2011, p. 58).

2.2.2.2. Conexión Riemanniana Compatible

En lo posterior, una conexión af́ın en variedades riemanianas se le denominará

conexión riemanniana.

Definición 2.2.14. Se denomina a la conexión riemanniana ∇ compatible con la

métrica riemanniana 〈 , 〉, si para cualquier par de campos de vectores paralelos P

y P ′ a lo largo de toda curva diferenciable c, se cumple que 〈P, P ′〉 es constante

(Do Carmo, 2011, p. 59).

En la siguiente proposición se observa que es posible relacionar la regla del

producto usual con el producto interno, si la conexión∇ es compatible con la métrica

〈 , 〉.

Proposición 2.2.15. Una conexión riemanniana ∇ en M es compatible con la

métrica riemnniana 〈 , 〉 si y sólo si para todo par de campos vectoriales V y W a
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lo largo de la curva diferenciable c : I →M se cumple

d

dt
〈V,W 〉 =

〈
DV

dt
,W

〉
+

〈
V,
DW

dt

〉
, para t ∈ I

(Do Carmo, 2011, p. 59).

Colorario 2.2.16. La conexión riemanniana ∇ es compatible con la métrica 〈 , 〉

si y sólo si

∇X 〈Y, Z〉 = 〈∇XY, Z〉+ 〈Y,∇XZ〉 , X, Y, Z ∈ χ(M)

(Do Carmo, 2011, p. 60).

Es decir ∇ es compatible si satisface la regla del producto.

Ahora se halla una relación entre la conexión af́ın y el corchete de Lie.

Definición 2.2.17. La conexión af́ın ∇ en una variedad diferenciable M es deno-

minada simétrica si

∇XY −∇YX = [X, Y ] para cada X, Y ∈ χ(M)

(Do Carmo, 2011, p. 60).

Observación: Dado el sistema de coordenadas (U,x), decir que la conexión ∇ es

simétrica, indica que

∇XiXj −∇XjXi = [Xi, Xj] = 0, Xi =
∂

∂xi

para todo i, j = 1, . . . , n.
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Luego, se tiene

∇XiXj = ∇XjXi,

de aqui,

Γkij = Γkji,

esto indica que los śımbolos de Christoffel son simétricos respecto a los sub́ındices,

es decir se pueden intercambiar los dos sub́ındices en los śımbolos de Christoffel.

Ahora se enuncia el teorema fundamental de la geometŕıa riemanniana (teo-

rema de Levi-Civita).

Teorema 2.2.18 (Levi-Civita). Dado una variedad riemanniana M , existe una

conexión af́ın en M que cumple las siguientes condiciones:

1. ∇ es simétrica.

2. ∇ es compatible con la métrica riemanniana.

(Do Carmo, 2011, p. 61)

Su demostración se encuentra en Do Carmo (2011).

Observación: La existencia y unicidad de la conexión af́ın ∇ está determinada

por la relación

〈Z,∇YX〉 =
1

2

{
X 〈Y, Z〉+Y 〈Z,X〉−Z 〈X, Y 〉−〈[X,Z], Y 〉−〈[Y, Z], X〉−〈[X, Y ], Z〉

}
(2.2)

la cual es simétrica y compatible.

En efecto:
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Simetŕıa:

〈Z,∇XY 〉 − 〈Z,∇YX〉 =
1

2

{
Y 〈X,Z〉+X 〈Z, Y 〉 − Z 〈Y,X〉 − 〈[Y, Z], X〉

− 〈[X,Z], Y 〉 − 〈[Y,X], Z〉
}
− 1

2

{
X 〈Y, Z〉+ Y 〈Z,X〉

−Z 〈X, Y 〉 − 〈[X,Z], Y 〉 − 〈[Y, Z], X〉 − 〈[X, Y ], Z〉
}

=
1

2
〈[X, Y ]− [Y,X], Z〉

= 〈[X, Y ], Z〉

De aqúı, ∇XY −∇YX = [X, Y ].

Entonces ∇ es simétrica.

Compatible:

Se tiene las siguientes relaciones:

〈∇XY, Z〉 =
1

2

{
Y 〈X,Z〉+X 〈Z, Y 〉−Z 〈Y,X〉−〈[Y, Z], X〉−〈[X,Z], Y 〉−〈[Y,X], Z〉

}

〈Y,∇XZ〉 =
1

2

{
Z 〈X, Y 〉+X 〈Y, Z〉−Y 〈Z,X〉−〈[Z, Y ], X〉−〈[X, Y ], Z〉−〈[Z,X], Y 〉

}
Sumando estas dos relaciones,

X 〈Y, Z〉 = 〈∇XY, Z〉+ 〈Y,∇XZ〉 .

con lo que ∇ es compatible.

Si la conexión ∇ es simétrica y compatible con la métrica riemanniana, entonces ∇

es llamada conexión de Levi-Civita o riemanniana de M .

Para un sistema de coordenadas (U,x). De (2.2) se tiene

∑
`

Γ`ijg`k =
1

2

{
∂

∂xi
gjk +

∂

∂xj
gki −

∂

∂xk
gij

}

donde gij = 〈Xi, Xj〉.
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Se observa que para la matriz (gkm) se puede hallar su matriz inversa (gkm), luego

se tiene:

Γmij =
1

2

∑
k

{
∂

∂xi
gjk +

∂

∂xj
gki −

∂

∂xk
gij

}
gkm (2.3)

La cual se denomina expresión clásica de los śımbolos de Christoffel de la conexión

riemanniana en función a la métrica dada por los gij.

Se puede observar que en el espacio euclidiano Rn, se tiene Γkij = 0.

Ahora se expresa la derivada covariante en términos de los śımbolos de Chris-

toffel.

Para ello, sea un sistema de coordendas x : U ⊂ Rn → M y una curva

diferenciable c : I → M con c(I) ∩ x(U) 6= φ y c(t) = (x1(t), . . . , xn(t)). El campo

V localmente está dado por V =
∑
j

vjXj, j = 1, . . . , n, donde vj = vj(t) y Xj =

Xj(c(t)).

Se tiene

DV

dt
=

D

dt

(∑
j

vjXj

)

=
∑
j

dvj

dt
Xj +

∑
j

vj
DXj

dt

=
∑
j

dvj

dt
Xj +

∑
j

vj∇dc/dtXj

=
∑
j

dvj

dt
Xj +

∑
j

vj∇∑
i
dxi
dt
Xi
Xj

=
∑
j

dvj

dt
Xj +

∑
i,j

vj
dxi
dt
∇XiXj

=
∑
j

dvj

dt
Xj +

∑
i,j

vj
dxi
dt

∑
k

ΓkijXk.
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De aqui

DV

dt
=
∑
k

(
dvk

dt
+
∑
i,j

Γkijv
j dxi
dt

)
Xk. (2.4)

Como los śımbolos de Christoffel son todos ceros en Rn, de (2.4) concluimos

que la derivada covariante en Rn resulta ser la derivada usual.

Ahora se calcula los śımbolos de Christoffel en el espacio H2.

Sea el espacio hiperbólico con el modelo del semiplano superior

H2 = {(x, y) ∈ R2; y > 0}

y la métrica dada por gij(x, y) =
1

y2
δij.

Se tiene

G =


1

y2
0

0
1

y2

 , G−1 =

 y2 0

0 y2

 .

Usando la ecuación (2.3):

Γmij =
1

2

∑
k

{
∂

∂xi
gjk +

∂

∂xj
gki −

∂

∂xk
gij

}
gkm

se calcula los śımbolos de Christoffel de la conexión riemanniana en H2:

Γ1
11 =

1

2

2∑
k=1

{
∂

∂x1

g1k +
∂

∂x1

gk1 −
∂

∂xk
g11

}
gk1

=
1

2

{
∂

∂x1

g11 +
∂

∂x1

g11 −
∂

∂x1

g11

}
g11 +

1

2

{
∂

∂x1

g12 +
∂

∂x1

g21 −
∂

∂x2

g11

}
g21

=
1

2

{
∂

∂x1

g11

}
g11

=
1

2

{
∂

∂x

(
1

y2

)}
y2

= 0
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Γ1
12 =

1

2

2∑
k=1

{
∂

∂x1

g2k +
∂

∂x2

gk1 −
∂

∂xk
g12

}
gk1

=
1

2

{
∂

∂x1

g21 +
∂

∂x2

g11 −
∂

∂x1

g12

}
g11 +

1

2

{
∂

∂x1

g22 +
∂

∂x2

g21 −
∂

∂x2

g12

}
g21

=
1

2

{
∂

∂x2

g11

}
g11

=
1

2

{
∂

∂y

(
1

y2

)}
y2

=
1

2

{
− 2

y3

}
y2

= −1

y

Γ1
21 =

1

2

2∑
k=1

{
∂

∂x2

g1k +
∂

∂x1

gk2 −
∂

∂xk
g21

}
gk1

=
1

2

{
∂

∂x2

g11 +
∂

∂x1

g12 −
∂

∂x1

g21

}
g11 +

1

2

{
∂

∂x2

g12 +
∂

∂x1

g22 −
∂

∂x2

g21

}
g21

=
1

2

{
∂

∂x2

g11

}
g11

=
1

2

{
∂

∂y

(
1

y2

)}
y2

=
1

2

{
− 2

y3

}
y2

= −1

y
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Γ1
22 =

1

2

2∑
k=1

{
∂

∂x2

g2k +
∂

∂x2

gk2 −
∂

∂xk
g22

}
gk1

=
1

2

{
∂

∂x2

g21 +
∂

∂x2

g12 −
∂

∂x1

g22

}
g11 +

1

2

{
∂

∂x2

g22 +
∂

∂x2

g22 −
∂

∂x2

g22

}
g21

=
1

2

{
− ∂

∂x1

g22

}
g11

=
1

2

{
− ∂

∂x

(
1

y2

)}
y2

= 0

Γ2
11 =

1

2

2∑
k=1

{
∂

∂x1

g1k +
∂

∂x1

gk1 −
∂

∂xk
g11

}
gk2

=
1

2

{
∂

∂x1

g11 +
∂

∂x1

g11 −
∂

∂x1

g11

}
g12 +

1

2

{
∂

∂x1

g12 +
∂

∂x1

g21 −
∂

∂x2

g11

}
g22

=
1

2

{
− ∂

∂x2

g11

}
g22

=
1

2

{
− ∂

∂y

(
1

y2

)}
y2

=
1

2

{
2

y3

}
y2

=
1

y

Γ2
12 =

1

2

2∑
k=1

{
∂

∂x1

g2k +
∂

∂x2

gk1 −
∂

∂xk
g12

}
gk2

=
1

2

{
∂

∂x1

g21 +
∂

∂x2

g11 −
∂

∂x1

g12

}
g12 +

1

2

{
∂

∂x1

g22 +
∂

∂x2

g21 −
∂

∂x2

g12

}
g22

=
1

2

{
− ∂

∂x1

g22

}
g22

=
1

2

{
− ∂

∂x

(
1

y2

)}
y2

= 0
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Γ2
21 =

1

2

2∑
k=1

{
∂

∂x2

g1k +
∂

∂x1

gk2 −
∂

∂xk
g21

}
gk2

=
1

2

{
∂

∂x2

g11 +
∂

∂x1

g12 −
∂

∂x1

g21

}
g12 +

1

2

{
∂

∂x2

g12 +
∂

∂x1

g22 −
∂

∂x2

g21

}
g22

=
1

2

{
∂

∂x1

g22

}
g22

=
1

2

{
∂

∂x

(
1

y2

)}
y2

= 0

Γ2
22 =

1

2

2∑
k=1

{
∂

∂x2

g2k +
∂

∂x2

gk2 −
∂

∂xk
g22

}
gk2

=
1

2

{
∂

∂x2

g21 +
∂

∂x2

g12 −
∂

∂x1

g22

}
g12 +

1

2

{
∂

∂x2

g22 +
∂

∂x2

g22 −
∂

∂x2

g22

}
g22

=
1

2

{
∂

∂x2

g22

}
g22

=
1

2

{
∂

∂y

(
1

y2

)}
y2

=
1

2

{
− 2

y3

}
y2

= −1

y

En resumen, se tiene:

Γ1
11 = Γ1

22 = Γ2
12 = Γ2

21 = 0, Γ1
12 = Γ1

21 = Γ2
22 = −1

y
, Γ2

11 =
1

y
.

Ahora se calcula la conexión en el espacio H2. Para lo cual, sean

X =
2∑
i=1

aiXi = a1X1 + a2X2
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Y =
2∑
j=1

bjXj = b1X1 + b2X2

donde Xi =
∂

∂xi
.

Por otro lado se tiene:

∇XiXj =
2∑

k=1

ΓkijXk.

Del lo anterior, se tiene los śımbolos de Christoffel

Γ1
11 = Γ1

22 = Γ2
12 = Γ2

21 = 0, Γ1
12 = Γ1

21 = Γ2
22 = −1

y
, Γ2

11 =
1

y
.

Reemplazando en la relación anterior, se tiene

∇X1X1 = Γ1
11X1 + Γ2

11X2 =
1

y
X2.

∇X1X2 = Γ1
12X1 + Γ2

12X2 = −1

y
X1.

∇X2X1 = Γ1
21X1 + Γ2

21X2 = −1

y
X1.

∇X2X2 = Γ1
22X1 + Γ2

22X2 = −1

y
X2.
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De aqúı, la conexión ∇XY de H2 está dado por:

∇XY = ∇a1X1+a2X2Y

= a1∇X1Y + a2∇X2Y

= a1∇X1(b1X1 + b2X2) + a2∇X2(b1X1 + b2X2)

= a1∇X1b1X1 + a1∇X1b2X2 + a2∇X2b1X1 + a2∇X2b2X2

= a1

(
∂b1

∂x

)
X1 + a1b1∇X1X1 + a1

(
∂b2

∂x

)
X2 + a1b2∇X1X2

+ a2

(
∂b1

∂y

)
X1 + a2b1∇X2X1 + a2

(
∂b2

∂y

)
X2 + a2b2∇X2X2

= a1

(
∂b1

∂x

)
X1 + a1b1

1

y
X2 + a1

(
∂b2

∂x

)
X2 − a1b2

1

y
X1

+ a2

(
∂b1

∂y

)
X1 − a2b1

1

y
X1 + a2

(
∂b2

∂y

)
X2 − a2b2

1

y
X2

=

{
a1

(
∂b1

∂x

)
− a1b2

1

y
+ a2

(
∂b1

∂y

)
− a2b1

1

y

}
X1

+

{
a1b1

1

y
+ a1

(
∂b2

∂x

)
+ a2

(
∂b2

∂y

)
− a2b2

1

y

}
X2.

2.2.3. Geodésicas

En la presente sección se introduce el concepto de geodésicas, Earp and Tou-

biana (2009) señala que “son curvas que minimizan la distancia entre dos puntos p

y q” (p. 60). Para lo cual vamos a considerar a M una variedad riemanniana dotada

de su conexión riemanniana ∇.

Definición 2.2.19. Una curva parametrizada regular γ : I →M es llamada geodé-

sica en t0 ∈ I si se cumple
D

dt

(
dγ

dt

)
= 0 en t0. Se llama geodésica a γ si para cada

t ∈ I, γ es geodésica en t (Do Carmo, 2011, p. 68).

Sea γ : I →M una geodésica, luego se cumple:

d

dt

〈
dγ

dt
,
dγ

dt

〉
= 2

〈
D

dt

dγ

dt
,
dγ

dt

〉
= 0
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de aqui, la longitud del vector tangente
dγ

dt
es constante. Se asume que

∣∣∣∣dγdt
∣∣∣∣ = c 6= 0,

con lo que se excluye a las geodésicas las cuales representan a puntos. Por otro lado,

la longitud de arco s de la curva γ, desde un punto fijo t = t0, es definido de la

siguiente manera:

s(t) =

∫ t

i0

∣∣∣∣dγdt
∣∣∣∣ dt = c(t− t0).

Lo cual indica que, la longitud de la geodésica y la longitud de arco son proporcio-

nales.

En seguida se va a encontrar las ecuaciones que debe satisfacer una geodésica

γ. Para lo cual, sea (U,x) un sistema de coordenadas en torno de γ(t0). Se tiene

γ(t) = (x1(t), . . . , xn(t))

γ representa una geodésica si

0 =
D

dt

(
dγ

dt

)
=
D

dt
γ′

=
∑
k

(
dx′k
dt

+
∑
i,j

Γkijx
′
j

dxi
dt

)
Xk

=
∑
k

(
d2xk
dt2

+
∑
i,j

Γkij
dxi
dt

dxj
dt

)
∂

∂xk

De aqui, se obtiene el sistema de ecuaciones diferenciales de segundo orden

d2xk
dt2

+
∑
i,j

Γkij
dxi
dt

dxj
dt

= 0, donde k = 1, . . . , n

una geodésica debe satisfacer dichas ecuaciones.

Un fibrado tangente TM es un conjunto de pares (q, v), donde q ∈ M y

v ∈ TqM . Si (U,x) es un sistema de coordenadas en M , entonces todo vector de
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TqM con q ∈ x(U) es dado por
n∑
i=1

yi
∂

∂xi
.

Una curva diferenciable γ en M dada por t → γ(t), establece una curva en

TM dada por t→
(
γ(t),

dγ

dt
(t)

)
. Por lo que, si γ es una geodésica, luego en TU , se

tiene la curva

t→
(
x1(t), . . . , xn(t),

dx1(t)

dt
, . . . ,

dxn(t)

dt

)
la cual cumple la siguiente condición, dada por:


dxk
dt

= yk

dyk
dt

= −
∑
i,j

Γkijyiyj, k = 1, . . . , n
(2.5)

en términos de coordenadas (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) de TU .

De (2.5) se puede decir que las curvas que satisfacen la ecuación diferencial

de segundo orden serán llamadas geodésicas.

lema 1. Existe un único campo G en TM cuyas trayectorias son de la forma

t→ (γ(t), γ′(t)), donde γ es una geodésica en M (Do Carmo, 2011, p. 70).

En seguida se halla las geodésicas en la variedad Rn.

Para ello, se sabe que Γkij = 0, ∀i, j, k

Sea γ(t) = (x1(t), . . . , xn(t)) ∈ Rn una geodésica, es decir

Dγ′

dt
(t) = 0

Luego, (x′′1(t), . . . , x′′n(t)) = 0, de aqui x′′i (t) = 0 para todo i = 1, . . . , n,

entonces xi(t) = ait+ bi.
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Por lo tanto, las rectas de la forma

γ(t) = at+ b, a, b ∈ Rn.

son las geodésicas en Rn.

Por otro lado, en el espacio hiperbólico H2 con el modelo del semiplano

superior, se puede considerar la curva α dada por α(t) = (0, et), entonces α es

una geodésica, en efecto:

Se tiene

α(t) = (x(t), y(t)) = (0, et)

α′(t) = (0, et) = et
(
∂

dy

)
Dα′

dt
= et

∂

dy
+ et

D

dt

∂

dy

Ahora se calcula
D

dt

∂

dy

D

dt

∂

dy
= ∇α′

∂

dy

= ∇
et
∂

dy

∂

dy

= et∇ ∂

dy

∂

dy

= et
[
Γ1

22

∂

dx
+ Γ2

22

∂

dy

]
= −et 1

y

∂

dy

= − ∂

dy
.
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Reemplazando en la igualdad anterior

Dα′(t)

dt
= et

∂

dy
− et ∂

dy
= 0.

De aqui α representa una geodésica de H2.

Se nota que si f es una isometŕıa de H2 y γ es una geodésica de H2, entonces

f(γ) es también una geodésica de H2. En efecto, si γ minimiza la distancia entre

dos puntos p y q cualesquiera de γ, como f preserva distancia entre los puntos y la

longitud de las curvas, entonces f(γ) minimiza tambien aa distancia entre los puntos

f(p) y f(q).

En H2 se tienen solamente dos tipos de geodésicas, como indica el siguiente

teorema.

Teorema 2.2.20. Por dos puntos de H2 pasa una y sólo una geodésica. Más aún las

únicas geodésicas de H2 son las semirectas verticales y los semićırculos ortogonales

al eje real (Earp and Toubiana, 2009, p. 62).

2.2.4. Curvaturas

En la presente sección se introduce el concepto de curvatura, Do Carmo

(2011) indica que “la curvatura intuitivamente, mide el cuánto una variedad rieman-

niana deja de ser euclidiana” (p. 99).

Definición 2.2.21. La curvatura R de una variedad riemanniana M es una corres-

pondencia el cual asocia a cada par X, Y ∈ χ(M) una aplicación

R(X, Y ) : χ(M)→ χ(M) definida mediante

R(X, Y )Z = ∇Y∇XZ −∇X∇YZ +∇[X,Y ]Z,
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donde Z ∈ χ(M) y ∇ es la conexión riemanniana de M (Lee, 2006, p. 117).

Cuando M = Rn se observa que R(X, Y )Z = 0 donde X, Y, Z son campos vectoriales

en χ(Rn).

En efecto, sea el campo vectorial Z = (z1, . . . , zn) en coordenadas naturales

de Rn, luego se obtiene que

∇XZ = ∇X (z1, . . . , zn)

= (Xz1, . . . , Xzn)

De aqui

∇Y∇XZ = (Y Xz1, . . . , Y Xzn)

∇X∇YZ = (XY z1, . . . , XY zn)

lo que implica que

R(X, Y )Z = ∇Y∇XZ −∇X∇YZ +∇[X,Y ]Z

= 0

Por lo tanto podemos afirmar que R mide intuitivamente cuanto M deja ser

euclideana.

Para definir de otra manera la curvatura, consideramos un sistema de coor-

denadas {xi} en torno de p ∈M . Se cumple que

 ∂

∂xi
,
∂

∂xj

 = 0, luego

R

 ∂

∂xi
,
∂

∂xj

 ∂

∂xk
=

(
∇ ∂

∂xj

∇ ∂
∂xi

−∇ ∂
∂xi

∇ ∂
∂xj

) ∂

∂xk
,
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de aqui, se nota que la curvatura mide la no conmutatividad de la derivada cova-

riante.

En las siguientes proposiciones se exhiben propiedades sobre la curvatura.

Proposición 2.2.22. La curvatura R de una variedad riemanniana goza de las

siguientes propiedades:

1. R es bilineal en χ(M)× χ(M), es decir,

R (fX1 + gX2, Y1) = fR (X1, Y1) + gR (X2, Y1)

R (X1, fY1 + gY2) = fR (X1, Y1) + gR (X1, Y2)

f, g ∈ D(M), X1, X2, Y1, Y2 ∈ χ(M).

2. Para todo par X, Y ∈ χ(M) el operador curvatura R(X, Y ) : χ(M) → χ(M),

es lineal, esto es,

R(X, Y )(Z +W ) = R(X, Y )Z +R(X, Y )W,

R(X, Y )fZ = fR(X, Y )Z,

f ∈ D(M), Z,W ∈ χ(M) (Do Carmo, 2011, p. 100).

Su demostración se encuentra en Lee (2006).

Proposición 2.2.23 (Primera identidad de Bianchi). Sean X, Y, Z, T campos de

vectores, se cumple:

R(X, Y )Z +R(Y, Z)X +R(Z,X)Y = 0

(Do Carmo, 2011, p. 101).

En adelante, se escribirá por conveniencia 〈R(X, Y )Z, T 〉 = (X, Y, Z, T ).
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Proposición 2.2.24. Sean X, Y, Z, T campos de vectores, se cumplen:

1. (X, Y, Z, T ) + (Y, Z,X, T ) + (Z,X, Y, T ) = 0

2. (X, Y, Z, T ) = −(Y,X,Z, T )

3. (X, Y, Z, T ) = −(X, Y, T, Z)

4. (X, Y, Z, T ) = (Z, T,X, Y )

(Do Carmo, 2011, p. 102).

Ahora se escribe la curvatura R en un sistema de coordenadas (U,x) en torno

de p ∈M .

Se denota,
∂

∂xi
= Xi, luego

X =
∑
i

uiXi, Y =
∑
j

vjXj, Z =
∑
k

wkXk,

Sea la curvatura escrita de la forma

R(Xi, Xj)Xk =
∑
l

Rl
ijkXl.

DondeRl
ijk son las componentes de la curvaturaR en (U,x). Se obtiene por linealidad

de R,

R(X, Y )Z =
∑
i,j,k,l

Rl
ijku

ivjwkXl.

Ahora, a fin de determinar Rl
ijk en función a los simbolos de Christoffel Γkij,

se tiene,

R(Xi, Xj)Xk = ∇Xj∇XiXk −∇Xi∇XjXk

= ∇Xj

(∑
l

ΓlikXl

)
−∇Xi

(∑
l

ΓljkXl

)
,

34



Del ésto, resulta que

Rs
ijk =

∑
l

ΓlikΓ
s
jl −

∑
l

ΓljkΓ
s
il +

∂

∂xj
Γsik −

∂

∂xi
Γsjk.

Haciendo que

〈R(Xi, Xj)Xk, Xs〉 =
∑
l

Rl
ijkgls = Rijks

se puede reescribir las relaciones dadas en la proposición 2.2.24, de la siguiete manera:

Rijks +Rjkis +Rkijs = 0

Rijks = −Rjiks

Rijks = −Rijsk

Rijks = Rksij.

Un caso particular se puede considerar M = Rn con la métrica usual, como

los śımbolos de Christoffel son Γki,j = 0, ∀i, j, k, entonces Rl
ijk = 0, luego

R(X, Y )Z =
∑
i,j,k,l

Rl
ijku

ivjwkXl = 0.

Una expresión de la curvatura de H2 está dado de la siguiente manera:

Sea la variedad riemanniana M = H2 con la métrica riemanniana gij =
1

y2
δij.

Los śımbolos de Christoffel son:

Γ1
11 = Γ2

12 = Γ1
22 = 0, Γ2

11 =
1

y
, Γ1

12 = Γ2
22 = −

1

y
.
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La curvatura esta dado por:

R(X, Y )Z =
2∑

i,j,k=1

uivjwkR(Xi, Xj)Xk,

donde, X =
2∑
i=1

uiXi, Y =
2∑
j=1

vjXj, Z =
2∑

k=1

wkXk.

Luego,

R(Xi, Xj)Xk = ∇Xj(∇XiXk)−∇Xi(∇XjXk) +∇[Xi,Xj ]Xk

= ∇Xj(∇XiXk)−∇Xi(∇XjXk).

Se tiene los casos:

Si i = j, entonces

R(X1, X1)X1 = 0

R(X1, X1)X2 = 0

R(X2, X2)X1 = 0

R(X2, X2)X2 = 0.

Si i 6= j, entonces

R(X1, X2)X1 = ∇X2(∇X1X1)−∇X1(∇X2X1) = ∇X2(
1

y
X2)−∇X2(−

1

y
X1)

=
1

y
∇X2X2 −

∂

∂y
(
1

y
)X2 +

1

y
∇X1X1 −

∂

∂x
(−

1

y
)X1

= −
1

y2
X2 −

1

y2
X2 +

1

y2
X2

= −
1

y2
X2.
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Análogamente se tienen:

R(X1, X2)X2 =
1

y2
X1

R(X2, X1)X1 =
1

y2
X2

R(X2, X1)X2 = −
1

y2
X1.

Por lo tanto

R(X, Y )Z =
2∑

i,j,k=1

uivjwkR(Xi, Xj)Xk

= u1v1w1R(X1, X1)X1 + u1v1w2R(X1, X1)X2 + u1v2w1R(X1, X2)X1

+u2v1w1R(X2, X1)X1 + u1v2w2R(X1, X2)X2 + u2v1w2R(X2, X1)X2

+u2v2w1R(X2, X2)X1 + u2v2w2R(X2, X2)X2

= − 1

y2
u1v2w1X2 +

1

y2
u2v1w1X2 +

1

y2
u2v1w2X1 −

1

y2
u2v1w2X1

=
1

y2
w2(u1v2 − u2v1)X1 +

1

y2
w1(u2v1 − u1v2)X2

2.2.4.1. Curvatura Seccional

Existe una relación entre la curvatua seccional o riemanniana con el operador

curvatura.

Dado un espacio vectorial V , se usa la siguiente notación:

|x ∧ y| =
√
|x|2 |y|2 − 〈x, y〉2

el cual no es más que el área del paralelogramo determinado por los vectores x, y ∈ V .

Proposición 2.2.25. Sea σ ⊂ TpM un subespacio bidimensional del espacio tan-

37



gente TpM y sean x, y ∈ σ dos vectores linealmente independientes. Entonces

K(x, y) =
(x, y, x, y)

|x ∧ y|2

no depende de la elección de los vectores x, y ∈ σ (Do Carmo, 2011, p. 104).

A continuación se define curvatura seccional.

Definición 2.2.26 (curvatura seccional). Dado un punto p ∈ M y un subespacio

bidimensional σ ⊂ TpM el número real K(x, y) = K(σ), dado por

K(x, y) =
〈R(x, y)x, y〉

|x ∧ y|2

es llamado curvatura seccional de σ en p, donde {x, y} es una base cualquiera de σ

(Do Carmo, 2011, p. 105).

Ahora se calcula la curvatura seccional de H2, para lo cual se usa el modelo

del semiplano superior.

Se sabe que

Rs
ijk =

∑
l

ΓlikΓ
s
jl −

∑
l

ΓljkΓ
s
il +

∂

∂xj
Γsik −

∂

∂xi
Γsjk.

además los śımbolos de Christoffel son:

Γ1
11 = Γ2

12 = Γ1
22 = 0, Γ2

11 =
1

y
, Γ1

12 = Γ2
22 = −

1

y
.

Se puede escribir la curvatura seccional como:

K =
Rijij

giigjj
=

Rijij

1

y2

1

y2

= Rijijy
4.
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Se halla Rijij.

Rijij =
∑
l

Rl
ijiglj

= Rj
ijigjj

=
1

y2
Rj
iji

=
1

y2

∑
l

ΓliiΓ
j
jl −

∑
l

ΓljiΓ
j
il +

∂

∂xj
Γjii −

∂

∂xi
Γjji

 .

Si i = 1 y j = 2, se tiene:

R1212 =
1

y2

∑
l

Γl11Γ2
2l −

∑
l

Γl21Γ2
1l +

∂

∂y
Γ2

11 −
∂

∂x
Γ2

21


=

1

y2

Γ1
11Γ2

21 + Γ2
11Γ2

22 − Γ1
21Γ2

11 − Γ2
21Γ2

12 +
∂

∂y
Γ2

11 −
∂

∂x
Γ2

21


=

1

y2

0.(0) +
1

y
.(−

1

y
)− (−

1

y
).(

1

y
)− 0.(0) +

∂

∂y
(
1

y
)−

∂

∂x
(0)


=

1

y2
(−

1

y2
)

= −
1

y4
.

Luego, K = −1.
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Si i = 2 y j = 1, se tiene:

R2121 =
1

y2

∑
l

Γl22Γ1
1l −

∑
l

Γl12Γ1
2l +

∂

∂x
Γ1

22 −
∂

∂y
Γ1

12


=

1

y2

Γ1
22Γ1

11 + Γ2
22Γ1

12 − Γ1
12Γ1

21 − Γ2
12Γ1

22 +
∂

∂x
Γ1

22 −
∂

∂y
Γ1

12


=

1

y2

0.(0) + (−
1

y
).(−

1

y
)− (−

1

y
).(−

1

y
)− 0.(0) +

∂

∂x
(0)−

∂

∂y
(−

1

y
)


=

1

y2
(−

1

y2
)

= −
1

y4

luego, K = −1.

Entonces, H2 tiene curvatura seccional constante igual a −1.

2.2.5. Gradiente y Divergencia

Definición 2.2.27 (Gradiente). Sea M una variedad riemanniana y

sean X ∈ χ(M) y f ∈ D(M), se define el gradiente de f como el campo vecto-

rial ∇f en M dado por:

〈∇f(p), v〉 = dfp(v), donde p ∈M, v ∈ TpM

(Do Carmo, 2011, p. 93).

Se toma el sistema de coordenadas

{
∂

∂x1

,
∂

∂x2

, . . . ,
∂

∂xn

}
de TpM , para un i, sea
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v =
∂

∂xi
, se tiene: 〈

∇f(p),
∂

∂xi

〉
=
∂f

∂xi
(p) (2.6)

Como: ∇f(p) ∈ TpM

∇f(p) = a1
∂

∂x1

+ a2
∂

∂xn
+ . . . an

∂

∂xn

=
n∑
i=1

ai
∂

∂xi

luego, se tiene:

〈
∇f(p),

∂

∂xj

〉
=

〈
n∑
i=1

ai
∂

∂xi
,
∂

∂xj

〉

=
n∑
i=1

ai

〈
∂

∂xi
,
∂

∂xj

〉
=

n∑
i=1

aigij (2.7)

de (2.6) y (2.7):

∂f

∂xi
(p) =

n∑
i=1

aigij

por gkj:

gkj
∂f

∂xi
(p) = gkj

n∑
i=1

aigij

gkj
n∑
i=1

aigij = gkj
n∑
i=1

aigij

n∑
j=1

n∑
i=1

gkjgijai =
n∑
j=1

gkj
∂f

∂xi
(p) (2.8)

como:
n∑
i=1

(
gkjgij

)
= δki
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Se reemplaza en (2.8):

n∑
i=1

δkiai =
n∑
j=1

gkj
∂

∂xj
(p)

ak =
n∑
j=1

gkj
∂

∂xj
(p), k = 1, 2, . . . , n

por lo tanto:

∇f(p) =
n∑
i=1

ai
∂

∂xi

=
n∑

i,j=1

gij
∂

∂xj
(p)

∂

∂xi
(2.9)

Para la variedad M = Rn, se cumple que gij = δij de aqúı:

∇0f(p) =
n∑
i=1

∂f

∂xi
(p)ei

=

(
∂f

∂x1

,
∂f

∂x2

, . . . ,
∂f

∂xn

)
(p)

el cual representa al gradiente habitual de f en p de Rn

Ahora se define la divergencia.

Definición 2.2.28 (Divergencia). Sea M una variedad riemanniana. Da-

do un campo vectorial X ∈ χ(M). Definimos la divergencia de X como la función

div(X) : M → R dado por:

div(X) = traza (Y 7→ ∇YX)

donde: Y ∈ χ(M) y ∇ es la conexión riemanniana (Levi-Civita) de M (Do Carmo,

2011, p. 93).

Se nota que la div(X) no depende de Y .
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Ahora se halla la divergencia en términos de los simbolos de Christoffel.

En un sistema de coordenadas ϕ : U ⊆ Rn → M y una parametrización con

coordenadas (x1, x2, . . . , xn) ∈ U , se tiene

{
∂

∂xi
= Xi

}
con i = 1, 2, . . . , n base de

Tp(M), ∀p ∈ ϕ(U) ⊂M .

Sean, X =
n∑
i=1

aiXi e Y = Xj, de aqui, se calcula ∇YX.

∇YX = ∇Xj

(
n∑
i=1

aiXi

)

=
n∑
i=1

∇Xj (aiXi)

=
n∑
i=1

(
Xj (ai)Xi + ai∇XjXi

)

reemplazando ∇XjXi =
n∑
k=1

ΓkijXk en la anterior

∇YX =
n∑
i=1

(
Xj (ai)Xi + ai

n∑
k=1

ΓkijXk

)

=
n∑
i=1

Xj (ai)Xi +
n∑
i=1

n∑
k=1

aiΓ
k
ijXk

=
n∑
k=1

Xj (ak)Xk +
n∑
k=1

n∑
i=1

aiΓ
k
ijXk

=
n∑
k=1

(
Xj (ak) +

n∑
i=1

aiΓ
k
ij

)
Xk

o bien,

∇YX =
n∑
k=1

αjkXk

donde αjk = Xj (ak) +
n∑
i=1

aiΓ
k
ij.
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Luego, se tiene

div(X) = traza (y 7→ ∇YX)

=
n∑
i=1

αii

=
n∑
i=1

(
Xi(ai) +

n∑
j=1

ajΓ
i
ij

)

o también

div(X) =
n∑
i=1

(
∂ai
∂xi

+
n∑
j=1

ajΓ
i
ij

)
(2.10)

Si se tiene la variedad M = Rn, aqúı se cumple Γkij = 0 ,∀i, j, k = 1, 2, . . . , n;

∀X ∈ χ (Rn) se cumple:

div(X) =
n∑
i=1

∂ai
∂xi

=
∂a1

∂x1

+
∂a2

∂x2

+ · · ·+ ∂an
∂xn

donde X =
n∑
i=1

ai
∂

∂xi
=

n∑
i=1

aiei = (a1, a2, . . . , an) : Rn → Rn y div(X) : Rn → R,

el cual representa la divergencia usual en Rn.

2.3. El Espacio H2 ×R

Los resultados obtenidos al estudiar el espacio R3 = R2×R han dado lugar al

estudio del espacio producto H2 ×R, en este espacio se estudian propiedades como

geodésica, curvatura, entre otros. En esta sección se muestran algunos resultados

sobre dicho espacio H2 ×R.
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2.3.1. Métrica en H2 ×R

Sea un punto p = (x, y, t) del espacio H2 × R, sean a, b en Tp (H2 ×R) con

a = (u1, v1, t1), b = (u2, v2, t2), se recuerda que la métrica para H2 × R es definido

de la siguiente manera:

g(a, b) = 〈a, b〉H2×R

= 〈(u1, v1, t1), (u2, v2, t2)〉H2×R

= 〈(u1, v1), (u2, v2)〉H2 + t1t2

=
u1u2 + v1v2

y2
+ t1t2

Se considera la parametrización φ(x, y, t) = (x, y, t), y > 0 y la base asociada{
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂t

}
,
∂

∂x
= ∂x,

∂

∂y
= ∂y,

∂

∂t
= ∂t.

Con esto se calcula los gij de la métrica

G = (gij) =


1/y2 0 0

0 1/y2 0

0 0 1


también se puede calcular los gij de la métrica

G−1 =
(
gij
)

=


y2 0 0

0 y2 0

0 0 1
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2.3.2. Śımbolos de Christoffel en H2 ×R

Para calcular los śımbolos de Christoffel del espacio H2×R, se usa la ecuación

(2.3)

Γmij =
1

2

∑
k

{
∂

∂xi
gjk +

∂

∂xj
gki −

∂

∂xk
gij

}
gkm.

Se calcula los śımbolos de Christoffel

Γ1
11 =

1

2

3∑
k=1

{
∂

∂x1

g1k +
∂

∂x1

gk1 −
∂

∂xk
g11

}
gk1

=
1

2

{
∂

∂x1

g11 +
∂

∂x1

g11 −
∂

∂x1

g11

}
g11 +

1

2

{
∂

∂x1

g12 +
∂

∂x1

g21 −
∂

∂x2

g11

}
g21

+
1

2

{
∂

∂x1

g13 +
∂

∂x1

g31 −
∂

∂x3

g11

}
g31

=
1

2

{
∂

∂x1

g11

}
g11

=
1

2

{
∂

∂x

(
1

y2

)}
y2

= 0

Γ2
11 =

1

2

3∑
k=1

{
∂

∂x1

g1k +
∂

∂x1

gk1 −
∂

∂xk
g11

}
gk2

=
1

2

{
∂

∂x1

g11 +
∂

∂x1

g11 −
∂

∂x1

g11

}
g12 +

1

2

{
∂

∂x1

g12 +
∂

∂x1

g21 −
∂

∂x2

g11

}
g22

+
1

2

{
∂

∂x1

g13 +
∂

∂x1

g31 −
∂

∂x3

g11

}
g32

=
1

2

{
− ∂

∂x2

g11

}
g22

=
1

2

{
− ∂

∂y

(
1

y2

)}
y2

=
1

2

{
2

y3

}
y2

=
1

y
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Γ3
11 =

1

2

3∑
k=1

{
∂

∂x1

g1k +
∂

∂x1

gk1 −
∂

∂xk
g11

}
gk3

=
1

2

{
∂

∂x1

g11 +
∂

∂x1

g11 −
∂

∂x1

g11

}
g13 +

1

2

{
∂

∂x1

g12 +
∂

∂x1

g21 −
∂

∂x2

g11

}
g23

+
1

2

{
∂

∂x1

g13 +
∂

∂x1

g31 −
∂

∂x3

g11

}
g33

=
1

2

{
− ∂

∂x3

g11

}
g33

=
1

2

{
− ∂

∂t

(
1

y2

)}
1

= 0

Γ1
12 =

1

2

3∑
k=1

{
∂

∂x1

g2k +
∂

∂x2

gk1 −
∂

∂xk
g12

}
gk1

=
1

2

{
∂

∂x1

g21 +
∂

∂x2

g11 −
∂

∂x1

g12

}
g11 +

1

2

{
∂

∂x1

g22 +
∂

∂x2

g21 −
∂

∂x2

g12

}
g21

+
1

2

{
∂

∂x1

g23 +
∂

∂x2

g31 −
∂

∂x3

g12

}
g31

=
1

2

{
∂

∂x2

g11

}
g11

=
1

2

{
∂

∂y

(
1

y2

)}
y2

=
1

2

{
− 2

y3

}
y2

= −1

y
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Γ2
12 =

1

2

3∑
k=1

{
∂

∂x1

g2k +
∂

∂x2

gk1 −
∂

∂xk
g12

}
gk2

=
1

2

{
∂

∂x1

g21 +
∂

∂x2

g11 −
∂

∂x1

g12

}
g12 +

1

2

{
∂

∂x1

g22 +
∂

∂x2

g21 −
∂

∂x2

g12

}
g22

+
1

2

{
∂

∂x1

g23 +
∂

∂x2

g31 −
∂

∂x3

g12

}
g32

=
1

2

{
∂

∂x1

g22

}
g22

=
1

2

{
∂

∂x

(
1

y2

)}
y2

= 0

Γ3
12 =

1

2

3∑
k=1

{
∂

∂x1

g2k +
∂

∂x2

gk1 −
∂

∂xk
g12

}
gk3

=
1

2

{
∂

∂x1

g21 +
∂

∂x2

g11 −
∂

∂x1

g12

}
g13 +

1

2

{
∂

∂x1

g22 +
∂

∂x2

g21 −
∂

∂x2

g12

}
g23

+
1

2

{
∂

∂x1

g23 +
∂

∂x2

g31 −
∂

∂x3

g12

}
g33

= 0

Γ1
13 =

1

2

3∑
k=1

{
∂

∂x1

g3k +
∂

∂x3

gk1 −
∂

∂xk
g13

}
gk1

=
1

2

{
∂

∂x1

g31 +
∂

∂x3

g11 −
∂

∂x1

g13

}
g11 +

1

2

{
∂

∂x1

g32 +
∂

∂x3

g21 −
∂

∂x2

g13

}
g21

+
1

2

{
∂

∂x1

g33 +
∂

∂x3

g31 −
∂

∂x3

g13

}
g31

=
1

2

{
∂

∂x3

g11

}
g11

=
1

2

{
∂

∂t

(
1

y2

)}
y2

= 0
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Γ2
13 =

1

2

3∑
k=1

{
∂

∂x1

g3k +
∂

∂x3

gk1 −
∂

∂xk
g13

}
gk2

=
1

2

{
∂

∂x1

g31 +
∂

∂x3

g11 −
∂

∂x1

g13

}
g12 +

1

2

{
∂

∂x1

g32 +
∂

∂x3

g21 −
∂

∂x2

g13

}
g22

+
1

2

{
∂

∂x1

g33 +
∂

∂x3

g31 −
∂

∂x3

g13

}
g32

= 0

Γ3
13 =

1

2

3∑
k=1

{
∂

∂x1

g3k +
∂

∂x3

gk1 −
∂

∂xk
g13

}
gk3

=
1

2

{
∂

∂x1

g31 +
∂

∂x3

g11 −
∂

∂x1

g13

}
g13 +

1

2

{
∂

∂x1

g32 +
∂

∂x3

g21 −
∂

∂x2

g13

}
g23

+
1

2

{
∂

∂x1

g33 +
∂

∂x3

g31 −
∂

∂x3

g13

}
g33

=
1

2

{
∂

∂x1

g33

}
g33

=
1

2

{
∂

∂x
1

}
1

= 0

Γ1
21 =

1

2

3∑
k=1

{
∂

∂x2

g1k +
∂

∂x1

gk2 −
∂

∂xk
g21

}
gk1

=
1

2

{
∂

∂x2

g11 +
∂

∂x1

g12 −
∂

∂x1

g21

}
g11 +

1

2

{
∂

∂x2

g12 +
∂

∂x1

g22 −
∂

∂x2

g21

}
g21

+
1

2

{
∂

∂x2

g13 +
∂

∂x1

g32 −
∂

∂x3

g21

}
g31

=
1

2

{
∂

∂x2

g11

}
g11

=
1

2

{
∂

∂y

(
1

y2

)}
y2

=
1

2

{
− 2

y3

}
y2

= −1

y
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Γ2
21 =

1

2

3∑
k=1

{
∂

∂x2

g1k +
∂

∂x1

gk2 −
∂

∂xk
g21

}
gk2

=
1

2

{
∂

∂x2

g11 +
∂

∂x1

g12 −
∂

∂x1

g21

}
g12 +

1

2

{
∂

∂x2

g12 +
∂

∂x1

g22 −
∂

∂x2

g21

}
g22

+
1

2

{
∂

∂x2

g13 +
∂

∂x1

g32 −
∂

∂x3

g21

}
g32

=
1

2

{
∂

∂x1

g22

}
g22

=
1

2

{
∂

∂x

(
1

y2

)}
y2

= 0

Γ3
21 =

1

2

3∑
k=1

{
∂

∂x2

g1k +
∂

∂x1

gk2 −
∂

∂xk
g21

}
gk3

=
1

2

{
∂

∂x2

g11 +
∂

∂x1

g12 −
∂

∂x1

g21

}
g13 +

1

2

{
∂

∂x2

g12 +
∂

∂x1

g22 −
∂

∂x2

g21

}
g23

+
1

2

{
∂

∂x2

g13 +
∂

∂x1

g32 −
∂

∂x3

g21

}
g33

= 0

Γ1
22 =

1

2

3∑
k=1

{
∂

∂x2

g2k +
∂

∂x2

gk2 −
∂

∂xk
g22

}
gk1

=
1

2

{
∂

∂x2

g21 +
∂

∂x2

g12 −
∂

∂x1

g22

}
g11 +

1

2

{
∂

∂x2

g22 +
∂

∂x2

g22 −
∂

∂x2

g22

}
g21

+
1

2

{
∂

∂x2

g23 +
∂

∂x2

g32 −
∂

∂x3

g22

}
g31

=
1

2

{
− ∂

∂x1

g22

}
g11

=
1

2

{
− ∂

∂x

(
1

y2

)}
y2

= 0
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Γ2
22 =

1

2

3∑
k=1

{
∂

∂x2

g2k +
∂

∂x2

gk2 −
∂

∂xk
g22

}
gk2

=
1

2

{
∂

∂x2

g21 +
∂

∂x2

g12 −
∂

∂x1

g22

}
g12 +

1

2

{
∂

∂x2

g22 +
∂

∂x2

g22 −
∂

∂x2

g22

}
g22

+
1

2

{
∂

∂x2

g23 +
∂

∂x2

g32 −
∂

∂x3

g22

}
g32

=
1

2

{
∂

∂x2

g22

}
g22

=
1

2

{
∂

∂y

(
1

y2

)}
y2

=
1

2

{
− 2

y3

}
y2

= −1

y

Γ3
22 =

1

2

3∑
k=1

{
∂

∂x2

g2k +
∂

∂x2

gk2 −
∂

∂xk
g22

}
gk3

=
1

2

{
∂

∂x2

g21 +
∂

∂x2

g12 −
∂

∂x1

g22

}
g13 +

1

2

{
∂

∂x2

g22 +
∂

∂x2

g22 −
∂

∂x2

g22

}
g23

+
1

2

{
∂

∂x2

g23 +
∂

∂x2

g32 −
∂

∂x3

g22

}
g33

=
1

2

{
− ∂

∂x3

g22

}
g33

=
1

2

{
− ∂

∂t

(
1

y2

)}
1

= 0

Γ1
23 =

1

2

3∑
k=1

{
∂

∂x2

g3k +
∂

∂x3

gk2 −
∂

∂xk
g23

}
gk1

=
1

2

{
∂

∂x2

g31 +
∂

∂x3

g12 −
∂

∂x1

g23

}
g11 +

1

2

{
∂

∂x2

g32 +
∂

∂x3

g22 −
∂

∂x2

g23

}
g21

+
1

2

{
∂

∂x2

g33 +
∂

∂x3

g32 −
∂

∂x3

g23

}
g31

= 0
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Γ2
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=
1

2

{
∂

∂t

(
1

y2

)}
y2

= 0

Γ3
32 =

1

2

3∑
k=1

{
∂

∂x3

g2k +
∂

∂x2

gk3 −
∂

∂xk
g32

}
gk3

=
1

2

{
∂

∂x3

g21 +
∂

∂x2

g13 −
∂

∂x1

g32

}
g13 +

1

2

{
∂

∂x3

g22 +
∂

∂x2

g23 −
∂

∂x2

g32

}
g23

+
1

2

{
∂

∂x3

g23 +
∂

∂x2

g33 −
∂

∂x3

g32

}
g33

=
1

2

{
∂

∂x2

g33

}
g33

=
1

2

{
∂

∂y
1

}
1

= 0
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Γ1
33 =

1

2

3∑
k=1

{
∂

∂x3

g3k +
∂

∂x3

gk3 −
∂

∂xk
g33

}
gk1

=
1

2

{
∂

∂x3

g31 +
∂

∂x3

g13 −
∂

∂x1

g33

}
g11 +

1

2

{
∂

∂x3

g32 +
∂

∂x3

g23 −
∂

∂x2

g33

}
g21

+
1

2

{
∂

∂x3

g33 +
∂

∂x3

g33 −
∂

∂x3

g33

}
g31

=
1

2

{
− ∂

∂x1

g33

}
g11

=
1

2

{
− ∂

∂x
1

}
y2

= 0

Γ2
33 =

1

2

3∑
k=1

{
∂

∂x3

g3k +
∂

∂x3

gk3 −
∂

∂xk
g33

}
gk2

=
1

2

{
∂

∂x3

g31 +
∂

∂x3

g13 −
∂

∂x1

g33

}
g12 +

1

2

{
∂

∂x3

g32 +
∂

∂x3

g23 −
∂

∂x2

g33

}
g22

+
1

2

{
∂

∂x3

g33 +
∂

∂x3

g33 −
∂

∂x3

g33

}
g31

=
1

2

{
− ∂

∂x2

g33

}
g22

=
1

2

{
− ∂

∂y
1

}
y2

= 0
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Γ3
33 =

1

2

3∑
k=1

{
∂

∂x3

g3k +
∂

∂x3

gk3 −
∂

∂xk
g33

}
gk3

=
1

2

{
∂

∂x3

g31 +
∂

∂x3

g13 −
∂

∂x1

g33

}
g13 +

1

2

{
∂

∂x3

g32 +
∂

∂x3

g23 −
∂

∂x2

g33

}
g23

+
1

2

{
∂

∂x3

g33 +
∂

∂x3

g33 −
∂

∂x3

g33

}
g33

=
1

2

{
∂

∂x3

g33

}
g33

=
1

2

{
∂

∂t
1

}
1

= 0

En resumen,

Γ1
11 = Γ3

11 = Γ2
12 = Γ3

12 = Γ1
13 = Γ2

13 = Γ3
13 = Γ2

21 = Γ3
21 = Γ1

22 = Γ3
22 =

Γ1
23 = Γ2

23 = Γ3
23 = Γ1

31 = Γ2
31 = Γ3

31 = Γ1
32 = Γ2

32 = Γ3
32 = Γ1

33 = Γ2
33 = Γ3

33 = 0

Γ2
11 =

1

y

Γ1
12 = Γ1

21 = Γ2
22 = −1

y

2.3.3. Conexión en H2 ×R

Para hallar una expresión de la conexión de H2×R, con el modelo del semi-

plano superior en H2.

Se usa la notación X1 = ∂x, X2 = ∂y y X3 = ∂t, se consideran los campos:

X =
3∑
i=1

aiXi Y =
3∑
j=1

bjXj
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Por otro lado se tiene

∇XiXj =
3∑

k=1

ΓkijXk.

Reemplazando los śımbolos de Christoffel calculados anteriormente, se tiene:

∇X1X1 = Γ1
11X1 + Γ2

11X2 + Γ3
11X3

=
1

y
X2

∇X1X2 = Γ1
12X1 + Γ2

12X2 + Γ3
12X3

= −1

y
X1

∇X1X3 = Γ1
13X1 + Γ2

13X2 + Γ3
13X3

= 0

∇X2X1 = Γ1
21X1 + Γ2

21X2 + Γ3
21X3

= −1

y
X1

∇X2X2 = Γ1
22X1 + Γ2

22X2 + Γ3
22X3

= −1

y
X2

∇X2X3 = Γ1
23X1 + Γ2

23X2 + Γ3
23X3

= 0

∇X3X1 = Γ1
31X1 + Γ2

31X2 + Γ3
31X3

= 0

∇X3X2 = Γ1
32X1 + Γ2

32X2 + Γ3
32X3

= 0

∇X3X3 = Γ1
33X1 + Γ2

33X2 + Γ3
33X3

= 0
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Con estos resultados se calcula la conexión ∇XY .

∇XY = ∇a1X1+a2X2+a2X3Y

= a1∇X1Y + a2∇X2Y + a3∇X3Y (2.11)

Se calcula cada uno de los tres sumandos:

a1∇X1Y = a1∇X1(b1X1 + b2X2 + b3X3)

= a1∇X1b1X1 + a1∇X1b2X2 + a1∇X1b3X3

= a1
∂

∂x
b1X1 + a1b1∇X1X1 + a1

∂

∂x
b2X2 + a1b2∇X1X2 + a1

∂

∂x
b3X3 + a1b3∇X1X3

= a1
∂

∂x
b1X1 + a1b1

1

y
X2 + a1

∂

∂x
b2X2 − a1b2

1

y
X1 + a1

∂

∂x
b3X3

a2∇X2Y = a2∇X2(b1X1 + b2X2 + b3X3)

= a2∇X2b1X1 + a2∇X2b2X2 + a2∇X2b3X3

= a2
∂

∂y
b1X1 + a2b1∇X2X1 + a2

∂

∂y
b2X2 + a2b2∇X2X2 + a2

∂

∂y
b3X3 + a2b3∇X2X3

= a2
∂

∂y
b1X1 − a2b1

1

y
X1 + a2

∂

∂y
b2X2 − a2b2

1

y
X2 + a2

∂

∂y
b3X3

a3∇X3Y = a3∇X3(b1X1 + b2X2 + b3X3)

= a3∇X3b1X1 + a3∇X3b2X2 + a3∇X3b3X3

= a3
∂

∂t
b1X1 + a3b1∇X3X1 + a3

∂

∂t
b2X2 + a3b2∇X3X2 + a3

∂

∂t
b3X3 + a3b3∇X3X3

= a3
∂

∂t
b1X1 + a3

∂

∂t
b2X2 + a3

∂

∂t
b3X3
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Reemplazando en (2.11), se tiene:

∇XY =

{
a1

∂

∂x
b1 − a1b2

1

y
+ a2

∂

∂y
b1 − a2b1

1

y
+ a3

∂

∂t
b1

}
X1

+

{
a1b1

1

y
+ a1

∂

∂x
b2 + a2

∂

∂y
b2 − a2b2

1

y
+ a3

∂

∂t
b2

}
X2

+

{
a1

∂

∂x
b3 + a2

∂

∂y
b3 + a3

∂

∂t
b3

}
X3.

2.3.4. Geodésicas en H2 ×R

En esta sección se hallan geodésicas en H2×R, a partir de las geodésicas en

H2, luego se muestra que las rectas verticales son geodésicas en H2 ×R.

Sea la curva α dada por α(t) = (x(t), y(t), t) en H2×R, donde (x(t), y(t)) es

una geodésica de H2, se muestra que α es una geodésica en H2 ×R.

En efecto, se tiene: α′ = x′∂x + y′∂y + ∂t

Dα′

dt
= x′′∂x + x′

D

dt
∂x + y′′∂y + y′

D

dt
∂y +

D

dt
∂t

= x′′∂x + y′′∂y + x′
D

dt
∂x + y′

D

dt
∂y +

D

dt
∂t (2.12)

Ahora se calcula por separado los tres ultimos sumandos:

D

dt
∂x = ∇α′∂x = x′∇∂x∂x + y′∇∂y∂x +∇∂t∂x

= x′
1

y
∂y − y′

1

y
∂x
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D

dt
∂y = ∇α′∂y = x′∇∂x∂y + y′∇∂y∂y +∇∂t∂y

= −x′
1

y
∂x − y′

1

y
∂y

D

dt
∂t = 0.

Reemplazando y ordenando en (2.12), se tiene:

Dα′

dt
= x′′∂x + y′′∂y + x′

x′
y
∂y −

y′

y
∂x

+ y′

−x′
y
∂x −

y′

y
∂y


=

x′′ − 2
x′y′

y

 ∂x +

y′′ + (x′)2

y
−

(y′)2

y

 ∂y. (2.13)

Por otro lado, se sabe que una geodésica satisface el sistema de ecuaciones

diferenciales:

x′′k +
∑
i,j

x′ix
′
jΓ

k
i,j = 0.

Si: k = 1, y reemplazando los śımbolos de Christoffel calculados anteriormen-

te, se tiene:

x′′1 +
∑
i,j

x′ix
′
jΓ

1
i,j = 0

x′′ + (x′)
2

Γ1
11 + x′y′Γ1

12 + x′y′Γ1
21 + (y′)

2
Γ1

22 = 0

x′′ − 2
x′y′

y
= 0.

Si: k = 2. y reemplazando los śımbolos de Christoffel calculados anteriormen-

60



te, se tiene:

x′′2 +
∑
i,j

x′ix
′
jΓ

2
i,j = 0

y′′ + (x′)
2

Γ2
11 + x′y′Γ2

12 + x′y′Γ2
21 + (y′)

2
Γ2

22 = 0

y′′ +
(x′)2

y
−

(y′)2

y
= 0.

Reemplazando en (2.13), se tiene

D

dt
α′ = 0.

Entonces, α es un geodésica.

Ahora se muestra que las rectas de forma L : P0 + t(0, 0, 1) = α(t) son

geodésicas, para lo cual, α′(t) = (0, 0, 1) =
∂

∂t
= ∂t

De aqui:

Dα′

dt
=

D

dt
∂t

= ∇∂t∂t

= Γ1
33∂x + Γ2

33∂y + Γ3
33∂t

= 0.

Por lo tanto, la recta L es una geodésica en H2 ×R.
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2.3.5. Curvatura Seccional en H2 ×R

En esta sección se calcula la curvatura seccional en el espacio H2 ×R.

Para la cual, se tiene:

K =
Rijij

giigjj

donde

Rijij =
∑
l

Rl
ijiglj

= Rj
ijigjj

= gjj

∑
l

ΓliiΓ
j
jl −

∑
l

ΓljiΓ
j
il +

∂

∂xj
Γjii −

∂

∂xi
Γjji

 .

Reemplazando los śımbolos de Christoffel calculados anteriormente, para ca-

da caso:

Si i = 1 y j = 2, se tiene:

R1212 =
1

y2

Γ1
11Γ2

21 + Γ2
11Γ2

22 + Γ3
11Γ2

23 − Γ1
21Γ2

11 − Γ2
21Γ2

12 − Γ3
21Γ2

13 +
∂

∂y
Γ2

11 −
∂

∂x
Γ2

21


=

1

y2

0.(0) +
1

y
.

(
−1

y

)
+ 0.(0)−

(
−1

y

)
.

(
1

y

)
− 0.(0)− 0.(0)

+
∂

∂y

(
1

y

)
−

∂

∂x
(0)


= −

1

y4
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luego, K = −1.

Análogamente, calculamos la curvatura seccional para los otros valores de i y j:

Si i = 2 y j = 1 se tiene: R2121 = − 1

y4
. Luego, K = −1.

Si i = 1 y j = 3, se tiene: R1313 = 0. Luego K = 0.

Si i = 3 y j = 1, se tiene: R3131 = 0. Luego K = 0.

Si i = 2 y j = 3, se tiene: R2323 = 0. Luego K = 0.

Si i = 3 y j = 2, se tiene: R3232 = 0. Luego K = 0.

2.3.6. Curvatura Media y Curvatura de Gauss

Una propiedad importante de la curvatura media de las superficies es, si su

curvatura media es cero, a la superficie se le denomina superficie mı́nima. En la

presente sección se calcula la curvatura media en función de los coeficientes de la

segunda forma fundamental.

Para ello, se considera a S como una superficie con parametrización local

X : Ω ⊂ R2 → H2 ×R

(u1, u2) 7→ X(u1, u2)

Definición 2.3.1. Sea Ip la primera forma fundamental en Tp(S) de la superficie

S ⊂ H2 ×R la cual es una forma bilineal simétrica positiva dada por,

Ip(w) = 〈w,w〉p = |w|2 ≥ 0,
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donde p ∈ H2 ×R y w ∈ Tp(H2 ×R) (Do Carmo, 2011, p. 39).

En la parametrización X, se considera la base {Xu1 , Xu2}, se nota que el

vector w ∈ TpS es tangente a una curva parametrizada α(t) = X(u1(t), u2(t)), con

t ∈ (−ε, ε),

donde p = α(0) = X(u10 , u20), se tiene:

Ip(α
′(0)) = 〈α′(0), α′(0)〉p

= 〈Xu1u
′
1 +Xu2u

′
2, Xu1u

′
1 +Xu2u

′
2〉p

= 〈Xu1 , Xu1〉p (u′1)2 + 2 〈Xu1 , Xu2〉p u
′
1u
′
2 + 〈Xu2 , Xu2〉p (u′2)2

= g11(u′1)2 + 2g12u
′
1u
′
2 + g22(u′2)2

A los coeficientes gij = 〈Xi, Xj〉, dondeXi =
∂X

∂ui
, se les denomina coeficientes

de la primera forma fundamental en la base {Xu1 , Xu2}.

Dado N un vector normal unitario a la superficie S en p ∈ S, se define la

segunda forma fundamental.

Definición 2.3.2. Sea IIp la segunda forma fundamental en Tp(S) de la superficie

S ⊂ H2 ×R la cual es una forma bilineal simétrica dada por:

IIp(w) =
〈
−∇wN,w

〉
= 〈A(w), w〉 ,

donde p ∈ H2 × R, w ∈ TpS, N vector normal unitario a S y ∇ es la conexión

riemanniana (Do Carmo, 2011, p. 141).

Se denomina operador de Weingartein al operador A(w) = −∇wN .

En seguida se expresa la segunda forma fundamental IIp en la base {Xu1 , Xu2}
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asociada a la parametrización X, para lo cual se tiene:

IIp(α
′(0)) =

〈
−∇α′(0)N,α

′(0)
〉
p

=
〈
N,∇α′(0)α

′(0)
〉
p

=
〈
N,∇Xu1u

′
1+Xu2u

′
2
(Xu1u

′
1 +Xu2u

′
2)
〉
p

=
〈
N,∇Xu1

Xu1

〉
(u′1)2 + 2

〈
N,∇Xu2

Xu1

〉
u′1u

′
2 +

〈
N,∇Xu2

Xu2

〉
(u′2)2

= b11(u′1)2 + b12u
′
1u
′
2 + b22(u′2)2

Los coeficientes dados por:

bij =
〈
−∇Xui

N,Xuj

〉
=
〈
N,∇Xui

Xuj

〉
,

se les denomina los coeficientes de la segunda forma fundamental, donde ∇ es la

conexión riemanniana de H2 ×R y N es el vector normal unitario.

Se denota por B = (bij) a la matriz de la segunda forma fundamental.

Se observa que el operador A = −∇N es lineal y autoadjunto.

Definición 2.3.3. Se define la curvatura media H = H(N) y la curvatura de Gauss

extŕınseca Kext de S mediante

H(N) =
λ1 + λ2

2
=

traza A

2
y

Kext = λ1λ2 = det A,

Los autovalores λ1, λ2 de A, son llamados curvaturas principales. El vector curva-

tura media es definido mediante
−→
H = H(N) (Lee, 2006, p. 142)

En seguida se obtiene expresiones entre las curvaturas y los coeficientes de la

primera y segunda formas fundamentales.
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Se observa que ∇XuN y ∇XvN , donde u = u1 y v = u2 son tangentes,

−∇XuN = Nu = a11Xu + a21Xv

−∇XvN = Nv = a12Xu + a22Xv.

Entonces,

∇α′N = (a11Xu + a21Xv)u
′ + (a12Xu + a22Xv)v

′;

de aqui,

A

 u′

v′

 =

 a11 a12

a21 a22


 u′

v′

 .

Sobre la base {Xu, Xv}, la matriz (aij) representa el operador de Weingartein

A. Se observa que esta matriz no es necesariamente simétrica.

Por otra lado

−b12 = 〈Nu, Xv〉 = 〈a11Xu + a21Xv, Xv〉 = a11g12 + a21g22,

−b21 = 〈Nv, Xu〉 = 〈a12Xu + a22Xv, Xu〉 = a12g11 + a22g21,

−b11 = 〈Nu, Xu〉 = 〈a11Xu + a21Xv, Xu〉 = a11g11 + a21g21,

−b22 = 〈Nv, Xv〉 = 〈a12Xu + a22Xv, Xv〉 = a12g12 + a22g22,

esto se puede ser escrito es su forma matricial de la siguiente manera:

−

 b11 b12

b21 b22

 =

 a11 a21

a12 a22


 g11 g12

g21 g22


 a11 a21

a12 a22

 = −

 b11 b12

b21 b22


 g11 g12

g21 g22


−1
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donde  g11 g12

g21 g22


−1

=
1

g11g22 − g2
12

 g22 −g12

−g21 g11


de donde se puede deducir las expresiones de los coeficientes aij

a11 =
b12g12 − b11g22

g11g22 − g2
12

a12 =
b22g12 − b12g22

g11g22 − g2
12

a21 =
b11g12 − b12g11

g11g22 − g2
12

a22 =
b12g12 − b22g11

g11g22 − g2
12

.

Por lo tanto, se tiene:

H(N) =
1

2
traza (A) =

1

2

g11b22 + g22b11 − 2g12b12

g11g22 − g2
12

(2.14)

Kext = det (A) =
b11b22 − b2

12

g11g22 − g2
12

.

Luego, se tiene: g11 = g22 =
1

y2
.

Por lo tanto la curvatura media y la curvatura de Gauss están dadas por:

H =
1

2

1

y2
b22 +

1

y2
b11

1

y2

1

y2

=
y2

2
(b11 + b22)

Kext =
b11b22 − b2

12

1

y2

1

y2

= y4(b11b22 − b2
12).
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2.4. Marco Conceptual

En esta sección se presentan algunas definiciones que serán utilizados en el

desarrollo de la investigación.

Curvatura Media y Curvatura de Gauss: La curvatura media H y la curvatu-

ra de Gauss extŕınseca Kext de S estan dados por:

H =
λ1 + λ2

2
=
trazaA

2

Kext = λ1.λ2 = detA

los autovalores λ1 y λ2 del operador de Weingartein A, son llamados curvaturas

principales.

Espacio Hiperbólico: El semiespacio de R2 dado por

H2 = {(x, y) ∈ R2; y > 0}

es llamado espacio hiperbólico de dimensión 2.

Gráfico Vertical: Un gráfico vertical en H2 ×R es el conjunto:

Gr(f) = {(x, y, t) ∈ H2 ×R; (x, y) ∈ Ω, t = u(x, y)},

donde Ω es una abierto de H2 ×R y u : H2 → R es una función de clase C2.
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Caṕıtulo 3

Metodoloǵıa

3.1. Tipo y nivel de investigación

La presente investigación pertenece al tipo básico, puesto que según Avila

(2001), “está destinada a aportar un cuerpo organizado de conocimientos cient́ıficos”

basados en la geometŕıa riemanniana, la cual se caracteriza porque los resultados

sirven para profundizar e incrementar los conocimientos acerca de los gráficos ver-

ticales en el espacio H2 × R. Sumando a ello el autor indica que dicho tipo de

investigación se preocupa de recoger información de la realidad para enriquecer el

conocimiento teórico cient́ıfico, orientada al descubrimiento de principios y leyes en

el campo mencionado.

El enfoque de la presenta investigación es cualitativo puesto que según Sam-

pieri et al. (2014)“El enfoque cualitativo es recomendable cuando el tema del estudio

ha sido poco explorado o no se ha hecho investigación al respecto” (p. 358), es de

nivel descriptivo puesto que se recolecta información no numérica como definiciones

y propiedades importantes de la geometŕıa riemanniana, y por su naturaleza el dise-

ño es no experimental, según Sampieri et al. (2014) “se realizan sin la manipulación
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deliberada de variables y en los que sólo se observan los fenómenos en su ambiente

natural para analizarlos” (p. 154).

3.2. Unidad de análisis

Según Sampieri et al. (2014), “la unidad de análisis es un segmento de conte-

nido textual, auditivo o visual que se analiza para generar categoŕıas” (p. 461). En

la presente investigación se estudia a los gráficos verticales en el espacio H2 ×R.

3.3. Técnica de recolección de información

Según Avila (2001), “es recomendable tener la garantia de obtener los datos

que necesite, y verificar el tipo de información disponible” (p. 125). Para la recolec-

ción de información se usó libros, tesis y art́ıculos que están relacionados al tema de

investigación.
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Caṕıtulo 4

Gráficos Verticales en H2 ×R

4.1. Gráficos verticales

En la presente sección se estudia los gráficos verticales en H2 × R, dando

ejemplos de gráficos verticales, se muestra algunas propiedades las cuales serán útiles

para la demostración del teorema final.

Definición 4.1.1. Un gráfico vertical en H2 ×R es un conjunto dado por

Gr(u) = {(x, y, t) ∈ H2 ×R : (x, y) ∈ Ω ⊂ H2 y t = u(x, y)},

donde Ω es un abierto de H2 y u : H2 → R es una función de clase C2 (Elbert et al.,

2012, p. 1180).

Se halla una expresión para la curvatura media de una superficie dada por un

gráfico vertical que está parametrizada porX(x, y) = (x, y, u(x, y)), donde (x, y) ∈ Ω

y u es una función de clase C2.

Para lo cual, se calcula los coeficientes de la primera y segunda forma funda-

mental.
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Se tienen las derivadas parciales:

Xx(x, y) = (1, 0, ux(x, y)), Xy(x, y) = (0, 1, uy(x, y)).

Por lo que los coeficientes de la primera forma fundamental están dados por:

g11 = 〈Xx, Xx〉 =
1

y2
+ u2

x

g12 = g21 = 〈Xx, Xy〉 = uxuy

g22 = 〈Xy, Xy〉 =
1

y2
+ u2

y.

Antes de calcular los coeficientes de la segunda forma fundamental, se necesita el

vector normal unitario a la superficie. Para lo cual, sea N̄ = (N1, N2, N3), un vector

normal a la superficie, entonces se tiene:

〈
N̄ ,Xx

〉
= 0

〈(N1, N2, N3), (1, 0, ux)〉 = 0

1

y2
N1 +N3ux = 0

⇒ N1 = −y2N3ux

〈
N̄ ,Xy

〉
= 0

〈(N1, N2, N3), (0, 1, uy)〉 = 0

1

y2
N2 +N3uy = 0

⇒ N2 = −y2N3uy.

De aqúı, resulta que

N̄ = (−y2N3ux,−y2N3uy, N3).
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También

|N̄ |2 =
〈
N̄ , N̄

〉
=

〈
(−y2N3ux,−y2N3uy, N3), (−y2N3ux,−y2N3uy, N3)

〉
=

1

y2
(y4N2

3u
2
x + y4N2

3u
2
y) +N2

3

= N2
3 y

2

(
u2
x + u2

y +
1

y2

)
⇒ |N̄ | = N3y

(
u2
x + u2

y +
1

y2

)1/2

= N3(y2u2
x + y2u2

y + 1)1/2.

Entonces el vector unitario normal a la superficie está dado por:

N =
N̄

|N̄ |
=

(−y2ux,−y2uy, 1)

(y2u2
x + y2u2

y + 1)1/2
(4.1)

Ahora, para calcular los coeficientes de la segunda forma fundamental, se

tiene:

∇XxXx = ∇∂x+ux∂t(∂x + ux∂t)

= ∇∂x(∂x + ux∂t) + ux∇∂t(∂x + ux∂t)

= ∇∂x∂x + ux∇∂x∂t +
∂

∂x
ux∂t

=
1

y
∂y + uxx∂t
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∇XxXy = ∇∂x+ux∂t(∂y + uy∂t)

= ∇∂x(∂y + uy∂t) + ux∇∂t(∂y + uy∂t)

= ∇∂x∂y + uy∇∂x∂t +
∂

∂x
uy∂t

= −1

y
∂x + uxy∂t

∇XyXy = ∇∂y+uy∂t(∂y + uy∂t)

= ∇∂y(∂y + uy∂t) + uy∇∂t(∂y + uy∂t)

= ∇∂y∂y + uy∇∂y∂t +
∂

∂y
uy∂t

= −1

y
∂y + uyy∂t.

los cuales reemplazando a las expresiones de los coeficientes de la segunda forma

fundamental, se tiene

b11 = 〈N,∇XxXx〉

=

〈(
(−y2ux,−y2uy, 1)

(y2u2
x + y2u2

y + 1)1/2

)
,

(
0,

1

y
, uxx

)〉
=

1

(y2u2
x + y2u2

y + 1)1/2

[
1

y2

(
−y2uy

)(1

y

)
+ uxx

]
=

1

(y2u2
x + y2u2

y + 1)1/2

(
−uy
y

+ uxx

)
=

−uy + yuxx
y(y2u2

x + y2u2
y + 1)1/2

b12 = 〈N,∇XxXy〉

=

〈(
(−y2ux,−y2uy, 1)

(y2u2
x + y2u2

y + 1)1/2

)
,

(
−1

y
, 0, uxy

)〉
=

1

(y2u2
x + y2u2

y + 1)1/2

[
1

y2

(
−y2ux

)(
−1

y

)
+ uxy

]
=

1

(y2u2
x + y2u2

y + 1)1/2

(
ux
y

+ uxy

)
=

ux + yuxy
y(y2u2

x + y2u2
y + 1)1/2
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b22 =
〈
N,∇XyXy

〉
=

〈(
(−y2ux,−y2uy, 1)

(y2u2
x + y2u2

y + 1)1/2

)
,

(
0,−1

y
, uyy

)〉
=

1

(y2u2
x + y2u2

y + 1)1/2

[
1

y2

(
−y2uy

)(
−1

y

)
+ uyy

]
=

1

(y2u2
x + y2u2

y + 1)1/2

(
uy
y

+ uyy

)
=

uy + yuyy
y(y2u2

x + y2u2
y + 1)1/2

.

Como la curvatura media en términos de los coeficientes de la primera y segunda

formas fundamentales mostrada en (2.14) está dada por:

H =
1

2

g11b22 + g22b11 − 2g12b12

g11g22 − g2
12

Se halla

g11b22 =
1

y2
(1 + y2u2

x)
uy + yuyy

y(y2u2
x + y2u2

y + 1)1/2

=
y(1 + y2u2

x)uyy + uy + y2u2
xuy

y3(y2u2
x + y2u2

y + 1)1/2
,

g22b11 =
1

y2
(1 + y2u2

y)
−uy + yuxx

y(y2u2
x + y2u2

y + 1)1/2

=
y(1 + y2u2

y)uxx − uy − y2u3
y

y3(y2u2
x + y2u2

y + 1)1/2
,
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−2g12b12 = −2uxuy
ux + yuxy

y(y2u2
x + y2u2

y + 1)1/2

=
−2y2u2

xuy − 2y3uxuyuxy
y3(y2u2

x + y2u2
y + 1)1/2

,

g11g22 − g2
12 =

1

y2
(1 + y2u2

x)
1

y2
(1 + y2u2

y)− u2
xu

2
y

=
1

y4
(1 + y2(u2

x + u2
y) + y4u2

xu
2
y)− u2

xu
2
y

=
1

y4

(
1 + y2u2

x + y2 + u2
y

)
.

Reemplazando estas relaciones, tenemos:

2H =

y(1 + y2u2
x)uyy + y2u2

xuy + y(1 + y2u2
y)uxx − y2u3

y − 2y2u2
xuy − 2y3uxuyuxy

y3(y2u2
x + y2u2

y + 1)1/2

1

y4

(
1 + y2u2

x + y2u2
y

)
=

y2((1 + y2u2
x)uyy + (1 + y2u2

y)uxx − (u2
x + u2

y)yuy − 2y2uxuyuxy)(
1 + y2u2

x + y2u2
y

)3/2
. (4.2)

Para un caso en particular, sea la superficie t = x2 + y2, y > 0, se calcula su

curvatura media, el cual está dada por la relación (4.2).

Sea u(x, y) = x2 + 2y2, y > 0, el gráfico vertical.

donde ux = 2x, uy = 4y, uxx = 2, uxy = uyx = 0, uyy = 4.

El cual al reemplazar en la ecuación (4.2), se tiene

2H =
y2(4(1 + 4x2y2) + 2(1 + 16y4)− (4x2 + 16y2)4y2 − 2y2(2x)(2y)(0))

(1 + 4x2y2 + 16y4)3/2

=
y2(4 + 16x2y2 + 2 + 32y4 − 16x2y2 − 64y4)

(1 + 4y2(x2 + 4y2))3/2

=
2y2(3− 16y4)

(1 + 4y2(x2 + 4y2))3/2
.

Entonces, la curvatura media del gráfico vertical dado por:
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u(x, y) = x2 + 2y2, y > 0, es:

H =
y2(3− 16y4)

(1 + 4y2(x2 + 4y2))3/2
.

Ahora se relaciona la curvatura media con el divergencia, es decir:

Proposición 4.1.2. Para un gráfico vertical Gr(u) de u en H2 ×R con curvatura

media H constante y N = −∇Hu
Wu

+
1

Wu

∂

∂t
campo de vectores unitarios normales,

con Wu =
√

1 + |∇Hu|2H siendo | · |H la norma en H2 × {0}, se cumple:

divH

(
∇Hu
Wu

)
= 2H (4.3)

donde divH, ∇H son la divergencia hiperbólica y gradiente hiperbólico respectiva-

mente (Elbert et al., 2012, p. 1180).

Antes de demostrar la proposición 4.1.2, se verifica lo siguiente:

De la ecuación (2.9), se tiene:

∇Hu =
2∑

i,j=1

gij
∂u

∂xj

∂

∂xi

= y2∂u

∂x

∂

∂x1

+ y2∂u

∂y

∂

∂x2

= y2ux
∂

∂x1

+ y2uy
∂

∂x2

= y2 (ux, uy)

= y2∇0u

77



Luego:

|∇Hu|2H = 〈∇Hu,∇Hu〉H

=
〈
y2∇0u, y

2∇0u
〉
H

= y4 〈∇0u,∇0u〉H

= y4 〈∇0u,∇0u〉
y2

= y2 |∇0u|2

= y2
(
u2
x + u2

y

)
de aqui, Wu esta dado por:

Wu =

√
1 + |∇Hu|2H

=
√

1 + y2ux + y2uy

Ahora, de (4.1):

N =
N̄

|N̄ |
=

(−y2ux,−y2uy, 1)

(y2u2
x + y2u2

y + 1)1/2

= −y
2ux
Wu

∂

∂x
− y2uy

Wu

∂

∂y
+

1

Wu

∂

∂t

= − 1

Wu

(
y2ux

∂

∂x
+ y2uy

∂

∂y

)
+

1

Wu

∂

∂t

= −∇Hu
Wu

+
1

Wu

∂

∂t

Por otro lado, la divergencia hiperbólica divH(X) para un campo X dado por

X = a1
∂

∂x
+ a2

∂

∂y
, usando (2.10), tenemos:
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divH(X) =
2∑
i=1

(
∂ai
∂xi

+
2∑
j=1

ajΓ
i
ij

)

=
2∑
i=1

∂ai
∂xi

+
2∑
i=1

(
a1Γii1 + a2Γii2

)
=
∂a1

∂x
+
∂a2

∂y
+ a1

(
Γ1

11 + Γ2
21

)
+ a2

(
Γ1

12 + Γ2
22

)
reemplazando los simbolos de Christoffel hallados en (2.3):

Γ1
11 = Γ2

12 = Γ1
22 = 0, Γ2

11 =
1

y
, Γ1

12 = Γ2
22 = −1

y
.

divH(X) =
∂a1

∂x
+
∂a2

∂y
− 2

y
a2

= div(X)− 2

y
a2

donde div es la divergencia usual en R2.

Ahora se procede con la demostración de la proposición 4.1.2.

prueba de la proposición 4.1.2. Con lo anterior, se prueba la ecuación (4.3):

Para facilitar el cálculo se hace el siguiente cambio:

r =
√

1 + y2u2
x + y2u2

y

rx =
y2 (uxuxx + uyuyx)

r

ry =
y(u2

x + u2
y) + y2(uxuxy + uyuyy)

r
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divH

 ∇Hu√
1 + |∇Hu|2H

 = divH

(
y2 (ux, uy)

r

)

=
∂

∂x

(
y2ux
r

)
+

∂

∂y

(
y2uy
r

)
− 2

y

(
y2uy
r

)
=
y2 (ruxx − uxrx)

r2
+
r (y2uyy +���uy2y)− y2uyry

r2
−

�
�
�2yuy
r

=
y2

r3

(
r2uxx − uxrrx + r2uyy − uyrry

)
=
y2

r3
(
(
1 + y2u2

x + y2u2
y

)
uxx − uxy2 (uxuxx + uyuyx) +

+
(
1 + y2u2

x + y2u2
y

)
uyy − uy

(
y(u2

x + u2
y) + y2(uxuxy + uyuyy)

)
)

=
y2

r3
(
(

1 + y2u2
x +

�
��y2u2
y −�

��y2u2
y

)
uyy +

(
1 +�

��y2u2
x + y2u2

y −���u2
xy

2
)
uxx−

− y2uxuyuyx −
(
u2
x + u2

y

)
yuy − y2uxuyuxy

=
y2
(
(1 + y2u2

x)uyy +
(
1 + y2u2

y

)
uxx −

(
u2
x + u2

y

)
yuy − 2y2uxuyuxy

)(
1 + y2u2

x + y2u2
y

)3/2

por la ecuación (4.2):

divH

 ∇Hu√
1 + |∇Hu|2H

 = 2H

con lo que concluye la demostración.

Definición 4.1.3. Sea 0 < β < α ≤ 1. Se define la distancia horizontal entre Hα y

Hβ como la distancia entre Hα ∩ {t = 0} y Hβ ∩ {t = 0}, es decir, como el número

positivo rβ − rα = − ln
β

α
(Elbert et al., 2012, p. 1182).

La siguiente proposición garantiza que, para un n particular, la distancia

entre Hα∩{t = n} y Hβ ∩{t = n} es casi la misma que la distancia a la altura cero,

es decir, la distancia horizontal. El cual es un resultado importante para el barrier

en la demostración del teorema 4.1.11.

Proposición 4.1.4. Sea 0 < β < α ≤ 1. El radio de Hα ∩ {t = n} es denotado

por Rα y el radio de Hβ ∩ {t = n} por Rβ. Entonces, Rα ≈ 2 lnn + lnα y Rβ ≈

2 lnn+ ln β, para algún n, esto es, Rα−Rβ ≈ − ln
β

α
(Elbert et al., 2012, p. 1182).
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El objetivo es construir gráficos verticales que tengan curvatura media H =

1

2
en el espacio H2 × R sobre un dominio exterior en H2. Los extremos de estos

gráficos están dentro de dos superficies rotacionales. Este hecho sugiere que son

asintóticamente rotacionales.

Para lo cual se define la condición geométrica en la curva ĺımite. Sea r > 0,

definida por Cr el ćırculo hiperbólico centrado en el origen del radio r cuya curvatura

hiperbólica es coth r.

Definición 4.1.5. Sea Γ ⊂ H2 × {0} una curva de Jordan de clase C2 y sean b y

c dos números reales con 0 < b < c. Γ satisface la condición de los ćırculos (b, c)

cuando se tiene:

1. Γ está contenido en el anillo cuyo borde es Cc ∪ Cb.

2. La curvatura de Γ en cualquier punto está en el intervalo 〈coth c, coth b〉 (Elbert

et al., 2012, p. 1184)..

Se nota que si Γ satisface la condición de ćırculos (b, c), entonces se tiene que

para un p ∈ Γ existe una traslación hiperbólica de Cb y Cc con longitud menor que

c− b tal que Cb y Cc es tangente a Γ en p respectivamente.

Definición 4.1.6. Sea D un dominio acotado y sea E el gráfico de una función u

de clase C2 definida en el dominio exterior H2 × {0} \ D. Si u|∂D está acotado y

u(p)→ +∞ o u(p)→ −∞, cuando p se aproxima al borde asintótico de H2 × {0}.

Se denomina a E un gráfico vertical extremo (Elbert et al., 2012, p. 1184).

Definición 4.1.7. Sea E = Gr(u) un gráfico vertical extremo de curvatura media

H =
1

2
.

1. Se dice que E tiene crecimiento
1√
α

si el comportamiento asintótico de u es

el mismo que de uα.
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2. Se dice que E tiene crecimiento débil
1√
α

si existe una constante K tal que

|u− uα| < K (Elbert et al., 2012, p. 1184).

En lo posterior, Ω será un dominio abierto de H2 × {0}.

Sea u : Ω→ R una función de clase C2. Por la ecuación (4.3), el gráfico de u

tiene curvatura media H =
1

2
con respecto al campo vectorial normal si y solo si u

satisface

divH

(
∇Hu
Wu

)
= 1. (4.4)

Sea f : ∂Ω→ [0,+∞〉 una función cont́ınua. Se considera el problema de Dirichlet

P (Ω, f)


D(u) = divH

(
∇Hu
Wu

)
− 1 = 0 en Ω, u ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω̄),

u|∂Ω = f

Definición 4.1.8. Sea u y Ω mostrados anteriormente, se define una función con-

t́ınua MU(u) en Ω̄ por

MU(u) =

 u(x), si x ∈ Ω̄ \ U,

ũU(x), si x ∈ U.

se dice que u ∈ C0
(
Ω̄
)

es una subsolución (supersolución) del problema P (Ω, f) si

1. Para cada disco cerrado pequeño U ⊂ Ω, se tiene u ≤MU(u) (u ≥MU(u)),

2. u|∂Ω ≤ f (u|∂Ω ≥ f).

(Elbert et al., 2012, p. 1187).

Definición 4.1.9. Sea Ω un dominio acotado. Se dice que p ∈ ∂Ω admite un barrier

por el problema P (Ω, f) si existe una supersolución φ y una subsolución ϕ ambos

en C2(Ω) ∩ C0(Ω̄) tal que φ(p) = ϕ(p) = f(p) (Elbert et al., 2012, p. 1188).
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Proposición 4.1.10 (Proceso de Perron). Sea Ω ⊂ H2 × {0} un dominio y sea

f : ∂Ω→ R una función cont́ınua. Supongamos que el problema P (Ω, f) tiene una

supersolución φ. Sea

Sφ = {v| v es una subsolución de P (Ω, f) con v ≤ φ} .

Luego, se tiene:

1. Si Sφ 6= Φ, entonces la función u(x) = sup
v∈Sφ

v(x) es definido para cualquier

x ∈ Ω, es de clase C2 sobre Ω y satisface la ecuación (4.4).

2. Se Supone que Ω es acotado y que p ∈ ∂Ω admite un barrier para el problema

P (Ω, f). Entonces la solución u se extiende cont́ınuamente en p con u(p) =

f(p) (Elbert et al., 2012, p. 1188).

Con lo anterior, se enuncia el teorema principal del presente trabajo.

Teorema 4.1.11. Sea c el radio del ćırculo S ∪ {t = 1}. Sea Γ una curva cerrada

simple de clase C2 contenida en el disco H2 × {1} acotada por S ∪ {t = 1} y sea D

el dominio compacto acotado por la proyección de Γ en H2 × {0}. Supongamos que

para algún b con 2c < 3b, Γ satisface la condición de ćırculo (b, c). Entonces, para

algún α con ec−2b < α < e−c+b, existe un gráfico vertical completo definido sobre

Ω = H2 × {0} \D con contorno Γ, curvatura media H =
1

2
y crecimiento débil

1√
α

(Elbert et al., 2012, p. 1184).

Demostración. Según la proposición 4.1.10 con el objetivo de construir una sucesión

de superficies con curvatura media H =
1

2
, los cuales con el gráfico de una función

vn definida sobre un anillo Ωn cuyo borde interior es ∂Ω y borde exterior es el ćırculo

γn definidas a continuación. Los anillos Ωn completan Ω y la función vn toma valores

1 en ∂Ω y n en γn. Luego, cuando n tiende al infinito, se demuestra que la sucesión
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{vn} converge a una solución u del problema


divH

(
∇Hu
Wu

)
= 1 en H2 × {0} \ Ω,

u = 1 en ∂Ω

con el crecimiento débil deseado.

Se inicia construyendo el ćırculo γn, para lo cual se considera la superficie

Hβ con β = e−b. Por la proposición 4.1.4 para algún α > ec−2b, la superficie Hα

posee la siguiente propiedad: la distancia entre Hβ ∩ {t = n} y Hα ∩ {t = n} es

casi − ln β + lnα el cual es mayor que c − b, para algun n. Se denota por H̄β y

H̄α la traslación vertical hacia arriba de longitud 1 de la superficie Hβ ∩ {t ≥ 0} y

Hα ∩ {t ≥ 0} respectivamente. Se denota Γn = H̄α ∩ {t = n} y la proyección de Γn

sobre el plano t = 0 sea γn. La elección de α nos permite trasladar horizontalmente

H̄β por una distancia c− b, sin tocar Γn con H̄β ∩ {t = n}.

Sea fn : ∂Ωn → R definida por

fn(p) =

 1; si p ∈ ∂Ω,

0; si p ∈ γn.

Sea ūα la función cuya gráfica es H̄α el cuál es claramente una supersolución

del problema P (Ωn, fn).

Se considera la siguiente función:

vn(x) = sup {v(x)| v es una subsolución de P (Ωn, fn) con v ≤ ūα} . (4.5)

Como la función u1 cuya gráfica es S, es una subsolución de P (Ωn, fn), u1 ≤ ūα, el

conjunto dado en (4.5) es no vaćıo (ver figura 4.1). Por (1) de la proposición (4.1.10),
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se concluye que vn está bien definida y satisface

divH

(
∇Hvn
Wvn

)
= 1 sobre Ωn.

Figura 4.1
Existencia del gráfico vertical

Mn

H

S

Γn

t=n

γ n
r β α  

r   α r   β

H α
β

Γ
 t = 1

D

Nota: Adaptado de “Existence of vertical ends of mean curvature 1/2 in H2 ×R”
(p. 1189), por Elbert et al, 2012, Transactions of the american mathematical
society, 364 (3).

Se puede afirmar que para cada p ∈ ∂Ω y n suficientemente grande, Se

puede construir un barrier en p, es decir, una subsolución hp y una supersolución

Hp de P (Ωn, fn) tal que hp(p) = Hp(p) = 1. En efecto, en vista de la proposición

4.1.4 y la desigualdad α < e−c+b, se puede mover S horizontalmente hasta que la

curva S ∩ {t = 1} sea tangente a Γ en el punto (p, 1) sin tocar Γn. De este modo,

se obtiene la subsolución hp de P (Ωn, fn). Como se ha señalado anteriormente, se

puede trasladar H̄β horizontalmente hasta que toque Γ en (p, 1) sin tocar Γn. El

gráfico aśı obtenido proporciona una supersolución Hp de P (Ωn, fn). Entonces, por
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(2) de la proposición (4.1.10), vv se extiende cont́ınuamente en p con vn(p) = 1.

Ahora se construye una supersolución y una subsolución para probar que vn

se extiende cont́ınuamente a cualquier punto de p ∈ γn. En el plano horizontal t = n

se obtiene la supersolución. Para la subsolución, debido al comportamiento asintótico

de S, se hace una adecuada traslación hacia abajo de S y luego se traslada horizontal-

mente hasta que toque Γn en (p, n). En efecto, trasladamos hacia abajo S mediante

una constante C(n). Dado que S representa el gráfico de u1(ρ) = 2 cosh (ρ/2), la

superficie trasladada S̃ viene dado por la gráfica de 2 cosh (ρ/2)−C(n). Sea ρ(s) el

radio del ćırculo S̃∩{t = s}. La función ρ(s) es estrictamente creciente en s ∈ [1, n].

Además, por la proposición 4.1.4, para n suficientemente grande,

ρ(n)− ρ(1) ≈ 2 ln

1 +
n

C(n)

1 +
1

C(n)

Si elegimos C(n) tal que ĺım
n→∞

n

C(n)
= 0, entonces, ĺım

n→∞
ρ(n) − ρ(1) = 0.

Esto es, S̃ ∩ {1 ≤ t ≤ n} es casi un cilindro vertical. Luego, por (2) de la proposi-

ción (4.1.10), vn se extiende cont́ınuamente en algún p ∈ γn, con vn(p) = n. Para

n lo cufientemente grande, la sucesión {vn} esta uniformemente acotado superior-

mente por Hp e inferiormente por hp, para cualquier p ∈ ∂Ω (ver Simon (1977) y

Spruck (2007)). Luego, {vn} en un subconjunto compacto de Ω. Gracias al teorema

Ascoli-Arzelà, en un conjunto compacto con la topoloǵıa C2 una subsucesión de {vn}

converge uniformemente a una solución u de la ecuación D(u) = 0 en Ω.

Además, para algún q ∈ Ω,

hp(q) ≤ u(q) ≤ Hp(q). (4.6)

Ahora, se asume que q sea p ∈ ∂Ω en (4.6), se obtiene u(p) = 1 y u ∈
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C2(Ω) ∩ C0(Ω).

Por último se muestra la propiedad de crecimiento para la solución u. Sea Γα

la intersección de H̄α con el cilindro Γ×R. Se traslada H̄α hasta que Γα esté debajo

de Γ. De aqui, se tiene que para cada n, la traslación de H̄α brinda una subsolución

de P (Ωn, fn), el cual nos indica que está por debajo de la gráfica de vn más aún por

debajo de la gráfica de u.
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Conclusiones

Dados los números reales positivos b y c con 2c < 3b, para algún número real α

con ec−2b < α < e−c+b, existe un gráfico vertical completo en el espacio H2×R

definido sobre el dominio exterior de H2 × {0} con curvatura media H =
1

2
y

crecimiento débil
1√
α

mostrado en el teorema 4.1.11.

Todas las propiedades de métrica, conexión, geodésica, gradiente, divergencia y

curvatura dadas sobre una variedad riemanniana M , se pueden también hallar

los mismos sobre el espacio H2×R, las cuales ayudan a resolver problemas de

gráficos verticales en el espacio H2 × R como las que tienen curvatura media

constante H = 1
2
.

La ecuación diferencial parcial de segundo orden obtenida en (4.2):

2H =
y2((1 + y2u2

x)uyy + (1 + y2u2
y)uxx − (u2

x + u2
y)yuy − 2y2uxuyuxy)(

1 + y2u2
x + y2u2

y

)3/2

y por la relación dada en la proposición 4.1.2:

divH

(
∇Hu
Wu

)
= 2H

se demuestra la relación entre la divergencia de gráficos verticales con su cur-

vatura media.

88



Recomendaciones y Sugerencias

El espacio ambiente en este trabajo es la variedad H2 × R. Se recomienda

estudiar en la variedad M2 × R donde M2 es una variedad riemanniana de

dimensión 2.

Para el estudio del espacio H2 × R, se recomienda leer conceptos básicos de

geometŕıa de la aplicación de Gauss, geometŕıa intŕınseca de superficies, va-

riedades diferenciales, campos vectoriales y corchetes de Lie; a fin de que el

lector no tenga dificultad en entender el presente trabajo.

Para demostrar que existe una relación entre la divergencia y curvatura media

en el espacio H2 ×R se ha usado la fórmula de curvatura media que envuelve

una ecuación diferencial parcial de segundo orden, se recomienda demostrar

una relación análoga en el espacio M2×R utilizando los operadores laplaciano

y hessiano.
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