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POLINOMIOS

PRESENTADO POR:

Br. WERNER RENAN SALAZAR CALLA

PARA OPTAR AL TÍTULO PROFESIONAL
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DE DICKSON Y BASES DE GRÖBNER EN IDEALES DE POLINOMIOS” con el fin de Optar al Tı́tulo
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Resumen

El conjunto de polinomios en las n variables x1, x2, · · · , xn que pertenecen a un cuerpo K dado

y con coeficientes en el mismo cuerpo tiene estructura de anillo y, como en todo anillo, se pueden

encontrar subconjuntos I llamados ideales. Los términos de un polinomio pueden ordenarse de manera

creciente o decreciente, para esto es necesario introducir una noción de orden dentro del conjunto

de monomios en las n variables, al cual se nombrará orden monomial; y con este orden se puede

encontrar el elemento “más pequeño” de un conjunto de monomios, el cual se conoce como monomio

minimal. Por el lema de Dickson es posible mostrar que todo ideal monomial del anillo de polinomios es

finitamente generado. Con estos conceptos asimilados se da a conocer lo que es una base de Gröbner

de un ideal I del anillo de polinomios respecto a algún orden monomial dado. El trabajo concluye en

que existen bases de Gröbner para todo ideal I de Sn gracias al lema de Dickson. Además, se prueba

la existencia de bases de Gröbner mı́nimas, y la existencia y unicidad de bases de Gröbner reducidas;

que siguen siendo bases de Gröbner, solo que con algunas particularidades.

Palabras clave: Ideales, monomios minimales, lema de Dickson, órdenes monomiales, bases de

Gröbner.

vi



Abstract

The set of polynomials in the n variables x1, x2, · · · , xn that belong to a given field K and with

coefficients in the same field has a ring structure and, as in every ring, it is possible find subsets I

called ideals. The terms of a polynomial can be ordered in an increasing or decreasing manner. For this

it is necessary to introduce a notion of order inside the set of monomials in the n variables, which will be

called monomial order; and with this order it is possible find the “smallest” element of a set of monomials,

which is known as a minimal monomial. Thanks to Dickson’s lemma it is possible to show that every

monomial ideal of the ring of polynomials is finitely generated. With these concepts assimilated, what is

a Gröbner basis of an ideal I of the ring of polynomials with respect to some given monomial order is

revealed. The work concludes showing that in every ideal I of Sn there are Gröbner bases. Furthermore,

the existence of minimal Gröbner bases, and the existence and uniqueness of reduced Gröbner bases,

are proven; which are still Gröbner bases, with some particularities.

Keywords: Ideals, minimal monomials, Dickson’s lemma, monomial order, Gröbner Bases.
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Introducción

Del mismo modo que un subconjunto no vacı́o B de un K-espacio vectorial V se dice base cuando

B genera V y además sus elementos son linealmente independientes, una base de Gröbner de un

ideal de polinomios I es un subconjunto finito no vacı́o de I que genera I y que además posee cierta

caracterı́stica que se mostrará posteriormente.

Ya conocida la definición de base de Gröbner de un ideal I y sabiendo que dicha base está deter-

minada por el ideal lı́der de I es natural preguntarse: ¿todo ideal I del anillo de polinomios posee una

base de Gröbner? El objetivo principal de este trabajo es responder a esta interrogante usando el lema

de Dickson, ya que este implica que el ideal lı́der de I es finitamente generado. Para esto, previamente,

se introducen los conceptos de monomio minimal y orden monomial, ya que sin estos es imposible

definir lo que es una base de Gröbner. Por consiguiente, antes de cumplir con el objetivo principal de

la investigación se tiene que garantizar que siempre es posible encontrar monomios minimales en un

conjunto de monomios del anillo de polinomios y también hallar órdenes monomiales en dicho anillo,

estos son los objetivos especı́ficos de la investigación.

El presente trabajo inicia con el Capı́tulo I, en este se da a conocer el planteamiento del proble-

ma; es decir, la situación problemática, los problemas y objetivos de la investigación, antecedentes, y

demás. Seguidamente, en el Capı́tulo II se encuentra el marco teórico; es aquı́ donde se presentan las

definiciones, notaciones y proposiciones más básicas para comprender este trabajo, tales como la de

anillo, ideal, relación de orden, etc. Posteriormente, el Capı́tulo III se dedica exclusivamente a lograr

los objetivos de la investigación, dando las definiciones necesarias y demostrando los resultados más

importantes, tales como el “Lema de Dickson”, “Ideal finitamente generado”, “Orden monomial”, y otros.

Finalmente, se dan a conocer las conclusiones de la investigación.

viii



Capı́tulo I

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

1.1. Situación problemática

El conjunto de polinomios en n variables con coeficientes en un determinado cuerpo K junto con

las operaciones usuales de la adición y la multiplicación de polinomios tiene estructura de anillo y se le

conoce como anillo polinomial en n variables sobre el cuerpo K. En este anillo, como en cualquier otro,

es posible encontrar sub estructuras algebraicas llamados ideales. Sea I un ideal no vacı́o del anillo

polinomial en n variables, una base de Gröbner de I respecto a un orden monomial es un subconjunto

finito no vacı́o de I que verifica ciertas propiedades. El lema de Dickson lleva implı́cito que todo ideal

monomial del anillo de polinomios es finitamente generado, ¿existirá alguna relación entre dicho lema

y la existencia de las bases de Gröbner? Considerando dicha pregunta como principal problemática se

procederá a realizar la investigación.

1.2. Formulación del problema

1.2.1. Problema general

¿Es posible demostrar la existencia de bases de Gröbner en ideales de polinomios mediante el

lema de Dickson?

1.2.2. Problemas especı́ficos

¿Existen monomios minimales en subconjuntos de monomios de n variables?

¿Existen ordenes monomiales en el anillo polinomial de n variables?

1.3. Justificación de la investigación

Existen algunas aplicaciones de las bases de Gröbner tales como la solución de sudoku (Marcavillaca,

2019) u la optimización restringida a un sistema polinomial (Bances et al., 2014). Antes de compren-

der o elaborar nuevas aplicaciones de las bases de Gröbner es necesario estudiar qué es una Base
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de Gröbner, bajo qué condiciones existen y qué propiedades verifican, es por esto que se desarrolla

el presente trabajo. Este es un comienzo a futuras investigaciones más complejas y elaboradas en el

campo del álgebra conmutativa y, en especı́fico, las aplicaciones de las bases de Gröbner.

1.4. Objetivos de la investigación

1.4.1. Objetivo general

Demostrar que existen bases de Gröbner en ideales de polinomios mediante el lema del Dickson

1.4.2. Objetivos especı́ficos

Demostrar la existencia de monomios minimales en subconjuntos de monomios de n variables

Demostrar la existencia de órdenes monomiales en el anillo polinomial de n variables

1.5. Antecedentes empı́ricos de la investigación

1.5.1. Antecedentes internacionales

Chambi J. (2010), de la Universidad Mayor de San Andrés, presenta el trabajo Teorema de las bases

de Grobner con el objetivo principal de desarrollar los teoremas de Orden Monomiales para polinomios

de n-variables, el Teorema de las Bases de Gröbner y ver la optimización de Bruno Buchberger sobre

tal teorema de Gröbner.

Garcı́a J. (2020), de la Universidad Politécnica de Madrid, realiza el trabajo Bases de Gröbner y

Aplicaciones con el objetivo de estudiar las Bases de Gröbner, para ello realiza una aproximación

matemática desde los conceptos más fundamentales hasta conocer algunas de sus aplicaciones.

Sola V. (2019), de la Universidad de El Salvador presenta el trabajo INTRODUCCIÓN A BASES

ESTÁNDAR Y ALGUNAS APLICACIONES. Su objetivo principal es exponer detalladamente un estudio

introductorio a las bases estándar (de Gröbner) de ideales, demostrando las principales propiedades

y algoritmos que permiten estudiar la teorı́a de ideales desde una perspectiva computacional; y cuyos

objetivos especı́ficos son Generalizar el algoritmo de la división de polinomios, en el anillo de polinomios

en n indeterminadas, permitiendo introducir las bases de Gröbner y sus propiedades, hacer un estudio

de conceptos fundamentales de los anillos de polinomios asociados a un orden monomial cualquiera

2



y la construcción de formas normales para el cálculo de bases estándar, y desarrollar ejemplos que

exhiban la aplicación de las bases estándar.

Diniz P. (2020) de la Universidade Federal de Uberlândia realiza el trabajo Introdução as Bases de

Gröbner con el objetivo de estudiar las Bases de Gröbner y sus propiedades.

Alcántara D. (2023) de la Universidad de Cantabria presenta el trabajo BASES DE GRÖBNER con

el objetivo de formular bases de Gröbner de ideales del anillo de polinomios, mostrar el cálculo de estas

y algunas aplicaciones.

1.5.2. Antecedentes nacionales

Marca G. (2008), de la Universidad Nacional de Ingenierı́a, realiza la investigación Bases de Gröbner

con aplicaciones al álgebra conmutativa. El objetivo de su investigación es discutir algunas principa-

les ideas que envuelven métodos computacionales algebraicos cuya importancia está en la posibilidad

de atacar temas clásicos del álgebra conmutativa y geometrı́a algebraica de una manera algorı́tmica,

simplificando cálculos de manera efectiva.

Kong M., Bances R., Medina N., González M., Luna M., y Sánchez R. (2014) de la Pontificia Uni-

versidad Católica del Perú, presentan el trabajo de ALGUNAS APLICACIONES DE LAS BASES DE

GRÖBNER, con el fin de presentar una introducción a las Bases de Gröbner y desarrollar algunas de

sus aplicaciones.

Flores L. (2021) de la Universidad Nacional del Altiplano, presenta el trabajo de BASES DE GRÖBNER

Y SU APLICACIÓN EN LA SOLUCIÓN DE SISTEMAS POLINOMIALES, con el fin de determinar Bases

de Gröbner y aplicar a la solución de un sistema de ecuación polinomial

Marcavillaca E. (2019) de la Universidad Nacional de San Antonio Abad del Cusco, presenta el

trabajo de Solución del Sudoku: Utilizando Bases de Gröbner, con el fin de resolver el Sudoku usando

la teorı́a de las Bases de Gröbner, para esto modela el Sudoku mediante un sistema de ecuaciones

polinomiales, luego asocia al Sudoku un ideal en el anillo de polinomios de varias variables. Este ideal

será el ideal generado por los polinomios que describen el sistema de ecuaciones, calcula la Base

de Gröbner reducida para este ideal. Los generadores de la Base de Gröbner reducida forman un

sistema de ecuaciones que es equivalente al sistema original, resolviendo el nuevo sistema se obtiene

la solución al Sudoku.

3



Gimenez P. (2013) de la Pontificia Universidad Católica del Perú, presenta sus notas tituladas Una

introducción a las bases de Gröbner y algunas de sus aplicaciones, con las cuales pretende ofrecer

una introducción elemental a la teorı́a de bases de Grobner y presentar algunas de sus aplicaciones.

1.6. Metodologı́a de la investigación

1.6.1. Ámbito de estudio

El presente trabajo de investigación se realiza en la Escuela Profesional de Matemática de la Uni-

versidad Nacional de San Antonio Abad del Cusco desde mayo de 2022 a febrero de 2023.

1.6.2. Nivel de investigación

Según Hernández et al. (2018), los estudios exploratorios se realizan cuando el objetivo es exa-

minar un tema o problema de investigación poco estudiado, del cual se tienen muchas dudas o no

se ha abordado antes. Es por esto que se considera esta investigación de nivel exploratorio, pues se

pretender examinar un tema poco estudiado o novedoso.

1.6.3. Diseño de investigación

El diseño de este trabajo es no experimental porque pertenece al conjunto de estudios que se

realizan sin la manipulación deliberada de variables y en los que sólo se observan los fenómenos en

su ambiente natural para analizarlos (Hernández et al., 2018).
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Capı́tulo II

MARCO TEÓRICO

2.1. Estructuras algebraicas

Definición 2.1.1. Dado un conjunto no vacı́o R. Se dice que R es un anillo, si en R están definidas

las operaciones de adición y multiplicación, denotadas por “+” y “·”, respectivamente, tales que

1. a+ b ∈ R; ∀a, b ∈ R,

2. a+ b = b+ a; ∀a, b ∈ R,

3. (a+ b) + c = a+ (b+ c); ∀a, b, c ∈ R,

4. ∃! 0 ∈ R / a+ 0 = a; ∀a ∈ R,

5. ∃! −a ∈ R / a+ (−a) = 0; para cada a ∈ R,

6. a · b ∈ R; ∀a, b ∈ R,

7. a · (b · c) = (a · b) · c; ∀a, b, c ∈ R,

8. a · (b+ c) = a · b+ a · c y (b+ c) · a = b · a+ c · a; ∀a, b, c ∈ R,

(Herstein, 1988).

Si la multiplicación en el anillo R es conmutativa; es decir, si se verifica que a · b = b · a, para todo

a, b ∈ R, entonces R es un anillo conmutativo.

Escolio 2.1.1. Por simplicidad, para la multiplicación de f por g, se emplea la notación fg para

denotar al producto de f y g, es decir

fg = f · g.

Proposición 2.1.1. Sea R un anillo. Si 0 es el elemento neutro para la adición, entonces para todo

a ∈ R se verifica que

a · 0 = 0 · a = 0

(Herstein, 1988).

5



Demostración.

Sea a un elemento arbitrario del anillo R y 0 es elemento neutro para la adición en R. Nótese que

a · 0 = a · (0 + 0).

La condición 8 de la Definición 2.1.1 dice que en un anillo la multiplicación es distributiva respecto a la

adición por derecha y por izquierda. Usando la distributividad por izquierda se tendrá que

a · 0 = a · 0 + a · 0.

Como el elemento neutro para la adición en cualquier anillo es único, es necesario que

a · 0 = 0.

Análogamente se muestra que

0 · a = 0.

■

Definición 2.1.2. Sea R un anillo conmutativo. Si existe 1 ∈ R tal que

u · 1 = u,

para todo u de R, entonces R es un anillo con unidad.

Definición 2.1.3 Sea R un anillo. Un subconjunto no vacı́o I de R es llamado ideal del anillo R si

satisface las siguientes condiciones:

1. Si f ∈ I, g ∈ I, entonces f + g ∈ I,

2. Si f ∈ I, g ∈ R, entonces g · f ∈ I

(Ene y Herzog, 2011).

Escolio 2.1.2. Para cualquier ideal I de un anillo R se verifica que 0 ∈ I, donde 0 es el elemento

neutro para la adición en R.

Escolio 2.1.3. R y {0} son ideales triviales de cualquier anillo R, donde 0 es el elemento neutro

aditivo en R.

Definición 2.1.4. Sea R un anillo conmutativo y a ∈ R, a ̸= 0. Se dice que a es un divisor de cero

si existe un b ∈ R, b ̸= 0, tal que a · b = 0 (Herstein, 1988).
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Definición 2.1.5. Un anillo conmutativo es un dominio entero si no tiene divisores de cero (Herstein,

1988).

Definición 2.1.6. Sea R un anillo. Se dice que R es un anillo con división si el conjunto de sus

elementos diferentes de cero tienen estructura de grupo con respecto a la multiplicación. (Herstein,

1988).

Definición 2.1.7. Un cuerpo es un anillo conmutativo con división (Herstein, 1988).

A los elementos de un cuerpo K se les denomina escalares. Dentro de los cuerpos más conocidos

se encuentran el conjunto de los números reales (R) y el conjunto de números complejos (C) junto con

las operaciones usuales de adición y multiplicación.

2.2. Relaciones de orden

En ciertos conjuntos aparece una noción de orden. Sin importar el conjunto con el que se esté

trabajando, para referirse a un orden dentro de dicho conjunto se usará el término genérico “preceder”.

Ası́, en un conjunto cualquiera E se dirá que los elementos x e y están ordenados si x precede a y o

viceversa.

Definición 2.2.1. Sea E un conjunto no vacı́o. Una relación R definida en E por

x R y ⇐⇒ x precede a y,

es una relación de orden amplio en E si verifica lo siguiente:

1. Reflexiva x R x, ∀x ∈ E ,

2. Antisimétrica x R y ∧ y R x ⇒ x = y,

3. Transitiva x R y ∧ y R z ⇒ x R z

(Lazo, 1992).

En lo que sigue del trabajo, en lugar de usar el término de “relación de orden amplio”, sólo se dirá

“relación de orden”.

Definición 2.2.2. Sea E un conjunto no vacı́o. Una relación R definida en E cumple la comparabi-

lidad si para cualesquiera x, y distintos de E se cumple que x R y o y R x (Munkres, 1971).

Definición 2.2.3. Sea R una relación de orden en un conjunto no vacı́o E. Si R no verifica la

comparabilidad; es decir, existe por lo menos un par de elementos x, y distintos de E tales que no se
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cumple que x R y e y R x, entonces se dice que R es una relación orden parcial en E o simplemente

orden parcial en E.

Definición 2.2.4. Sea E un conjunto no vacı́o. Si en E se define un orden parcial, entonces se dice

que E es un conjunto parcialmente ordenado.

Sea A un conjunto diferente del vacı́o. El conjunto potencia de A, denotado por P (A), es un conjunto

parcialmente ordenado por la relación inclusión, denotada por ⊂; es decir, ⊂ es un orden parcial en

P (A).

Definición 2.2.5. Sea R una relación de orden en un conjunto no vacı́o E. Si R verifica la compa-

rabilidad, entonces se dice que R es un orden total en E.

Definición 2.2.6. Sea E un conjunto no vacı́o. Si en E se define un orden total, entonces se dice

que E es un conjunto totalmente ordenado.

El conjunto de los números reales R es un conjunto totalmente ordenado por la relación menor o

igual que, denotada por ≤, pues esta es un orden total en R.

Se usará la notación (E,R) para denotar un conjunto totalmente ordenado E por el orden total R.

Definición 2.2.7. Sea E un conjunto no vacı́o. Una relación R definida en E por

x R y ⇐⇒ x precede estrictamente a y,

es una relación de orden estricta en E si verifica lo siguiente:

1. Irreflexiva x��R x, ∀x ∈ E,

2. Asimétrica x R y ⇒ y��R x,

3. Transitiva x R y ∧ y R z ⇒ x R z

(Lazo, 1992).

Definición 2.2.8. Sea R una relación de orden estricta en un conjunto no vacı́o E. Si R no verifica

la comparabilidad, entonces se dice que R es un orden estricto parcial en E.

Definición 2.2.9. Sea E un conjunto no vacı́o. Si en E se define un orden estricto parcial, entonces

se dice que E es un conjunto estricto-parcialmente ordenado.

Definición 2.2.10. Sea R una relación de orden estricta en un conjunto no vacı́o E. Si R verifica la

comparabilidad, entonces se dice que R es un orden estricto total en E.
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Definición 2.2.11 Sea E un conjunto no vacı́o. Si en E se define un orden estricto total, entonces

se dice que E es un conjunto estricto-totalmente ordenado.

Los conjuntos de los números reales y enteros son conjuntos estricto-totalmente ordenados por la

relación de orden menor que, denotada por <.

Definición 2.2.12 Sean (A1,≤1), (A2,≤2), ..., (An,≤n) conjuntos totalmente ordenados y las n-

uplas

a = (a1, a2, ..., an)

b = (b1, b2, ..., bn)

del producto cartesiano A1 ×A2 × · · · ×An. Se define el orden del diccionario u orden lexicográfico en

A1 ×A2 × · · · ×An, denotado por ≤, como

a ≤ b ⇐⇒ (a1 <1 b1) ∨ (a1 = b1 ∧ a2 <2 b2) ∨ ... ∨ (a1 = b1 ∧ a2 = b2 ∧ ... ∧ an ≤n bn).

2.3. Anillo polinomial en n variables sobre un cuerpo K

Para las posteriores definiciones y, en general, en lo que sigue del trabajo, se trabajarán con varia-

bles escalares x1, x2, ..., xn de un cuerpo K dado.

Definición 2.3.1. Sea K un cuerpo. Un monomio sobre K en un número finito de variables x1, · · · , xn

se define como un producto de la forma xa1
1 xa2

2 · · ·xan
n , y se denota por u; esto es

u = xa1
1 xa2

2 · · ·xan
n ,

donde cada exponente ai es un entero no negativo. El grado de u, denotado por g(u), es la suma de

todos los exponentes ai, es decir

g(u) =

n∑
i=1

ai.

Para este estudio se denotará por Mn al conjunto de monomios en las n variables x1, · · · , xn. Ası́,

se definen los conjuntos:

M1 := {xa1
1 / a1 ∈ Z+

0 },

M2 := {xa1
1 xa2

2 / a1, a2 ∈ Z+
0 },

M3 := {xa1
1 xa2

2 xa3
3 / a1, a2, a3 ∈ Z+

0 },

...
...

...
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Mn := {xa1
1 · · ·xan

n / a1, ..., an ∈ Z+
0 }.

Definición 2.3.2. Un término en las variables x1, ..., xn con coeficiente en el cuerpo K es el producto

de un escalar c ∈ K y un monomio u = xa1
1 xa2

2 · · ·xan
n ∈ Mn, y se denota por u′; esto es

u′ = cu = cxa1
1 xa2

2 · · ·xan
n .

Al escalar c se le denomina coeficiente del término u′. El grado del término u′ es el grado del monomio

u que aparece en él; es decir, g(u′) = g(u).

Definición 2.3.3. Se define el conjunto de polinomios en las n variables x1, ..., xn sobre el cuerpo

K, denotado por K[x1, ..., xn], como aquel conjunto que contiene a todas las sumas finitas de términos

en las variables x1, ..., xn con coeficientes en K; esto es

K[x1, ..., xn] :=

{
m∑
i=1

ciui / ci ∈ K, ui ∈ Mn, ∀i = 1, 2, ...,m

}

Para denotar un polinomio; es decir, una suma finita de términos en cualquier cantidad entera posi-

tiva de variables, se usarán letras minúsculas como f ó g según sea necesario.

Definición 2.3.4. El grado de un polinomio f , denotado por g(f), es el mayor grado de los términos

que lo componen.

En el conjunto de polinomios en una variable x1 = x sobre un determinado cuerpo K, denotado por

K[x], se dice que:

un polinomio f está ordenado ascendentemente si los términos que lo componen están distri-

buidos de acuerdo al grado de sus términos: comenzando del que tiene menor grado y terminando

en el de mayor grado. Este tipo de polinomios tiene la forma

f = c1x
j1 + c2x

j2 + c3x
j3 + ...+ cnx

jn ,

donde ji ∈ Z+
0 ,∀i = 1, ..., n y j1 < j2 < ... < jn.

un polinomio f está ordenado descendentemente si los términos que lo componen están distri-

buidos de acuerdo al grado de sus términos: comenzando del que tiene mayor grado y terminando

en el de menor grado. Este tipo de polinomios tiene la forma

f = c1x
j1 + c2x

j2 + c3x
j3 + ...+ cnx

jn ,

donde ji ∈ Z+
0 ,∀i = 1, ..., n y j1 > j2 > ... > jn.
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un polinomio f de grado n está completo si dentro de él existen todos los términos de menor

grado a n hasta el término de grado cero, ya sea en orden o no.

Nótese que todo polinomio de K[x] se puede ordenar de manera ascendente o descendente.

Además, se puede agregar los términos que faltan para que sea completo haciendo que estos ten-

gan coeficiente cero. Luego, los polinomios de K[x] serán de la forma

f = c0 + c1x+ c2x
2 + ...+ cmxm =

m∑
k=0

ckx
k,

donde g(f) = m y cada coeficiente ck es un escalar de K; es decir,

K[x] =

{
m∑

k=0

ckx
k / ck ∈ K, ∀k = 0, 1, 2, ...,m

}

Dados los polinomios arbitrarios completos y ordenados ascendentemente

f = a0 + a1x+ a2x
2 + ...+ amxm =

m∑
i=0

aix
i ∈ K[x],

g = b0 + b1x+ b2x
2 + ...+ bnx

n =

n∑
j=0

bjx
j ∈ K[x],

se definen las operaciones de la adición (+) y la multiplicación (·) en K[x] de la siguiente manera:

La adición es un cálculo simple, solo se sumarán los coeficientes de los términos semejantes de

f y g, haciendo que los coeficientes para los términos que no existan sean ceros, es decir

f + g =

m∑
i=0

aix
i +

n∑
j=0

bjx
j

f + g =

q∑
l=0

(al + bl)x
l, donde q ≤ máx{m,n}

La última expresión corresponde a la suma de f y g.

Para la multiplicación, la expresión correspondiente al producto de los polinomios f y g no es tan

fácil de deducir. A continuación, se muestra una deducción de esta.

f · g =

m∑
i=0

aix
i ·

n∑
j=0

bjx
j

=
(
a0 + a1x+ a2x

2 + ...+ amxm
)
·
(
b0 + b1x+ b2x

2 + ...+ bnx
n
)

=a0
(
b0 + b1x+ b2x

2 + ...+ bnx
n
)
+ a1x(b0 + b1x+ b2x

2 + ...+

bnx
n) + ...+ amxm

(
b0 + b1x+ b2x

2 + ...+ bnx
n
)

11



f · g =
(
a0b0 + a0b1x+ a0b2x

2 + ...+ a0bnx
n
)
+ (a1b0x+ a1b1x

2+

a1b2x
3 + ...+ a1bnx

n+1) + ...+
(
amb0x

m + amb1x
m+1+

amb2x
m+2 + ...+ ambnx

m+n right

Usando las propiedades del cuerpo K en la última igualdad se tendrá que

f · g =a0b0 + (a0b1 + a1b0)x+ (a0b2 + a1b1 + a2b0)x
2 + ...+ ambnx

m+n. (1)

Haciendo ai = 0,∀i > m y bj = 0,∀j > n, la ecuación (1) es equivalente a

f · g =a0b0 + (a0b1 + a1b0)x+ (a0b2 + a1b1 + a2b0)x
2 + ...+

(a0bm+n + a1bm+n−1 + ...+ ambn + ...+ am+n−1b1 + am+nb0)x
m+n. (2)

Nótese que en el producto de f y g el coeficiente correspondiente al monomio xl, l = 0, 1, ...,m+n,

es

a0bl + a1bl−1 + ...+ alb0 =

l∑
k=0

akbl−k.

Luego, reemplazando cada coeficiente, en (2) se tendrá que

f · g =

(
0∑

k=0

akb0−k

)
x0 +

(
1∑

k=0

akb1−k

)
x1 +

(
2∑

k=0

akb2−k

)
x2 + ...+

(
m+n∑
k=0

akbm+n−k

)
xm+n.

(3)

Finalmente, (3) es equivalente a

f · g =

m+n∑
l=0

(
l∑

k=0

akbl−k

)
xl

La última expresión es la que corresponde al producto de f y g. Este producto también se puede

expresar como

f · g =

m∑
i=0

aix
i ·

n∑
j=0

bjx
j =

m+n∑
l=0

clx
l,

donde

cl =

l∑
k=0

akbl−k.

Escolio 2.3.1. Tanto para la suma y el producto de los polinomios f y g surgirán coeficientes ai y

bj aparte de los ya conocidos en f y g, los cuales simplemente tomarán el valor de cero para efectos

de cálculo.
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Proposición 2.3.1. Sea R un anillo y x una variable en R. El conjunto de todos los polinomios en

una variable con coeficientes en el anillo R, denotado por R [x], es un anillo con las operaciones de

adición y multiplicación de polinomios.

Demostración.

Sea R un anillo y x una variable en R, se define el conjunto de polinomios en la variable x con

coeficientes en el anillo R, denotado por R[x], como aquel conjunto que contiene a todas las sumas

finitas de términos en la variable x con coeficientes en R; esto es que

R[x] :=

{
m∑
i=1

ciui / ci ∈ R, ui ∈ M1, ∀i = 1, 2, ...,m

}
.

Sean

f = a0 + a1x+ a2x
2 + ...+ amxm =

m∑
i=0

aix
i

g = b0 + b1x+ b2x
2 + ...+ bnx

n =

n∑
j=0

bjx
j

h = c0 + c1x+ c2x
2 + ...+ cpx

p =

p∑
k=0

ckx
k,

polinomios del conjunto de todos los polinomios en la variable x con coeficientes en R, denotado por

R [x].

En primer lugar, se mostrarán las propiedades correspondientes a la adición para que R [x] sea un

anillo. Se comenzará mostrando la cerradura de esta operación. La suma de los polinomios f y g está

dada por

f + g =

q∑
l=0

(al + bl)x
l, donde q ≤ máx{m,n}.

Como f, g ∈ R [x], los coeficientes ai, bj son elementos del anillo R, ∀i = 0, 1, 2, ...,m y ∀j = 0, 1, 2, ..., n.

Luego, al+ bl ∈ K, ∀l = 0, 1, 2, ..., q; donde q ≤ máx{m,n}, pues la adición de elementos en el anillo R

es cerrada. Por lo tanto, f + g ∈ R [x]. Esto muestra que la adición en R [x] es cerrada. Nótese también

que

f + g =

m∑
i=0

aix
i +

n∑
j=0

bjx
j

=

q∑
l=0

(al + bl)x
l, donde q ≤ máx{m,n},
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puesto que al y bl son elementos del anillo R, se tendrá que

=

q∑
l=0

(bl + al)x
l, donde q ≤ máx{n,m},

=

n∑
j=0

bjx
j +

m∑
i=0

aix
i

Por consiguiente

f + g =g + f ;

esto muestra la conmutatividad para la adición en R [x]. A continuación, se demuestra la asociatividad

de la adición en R [x]. Véase que

(f + g) + h =

 m∑
i=0

aix
i +

n∑
j=0

bjx
j

+

p∑
k=0

ckx
k

=

(
q∑

l=0

(al + bl)x
l

)
+

p∑
k=0

ckx
k, donde q ≤ máx{m,n};

=

r∑
s=0

[(as + bs) + cs]x
s, donde r ≤ máx{q, p}. (4)

Además, que r ≤ máx{q, p} y q ≤ máx{m,n} implican que r ≤ máx{m,n, p}. Luego, usando la asocia-

tividad de la adición en el anillo R en (4) se tendrá que

(f + g) + h =

r∑
s=0

[as + (bs + cs)]x
s, donde r ≤ máx{m,n, p}. (5)

Análogamente, se puede mostrar que

f + (g + h) =

r∑
s=0

[as + (bs + cs)]x
s, donde r ≤ máx{m,n, p}. (6)

Comparando (5) y (6) se tiene que

(f + g) + h = f + (g + h).

Ahora, supóngase que en R[x] existe un único polinomio

e =

n∑
j=0

ejx
j

tal que para todo f en R[x] implica que

f + e = f. (7)
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En efecto, reemplazando f y e en (7) se tiene que

m∑
i=0

aix
i +

n∑
j=0

ejx
j =

m∑
i=0

aix
i,

q∑
l=0

(al + el)x
l =

m∑
i=0

aix
i, donde q ≤ máx{m,n}.

Como ambas sumas en la última igualdad son iguales, q = m; reemplazando se tendrá que

m∑
i=0

(ai + ei)x
i =

m∑
i=0

aix
i.

Luego, ai + ei = ai, ∀i = 1, ...,m. Como ai ∈ R, ∀i = 1, ...,m, y R es un anillo, ei = 0, ∀i = 1, ...,m,

donde 0 denota al elemento neutro para la adición en el anillo R. Por lo tanto,

e =

m∑
i=0

eix
i =

m∑
i=0

0xi = 0

es el elemento neutro para la adición en R[x]. Esto muestra la existencia del elemento neutro para

la adición en R[x] y que este es el polinomio cuyos coeficientes son todos ceros, el cual se llamará

polinomio nulo. Además, como 0 es el elemento neutro para la adición de R, este es único; lo que

implica que el polinomio nulo es único. Seguidamente, supóngase que para cada polinomio f de R[x]

existe un polinomio

f ′ =

n∑
j=0

bjx
j ,

de R[x], tal que

f + f ′ = e. (8)

Reemplazando f , f ′ y e en (8) se tiene que

m∑
i=0

aix
i +

n∑
j=0

bjx
j =

m∑
i=0

0xi,

q∑
l=0

(al + bl)x
l =

m∑
i=0

0xi, donde q ≤ máx{m,n}.

Como ambas sumas en la última igualdad son iguales, q = m; reemplazando se tendrá que

m∑
i=0

(ai + bi)x
i =

m∑
i=0

0xi.

Luego, ai + bi = 0, ∀i = 1, ...,m. Como ai es un elemento del anillo de R, para cada i = 1, ...,m, y 0

es elemento neutro para la adición en el anillo R, bi es el elemento simétrico para la adición de ai; es
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decir, bi = −ai. Por lo tanto,

f ′ =

m∑
i=0

(−ai)x
i = −

m∑
i=0

aix
i = −f

Ası́ se muestra la existencia del elemento simétrico para la adición en R[x]. Además, f ′ ∈ R[x] es único

para cada f ∈ R[x], ya que los coeficientes de f ′ son únicos para los coeficientes de f .

Se acaba de probar todas las propiedades con respecto a la adición para que R[x] sea un anillo. Se-

guidamente, se prueban las propiedades con respecto a la multiplicación comenzando por la cerradura.

El producto de los polinomios f y g está dado por

f · g =

m+n∑
l=0

(
l∑

k=0

akbl−k

)
xl.

Como f, g ∈ R[x], ai, bj son elementos del anillo R, ∀i = 0, 1, ...,m y ∀j = 0, 1, 2, ..., n. Luego,

cl =

l∑
k=0

akbl−k ∈ R,

∀l = 0, 1, 2, ...,m+ n, pues la suma de productos de elementos del anillo R es otro elemento de R. Por

lo tanto, f · g ∈ R[x]. Esto muestra que la multiplicación en R[x] es cerrada. A continuación, se muestra

la asociatividad de esta operación. Véase que

(f · g) · h =

 m∑
i=0

aix
i ·

n∑
j=0

bjx
j

 ·
p∑

k=0

ckx
k

=

[
m+n∑
l=0

(
l∑

k=0

akbl−k

)
xl

]
·

p∑
k=0

ckx
k,

=

(m+n)+p∑
s=0

[
s∑

t=0

(
t∑

k=0

akbt−k

)
cs−t

]
xs. (9)

Utilizando las propiedades del anillo R se verifica que

s∑
t=0

(
t∑

k=0

akbt−k

)
cs−t =

s∑
t=0

(a0bt + a1bt−1 + ...+ at−1b1 + atb0) cs−t,

= a0b0cs + (a0b1 + a1b0)cs−1 + ...+ (a0bs−1 + a1bs−2 + ...+

as−2b1 + as−1b0)c1 + (a0bs + a1bs−1 + ...+ as−1b1 + asb0)c0,

= a0(b0cs + b1cs−1 + ...+ bs−1c1 + bsc0) + a1(b0cs−1 + b1cs−2+

...+ bs−2c1 + bs−1c0) + ...+ as−1(b0c1 + b1c0) + asb0c0,

=

s∑
t=0

at (b0cs−t + b1cs−t−1 + ...+ bs−t−1c1 + bs−tc0) ,

s∑
t=0

(
t∑

k=0

akbt−k

)
cs−t =

s∑
t=0

at

(
s−t∑
k=0

bkcs−t−k

)
. (10)
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Luego, reemplazando (10) en (9) se tiene que

(f · g) · h =

m+(n+p)∑
s=0

[
s∑

t=0

at

(
s−t∑
k=0

bkcs−t−k

)]
xs,

=

m∑
i=0

aix
i ·

[
n+p∑
l=0

(
l∑

k=0

bkcl−k

)
xl

]
,

=

m∑
i=0

aix
i ·

 n∑
j=0

bjx
j ·

p∑
k=0

ckx
k


(f · g) · h =f · (g · h).

Otra vez utilizando las propiedades del anillo R se tiene que

h · (f + g) =

p∑
k=0

ckx
k ·

 m∑
i=0

aix
i +

n∑
j=0

bjx
j

 ,

=

p∑
k=0

ckx
k ·

(
q∑

l=0

(al + bl)x
l

)
, donde q ≤ máx{m,n}

=

p+q∑
s=0

[
s∑

t=0

ct(as−t + bs−t)

]
xs, donde q ≤ máx{m,n}

=

p+q∑
s=0

[
s∑

t=0

(ctas−t + ctbs−t)

]
xs, donde q ≤ máx{m,n}

=

p+q∑
s=0

[
s∑

t=0

ctas−t +

s∑
t=0

ctbs−t

]
xs, donde q ≤ máx{m,n}

=

p+m∑
s=0

(
s∑

t=0

ctas−t

)
xs +

p+n∑
s=0

(
s∑

t=0

ctbs−t

)
xs,

=

p∑
k=0

ckx
k ·

m∑
i=0

aix
i +

p∑
k=0

ckx
k ·

n∑
j=0

bjx
j ,

h · (f + g) =h · f + h · g.

Análogamente se prueba que (f + g) ·h = f ·h+ g ·h. Esto muestra que la multiplicación es distributiva

con respecto a la adición en R[x] por izquierda y derecha. Con esto se termina de probar todas las

propiedades de anillo para R[x]. Por lo tanto, el conjunto R[x] junto a las operaciones de la adición y

multiplicación definidas es un anillo. ■

Nótese que el anillo R[x] está construido sobre el anillo R. Ası́, si el anillo R está provisto de más

propiedades, entonces el anillo R[x] también gozará de más propiedades. Esto conlleva a formular la

proposición que se ve a continuación.

Proposición 2.3.2. Sea R un anillo y x una variable en R. Si R es un anillo conmutativo con unidad,

entonces R [x] es un anillo conmutativo con unidad.
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Demostración.

Anteriormente se probó que el conjunto de polinomios en una variable con coeficientes en un anillo

R, denotado por R [x], es un anillo con las operaciones de adición y multiplicación de polinomios. Ahora,

supóngase que R, además de ser sólo un anillo, es conmutativo y tiene unidad. Sea 1 la unidad del

anillo R. Supóngase que existe i ∈ R[x] tal que para f ∈ R[x] se verifica que

f · i = f. (11)

Reemplazando f en (11) y usando las propiedades del anillo R[x], se tendrá que

m∑
j=0

ajx
j · i =

m∑
j=0

ajx
j ,

(
a0 + a1x+ a2x

2 + ...+ amxm
)
· i =

(
a0 + a1x+ a2x

2 + ...+ amxm
)
.

(
a0 · i+ a1x · i+ a2x

2 · i+ ...+ amxm · i
)
=
(
a0 + a1x+ a2x

2 + ...+ amxm
)
.

(
(a0 · i) + (a1 · i)x+ (a2 · i)x2 + ...+ (am · i)xm

)
=
(
a0 + a1x+ a2x

2 + ...+ amxm
)
.

Nótese que aj · i = aj , ∀i = 1, ...,m. Luego, como todo aj pertenece al anillo con unidad R, i = 1; es

decir, la unidad de R[x] es el polinomio constante i = 1. Esto muestra que el anillo R[x] tiene unidad.

Ahora, como R es anillo conmutativo, la adición y multiplicación en el anillo R son conmutativas.

Luego, se tendrá que

f · g =

m+n∑
l=0

(
l∑

k=0

akbl−k

)
xl,

=

m+n∑
l=0

(a0bl + a1bl−1 + ...+ al−1b1 + alb0)x
l,

=

n+m∑
l=0

(b0al + b1al−1 + ...+ bl−1a1 + bla0)x
l,

=

n+m∑
l=0

(
l∑

k=0

bkal−k

)
xl,

f · g =g · f ;

es decir, la multiplicación en R[x] es conmutativa. Por lo tanto, R[x] es un anillo conmutativo y con uni-

dad. ■

Para una segunda variable y, el conjunto de polinomios en las variables x e y con coeficientes en

un anillo conmutativo con unidad R estará denotado por R [x, y]. Los elementos de R [x, y] serán de la
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forma

m,n∑
i,j

aijx
iyj .

Dichos elementos pueden reescribirse como

n∑
j=0

(
m∑
i=0

aijx
i

)
yj ;

es decir, como polinomios en la variable y con coeficientes en R [x]. Por lo tanto, el conjunto R [x, y]

puede entenderse como (R [x]) [y]. En virtud de la Proposición 2.3.1, R [x, y] es un anillo y por la Pro-

posición 2.3.2 es conmutativo y con unidad. Ası́, se enuncia la siguiente proposición.

Proposición 2.3.3. Sea R un anillo conmutativo con unidad y x1, x2, ..., xn son variables que per-

tenecen a R. El conjunto de todos los polinomios en las variables x1, x2, ..., xn con coeficientes en R,

denotado por R [x1, x2, ..., xn], es un anillo conmutativo con unidad, para todo n ∈ Z+.

Demostración.

Con las Proposiciones 2.3.1 y 2.3.2 se mostró que la proposición se cumple para una variable.

Supóngase que para k variables la proposición es cierta; es decir, dado un anillo conmutativo con

unidad R y x1, x2, ..., xk son variables que pertenecen a R, el conjunto R [x1, x2, ..., xk] es un anillo

conmutativo con unidad (hipótesis inductiva). Se tiene que demostrar que la proposición es cierta para

k+1 variables a partir de la suposición antes hecha. Para esto, igual que para el caso de dos variables

que se vio antes de enunciar la proposición, los polinomios de R [x1, x2, ..., xk, xk+1] se escribirán como

polinomios en la variable xk+1 con coeficientes en R [x1, x2, ..., xk], que es un anillo conmutativo con

unidad por la hipótesis inductiva, es decir

R [x1, x2, ..., xk, xk+1] = (R [x1, x2, ..., xk]) [xk+1] .

Como los polinomios de R [x1, x2, ..., xk, xk+1] tienen coeficientes en R [x1, x2, ..., xk], que es un anillo

por la hipótesis inductiva, R [x1, x2, ..., xk, xk+1] será un anillo. Además, R [x1, x2, ..., xk] es conmutativo

y tiene unidad por la hipótesis inductiva, lo que implica que R [x1, x2, ..., xk, xk+1] es conmutativo y tiene

unidad, esto por la Proposición 2.3.2. Por el principio de inducción, se concluye que la proposición se

cumple para cualquier cantidad entera de variables. ■

La última proposición indica que, dado un anillo conmutativo con unidad, denotado por R, y las n

variables x1, x2, ..., xn que pertenecen a R, el conjunto de polinomios en las n variables x1, ..., xn con
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coeficientes en R, denotado por R[x1, ..., xn], tiene estructura de anillo, para todo n ∈ Z+; además es

conmutativo y tiene unidad.

Nótese que todo cuerpo K es un anillo conmutativo y con unidad. Lo que se busca con esto, es mos-

trar que el anillo polinomial en n variables con coeficientes en el cuerpo K, denotado por K[x1, ..., xn] ,

se puede construir sobre un cuerpo y no necesariamente sólo sobre un anillo conmutativo con unidad.

Luego, el conjunto de polinomios en las n variables x1, ..., xn sobre el cuerpo K de la Definición 2.3.3

es un anillo conmutativo y con unidad. A partir de ahora, a dicho conjunto se le llamará anillo polinomial

en n variables sobre el cuerpo K.

Sea K un cuerpo cualquiera y teniendo las n variables x1, ..., xn de K, por simplicidad, se denotará

al anillo polinomial en n variables sobre el cuerpo K por Sn. Es decir,

Sn = K[x1, ..., xn].

2.4. Ideales en Sn

Definición 2.4.1. Un subconjunto no vacı́o I de Sn es llamado ideal de Sn si verifica las siguientes

condiciones:

1. Si f, g ∈ I, entonces f + g ∈ I,

2. Si f ∈ I, g ∈ Sn, entonces gf ∈ I.

(Herzog et al., 2018)

Proposición 2.4.1. Sea {fα : α ∈ Γ} un subconjunto no vacı́o de Sn, donde Γ es un conjunto de

ı́ndices. El conjunto I de polinomios p de la forma

∑
α∈Γ

gαfα,

donde cada gα ∈ Sn y gα es nulo, excepto para un número finito de α’s, es un ideal de Sn

(Herzog et al., 2018).

Demostración.

Sean

p =
∑
α∈Γ

gαfα y q =
∑
α∈Γ

hαfα,
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polinomios de I, donde gα, hα ∈ Sn y además gα y hα son nulos, excepto para un número finito de α’s.

Nótese que como Sn tiene estructura de anillo, la suma gα+hα = uα es otro polinomio de Sn y también

uα es nulo, excepto para un número finito de α’s. Luego

p+ q =
∑
α∈Γ

gαfα +
∑
α∈Γ

hαfα,

=
∑
α∈Γ

(gα + hα)fα,

p+ q =
∑
α∈Γ

uαfα,

es otro polinomio de I. Además, si r es un polinomio de Sn, entonces el producto r · gα = vα es otro

polinomio de Sn y también vα es nulo, excepto para un número finito de α’s. Luego

r · p = r ·
∑
α∈Γ

gαfα

=
∑
α∈Γ

(r · gα)fα

r · p =
∑
α∈Γ

vαfα,

es otro polinomio de I. Por lo tanto, I es un ideal de Sn. ■

El ideal I visto en la Proposición 2.4.1 es llamado ideal generado por {fα : α ∈ Γ} y está denotado

por ⟨{fα : α ∈ Γ}⟩, es decir

I = ⟨{fα : α ∈ Γ}⟩.

El conjunto {fα : α ∈ Γ} se denomina sistema de generadores de I.

En particular, si el sistema de generadores del ideal I es un conjunto finito {f1, f2, fm}, entonces

se escribe

I = ⟨f1, f2, fm⟩,

e I se denomina ideal finitamente generado.

Escolio 2.4.1. Sea I un ideal de Sn. Existe un subconjunto {fα : α ∈ Γ} de Sn tal que

I = ⟨{fα : α ∈ Γ}⟩.
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Capı́tulo III

BASES DE GRÖBNER EN IDEALES DE Sn

3.1. Monomios minimales y Lema de Dickson

En álgebra generalmente, al momento de hablar de anillos es necesario tener dos operaciones

cerradas (adición y multiplicación) en un conjunto. Para el presente estudio, es de fundamental im-

portancia definir una operación en Mn; llamada división de monomios que no verifica la propiedad de

cerradura.

Definición 3.1.1 (Condición de divisibilidad). Sean dos monomios u = xa1
1 xa2

2 · · ·xan
n y v =

xb1
1 xb2

2 · · ·xbn
n de Mn. Se dice que el monomio u divide a v, y se denota por u|v, si, y solo si, ai ≤ bi para

cada i = 1, ..., n (Herzog et al., 2018).

Sean los monomios

u = xa1
1 xa2

2 · · ·xan
n y v = xb1

1 xb2
2 · · ·xbn

n

de Mn tales que u|v, con la particularidad de que ai < bi, ∀i = 1, ..., n. Luego, si se consideran los

monomios u′ y v′, también de Mn, que resultan de intercambiar los exponentes de la variable x1 de u

y v; es decir,

u′ = xb1
1 xa2

2 · · ·xan
n y v′ = xa1

1 xb2
2 · · ·xbn

n .

será imposible que u′|v′ o que v′|u′, ya que no se verifica que todos los exponentes de u′ son menores

o iguales a los de v′, ni viceversa (condición de divisibilidad). Lo que se quiere mostrar con esto es que

no todo par de monomios en Mn se pueden dividir.

Definición 3.1.2. Si u = xa1
1 xa2

2 · · ·xan
n divide a v = xb1

1 xb2
2 · · ·xbn

n , al resultado de dividir v entre u se

le llama cociente y es otro monomio w = xb1−a1
1 xb2−a2

2 · · ·xbn−an
n de Mn; es decir

v

u
=

xb1
1 xb2

2 · · ·xbn
n

xa1
1 xa2

2 · · ·xan
n

= xb1−a1
1 xb2−a2

2 · · ·xbn−an
n = w.

Previamente se mostró que la división en Mn no es cerrada, pues no existe el cociente de dos mono-

mios de Mn si no estos no verifican la condición de divisibilidad. El resultado enunciado a continuación

es consecuencia de este razonamiento.
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Proposición 3.1.1. La división de monomios en Mn es un orden parcial.

Demostración.

Para demostrar esto, se tiene que probar las tres propiedades de relación de orden y seguidamente

mostrar porque es parcial.

I. u|u,∀u ∈ Mn

Dado el monomio u = xa1
1 xa2

2 · · ·xan
n ∈ Mn. Como ai ≤ ai, para cada i = 1, ..., n, se tiene que

u|u.

II. u|v y v|u =⇒ u = v

Dados los monomios

u = xa1
1 xa2

2 · · ·xan
n ,

v = xb1
1 xb2

2 · · ·xbn
n ,

de Mn. Supóngase que u|v y v|u. Por la condición de divisibilidad, se tendrá que ai ≤ bi y bi ≤ ai,

para cada i = 1, ..., n; y como la relación menor o igual que, denotada por ≤, es antisimétrica en

Z+
0 , ai = bi, para cada i = 1, ..., n. Luego,

u = xa1
1 xa2

2 · · ·xan
n ,

= xb1
1 xb2

2 · · ·xbn
n ,

u = v.

III. u|v y v|w =⇒ u|w

Dados los monomios

u = xa1
1 xa2

2 · · ·xan
n ,

v = xb1
1 xb2

2 · · ·xbn
n ,

w = xc1
1 xc2

2 · · ·xcn
n ,

de Mn. Supóngase que u|v y v|w. Por la condición de divisibilidad se tendrá que ai ≤ bi y bi ≤ ci,

para cada i = 1, ..., n; y como la relación menor o igual que, denotada por ≤, es transitiva en Z+
0 ,

se tendrá que ai ≤ ci, para cada i = 1, ..., n. Luego,

u|w.
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Por I., II. y III., la divisón de monomios es una relación de orden en Mn. Y es un orden parcial porque

no todos los pares de elementos u, v de Mn son comparables mediante la división de monomios, es de-

cir, no cumplen que u|v o v|u. ■

Sea xa1
1 ∈ M1. El conjunto de divisores de xa1

1 , denotado por Div(xa1
1 ) , será el conjunto de todos

los monomios en xb1
1 ∈ M1 tales que 0 ≤ b1 ≤ a1; es decir

Div(xa1
1 ) :=

{
xb1
1 ∈ M1 / 0 ≤ b1 ≤ a1

}
.

El cardinal de dicho conjunto es a1 + 1, esto significa que el monomio xa1
1 tiene a1 + 1 divisores.

Sea xa1
1 xa2

2 ∈ M2. El conjunto de divisores de xa1
1 xa2

2 , denotado por Div(xa1
1 xa2

2 ) , será el conjunto

de todos los monomios en xb1
1 xb2

2 ∈ M2 tales que 0 ≤ b1 ≤ a1 y 0 ≤ b2 ≤ a2; es decir

Div(xa1
1 xa2

2 ) :=
{
xb1
1 xb2

2 ∈ M2 / 0 ≤ b1 ≤ a1 ∧ 0 ≤ b2 ≤ a2

}
.

El cardinal de dicho conjunto es (a1+1)(a2+1), esto significa que el monomio xa1
1 xa2

2 tiene (a1+1)(a2+1)

divisores.

Análogamente, para xa1
1 · · ·xan

n ∈ Mn, el conjunto de divisores de este monomio será

Div(xa1
1 · · ·xan

n ) :=
{
xb1
1 · · ·xbn

n ∈ Mn / 0 ≤ bi ≤ ai;∀i = 1, ..., n
}
.

El monomio xa1
1 · · ·xan

n ∈ Mn tendrá
∏n

i=1(ai+1) divisores. Esto implica que un monomio en n variables

tiene una cantidad finita de divisores.

Definición 3.1.3. Sean M un subconjunto no vacı́o de Mn y u ∈ M . El monomio u es llamado

monomio minimal de M si, y solo si,

∀ v ∈ M ; v|u =⇒ v = u

(Herzog et al., 2018).

En términos más simples, un monomio u es un monomio minimal de M ⊂ Mn cuando ningún otro

monomio de M , aparte de sı́ mismo, puede dividirlo.

De la Definición 3.1.3 se deduce que un monomio u ∈ M ⊂ Mn no es minimal de M si, y solo si,

∃ v ∈ M / v|u ∧ v ̸= u.

Esto último es utilizado para mostrar posteriores resultados.
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Proposición 3.1.2. Sea M un subconjunto no vacı́o de Mn. Si M tiene un conjunto finito de

monomios minimales {u1, u2, ..., um} y u ∈ M , entonces u puede ser dividido por algún ui, i = 1, ...,m.

Demostración.

Sea M un subconjunto no vacı́o de Mn que tiene un conjunto finito de monomios minimales

{u1, u2, ..., um} y u ∈ M .

Si u = ui, para algún i = 1, ...,m, ya está probada la proposición.

Si u ̸= ui, para todo i = 1, ...,m, entonces ∃ v1 ∈ M / v1|u ∧ v1 ̸= u.

• Si v1 = ui, para algún i = 1, ...,m, ya está probada la proposición.

• Si v1 ̸= ui, para todo i = 1, ...,m, entonces ∃ v2 ∈ M / v2|v1 ∧ v2 ̸= v1. Como v2|v1 y v1|u,

por la propiedad transitiva de la división de monomios, se tendrá que v2|u.

◦ Si v2 = ui, para algún i = 1, ...,m, ya está probada la proposición.

◦ Si v2 ̸= ui, para todo i = 1, ...,m, entonces ∃ v3 ∈ M / v3|v2 ∧ v3 ̸= v2. Como v3|v2 y

v2|u, otra vez por la propiedad transitiva de la división de monomios, se tendrá que v3|u.

...
...

...
...

Este proceso se repite un número finito n de veces hasta llegar a un vn ∈ M , que es divisor de u, que

ya no puede ser dividido por ningún elemento de M salvo por sı́ mismo, ya que u tiene un número fini-

to de divisores. Es decir, vn es un monomio minimal ui de M , para algún i = 1, ...,m, que divide a u. Ası́

queda demostrada la proposición. ■

Seguidamente, se enunciará y demostrará uno de las proposiciones más importantes de este tra-

bajo.

Proposición 3.1.3 (Lema de Dickson). El conjunto de monomios minimales de un subconjunto no

vacı́o M de Mn es finito, ∀n ∈ Z+ (Herzog et al., 2018).

Demostración.

La demostración se hará por inducción. Para n = 1. Supóngase que M es un subconjunto de M1.

Nótese que los elementos de, sea cual sea, M tendrán la forma xn
1 , n ∈ Z+

0 . Basta con escoger el

elemento con menor exponente m de todos los elementos de M , pues este es el único que verifica la

condición de monomio minimal en dicho conjunto. Ası́ xm
1 es el único monomio minimal de M y sigue

siendo finito.
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Para n = 2. Si M fuera un subconjunto de M2, se probará que el número de monomios minimales es

finito. Por facilidad, se escogerá x1 = x y x2 = y. En efecto, supóngase que se tienen infinitos monomios

minimales u1 = xa1yb1 , u2 = xa2yb2 , ... de M , ordenados de tal forma que a1 ≤ a2 ≤ .... Nótese que

ai ̸= ai+1, ya que si sucede lo contrario, se tendrá que bi ≤ bi+1 o bi ≥ bi+1, lo que implicará que uno

divida al otro y el que puede ser dividido dejarı́a de ser monomio minimal. Ası́ a1 < a2 < .... Como ui

no puede dividir a ui+1 por ser monomios minimales de M , necesariamente b1 > b2 > .... Esto último

implica que M tendrá como máximo b1 + 1 monomios minimales. Ası́ se prueba que M ⊂ M2 tiene un

número finito de monomios minimales.

Supóngase que la proposición es cierta para n = k−1, es decir, el conjunto de monomios minimales

de un subconjunto no vacı́o de Mk−1 es finito. A partir de la anterior suposición se tiene que demostrar

que la proposición es verdad para n = k. Sea M un subconjunto no vacı́o de Mk

M = {uxb
k ∈ Mk / b ∈ Z+

0 , u ∈ Mk−1},

y defı́nase

N = {u ∈ Mk−1 / ∃b ∈ Z+
0 tal que uxb

k ∈ M}.

Claramente N es diferente del vacı́o pues M lo es. Por la hipótesis inductiva, el conjunto de mo-

nomios minimales de N ⊂ Mk−1 es finito. Sean u1, u2, ..., um los monomios minimales de N . Por la

definición de N , se sigue que para cada ui, 1 ≤ i ≤ m, existirá bi ∈ Z+
0 tal que uix

bi
k ∈ M . Sea b el

mayor entero entre b1, b2, ..., bm y c un entero no negativo menor a b, se define el conjunto Nc ⊂ N por

Nc = {u ∈ N / uxc
k ∈ M}.

Nuevamente por la hipótesis inductiva, el conjunto de monomios minimales de Nc ⊂ Mk−1 es finito

y dichos monomios minimales serán u
(c)
1 , u

(c)
2 , ..., u

(c)
mc . Luego, los monomios minimales de N0 serán

u
(0)
1 , u

(0)
2 , ..., u

(0)
m0 , los de N1 serán u

(1)
1 , u

(1)
2 , ..., u

(1)
m1 y ası́ sucesivamente los monomios minimales de

Nb−1 serán u
(b−1)
1 , u

(b−1)
2 , ..., u

(b−1)
mb−1 .

Sea un monomio w = uxr
k de M , donde u es un monomio de Mk−1 que, por la definición de N ,

pertenece a dicho conjunto.

Si r ≥ b, entonces w es divisible por algún monomio

u1x
b1
k , u2x

b2
k , ..., umxbm

k ,
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de Mk, por la proposición anterior.

Si 0 ≤ r < b, entonces, como u ∈ Nr, w puede ser dividido por algún monomio

u
(r)
1 xr

k, u
(r)
2 xr

k, ..., u
(r)
sr xr

k

de Mk por la proposición anterior.

Esto muestra que un monomio w ∈ M puede ser dividido por uno de los monomios enumerados

abajo:

u1x
b1
k , u2x

b2
k , ..., usx

bs
k ;

u
(0)
1 , u

(0)
2 , ..., u(0)

s0 ;

u
(1)
1 xn, u

(1)
2 xn, ..., u

(1)
s1 xn;

...
...

...

u
(b−1)
1 xb−1

n , u
(b−1)
2 xb−1

n , ..., u(b−1)
sb−1

xb−1
n .

Por lo tanto, cada monomio minimal de M debe estar dentro de la lista anterior de monomios. En

conclusión, el conjunto de monomios minimales de un subconjunto M de Mn es finito, ∀n ∈ Z+. ■

El Lema de Dickson garantiza que varios procesos dentro de la fundamentación teórica de las Bases

de Gröbner terminan después de un número finito de pasos y es por eso que juega un papel funda-

mental para el desarrollo de este trabajo. Posterior a la siguiente definición, se enunciará y demostrará

una consecuencia inmediata del Lema de Dickson.

Definición 3.1.4. Un ideal de Sn recibe el nombre de ideal monomial si su sistema de generadores

está compuesto solo de monomios (Escudeiro, 2023).

Proposición 3.1.4. Si I es un ideal monomial de Sn y {uα / α ∈ Γ} su sistema de monomios

generadores, entonces existe un subconjunto finito {uα1
, uα2

, ..., uαm
} de {uα / α ∈ Γ} tal que

I = ⟨uα1
, uα2

, ..., uαm
⟩

(Herzog et al., 2018)
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Demostración.

Denótese por M al sistema de monomios generadores {uα / α ∈ Γ} de I, es decir

M = {uα / α ∈ Γ}.

Nótese que M ⊂ Mn. Por el Lema de Dickson, el conjunto de monomios minimales de M es finito, sea

este {uα1
, uα2

, ..., uαm
}. Se mostrará que el conjunto de minimales de M genera el ideal I. Dado un

polinomio

f =
∑
α∈Γ

gαuα, (12)

de I, donde gα ∈ Sn y además gα es nulo, excepto para un número finito de α’s. Por la proposición

3.1.2 , cada uα, α ∈ Γ, puede ser dividido por algún uαi
, i = 1, ...,m. Luego, para cada gα no nulo se

define el polinomio

hα = gα
uα

uαi

.

⇒ hαuαi
= gαuα (13)

Reemplazando (13) en (12) se obtiene que

f =
∑
α∈Γ

hαuαi
.

Por último, sea fi ∈ Sn la suma de los hα’s que multiplican a uαi
, se tendrá

f =

m∑
i=1

fiuαi
.

Como f es un polinomio arbitrario de I,

I = ⟨uα1
, uα2

, ..., uαn
⟩.

■

Al conjunto finito de monomios que generan el ideal I se le llama sistema de monomios generado-

res de I. En palabras más simples, la Proposición 3.1.4 dice que todo ideal monomial es finitamente

generado.

Proposición 3.1.5. Sea I = ⟨u1, u2, ..., um⟩ un ideal monomial de Sn. Un monomio u de Sn perte-

nece a I si, y solo si, u puede ser dividido por algún ui, i = 1, ...,m (Herzog et al., 2018).
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Demostración.

Sea un ideal monomial I = ⟨u1, u2, ..., um⟩ de Sn y u un monomio de Sn. Supóngase que u puede

ser dividido por algún ui, i = 1, ...,m. Esto implica que existe el monomio w de Sn tal que

u

ui
= w, para algún i = 1, ...,m.

Luego,

u = wui para algún i = 1, ...,m.

Haciendo fi = w y fj = 0, ∀j ̸= i, se tendrá que

u =

m∑
j=1

fjuj .

Por lo tanto, u ∈ ⟨u1, u2, ..., um⟩.

Para demostrar la recı́proca, sea u un monomio de I = ⟨u1, u2, ..., um⟩. Esto es que

u =

m∑
i=1

fiui, (14)

donde cada fi ∈ Sn. Luego, como fi ∈ Sn, este puede ser escrito como

fi =

mi∑
j=1

aijvij , (15)

donde los aij son coeficientes no nulos del cuerpo K sobre el cual se construye Sn y los vij son

monomios de Mn. Reemplazando (15) en (14) se tendrá

u =

m∑
i=1

mi∑
j=1

aijvij

ui.

De esta última expresión, como u es un monomio, existirán i, j tales que u = vijui. Esto muestra que

algún ui divide a u. ■

Proposición 3.1.6. Sea I un ideal monomial de Sn y S la colección de todos los sistemas de

monomios generadores de I. Existe un único elemento de S que es mı́nimo respecto a la inclusión

(Herzog et al., 2018).

Demostración.

Existencia. Por la Proposición 3.1.4, existe un sistema de monomios generadores finito para el

ideal monomial I. Si este no es mı́nimo respecto a la inclusión, entonces eliminando los monomios

redundantes se obtiene un sistema de monomios generadores de I que es mı́nimo respecto a la inclu-

sión.
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Unicidad. Supóngase que existen dos sistemas de monomios generadores de I que son mı́nimos

respecto a la inclusión

{u1, u2, ..., um} y {v1, v2, ..., vn}.

Sea ui ∈ {u1, u2, ..., um}. Por la Proposición 3.1.5, ui puede ser dividido por algún vj ∈ {v1, v2, ..., vn},

y por la misma proposición, vj podrá ser dividido por algún uk ∈ {u1, u2, ..., um}; esto es que

uk|vj y vj |ui. (16)

Por la propiedad transitiva de la división de monomios en Mn, ui podrá ser dividido por uk. Necesa-

riamente ui = uk, ya que {u1, u2, ..., um} es mı́nimo respecto a la inclusión. Reemplazando en (16) se

tendrá que

ui|vj y vj |ui.

Por la propiedad antisimétrica de la división de monomios en Mn, ui = vj ; lo que implica que ui ∈

{v1, v2, ..., vn}. Por lo tanto

{u1, u2, ..., um} ⊂ {v1, v2, ..., vn}.

Análogamente se prueba que

{v1, v2, ..., vn} ⊂ {u1, u2, ..., um}.

Luego

{u1, u2, ..., um} = {v1, v2, ..., vn}, (m = n).

Esto muestra que para todo ideal I de Sn existe un único sistema de monomios generadores que es

mı́nimo respecto a la inclusión. ■

A partir de ahora, al sistema de monomios generadores de un ideal I de Sn que es mı́nimo respecto

a la inclusión se le denominará sistema de monomios generadores mı́nimo de I.

3.2. Órdenes monomiales

Definición 3.2.1. Sea Sn el anillo polinomial en n variables sobre un cuerpo K y Mn el conjunto de

monomios también en n variables. Una relación de orden monomial en Sn es un orden total en Mn,

denotado por ≤Mn
, tal que
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1. 1 ≤Mn u, ∀u ∈ Mn,

2. Si u <Mn
v y w ∈ Mn, entonces uw <Mn

vw,

(Ene y Herzog, 2011).

En lo que sigue del trabajo, en lugar de usar el término de “relación de orden monomial en Sn”, sólo

se escribirá “orden monomial en Sn”.

Escolio 3.2.1. Dados dos números reales a, b y el orden total “ menor o igual que” en R, denotada

por ≤, se dice que a < b cuando a ≤ b, pero a ̸= b. Similarmente, dados dos monomios u, v en n

variables y un orden total en Mn, denotado por ≤Mn
, se dirá que u <Mn

v cuando u ≤Mn
v, pero u ̸= v.

Escolio 3.2.2. La segunda condición de orden monomial ≤Mn en Sn indica que

u <Mn v ∧ w ∈ Mn,=⇒ uw <Mn vw

y además es casi trivial que

u = v ∧ w ∈ Mn =⇒ uw = vw.

Con esto se quiere mostrar que la segunda condición de orden monomial en Sn implica que

u ≤Mn v ∧ w ∈ Mn =⇒ uw ≤Mn vw.

Se usará esto último para mostrar algunos resultados posteriores.

3.2.1. Orden del diccionario

Definición 3.2.1.1 (Orden del diccionario). Dados los monomios

u = xa1
1 xa2

2 · · ·xan
n ,

v = xb1
1 xb2

2 · · ·xbn
n ,

de Mn. Se llama orden del diccionario en Mn, denotado por ≤dic, a la relación dada por

u ≤dic v ⇐⇒ (a1 < b1) ∨ (a1 = b1 ∧ a2 < b2) ∨ ... ∨ (a1 = b1 ∧ a2 = b2 ∧ ... ∧ an ≤ bn).
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Proposición 3.2.1.1. El orden del diccionario en Mn es un orden total en Mn.

Demostración.

Sean dos monomios distintos

u = xa1
1 xa2

2 · · ·xan
n ,

v = xb1
1 xb2

2 · · ·xbn
n ,

de Mn.

Si a1 < b1, entonces u ≤dic v.

Si b1 < a1, entonces v ≤dic u.

Si a1 = b1, entonces

• Si a2 < b2, entonces u ≤dic v.

• Si b2 < a2, entonces v ≤dic u.

• Si a1 = b1 ∧ a2 = b2, entonces

◦ Si a3 < b3, entonces u ≤dic v.

◦ Si b3 < a3, entonces v ≤dic u.

◦ Si a1 = b1 ∧ a2 = b2 ∧ a3 = b3, entonces

⋄ Si a4 < b4, entonces u ≤dic v.

⋄ Si b4 < a4, entonces v ≤dic u.

...
...

...

En general

Si a1 = b1 ∧ a2 = b2 ∧ ... ∧ an ≤ bn, entonces u ≤dic v.

Si a1 = b1 ∧ a2 = b2 ∧ ... ∧ bn ≤ an, entonces v ≤dic u.

Esto muestra que dados dos monomios en Mn estos dos siempre se pueden comparar con el orden

diccionario en Mn. A continuación, se probarán las tres propiedades de relación de orden.
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I. u ≤dic u,∀u ∈ Mn

Dado el monomio u = xa1
1 xa2

2 · · ·xan
n ∈ Mn. Nótese que

a1 = a1 ∧ a2 = a2 ∧ ... ∧ an = an;

Lo cual es equivalente a que

a1 = a1 ∧ a2 = a2 ∧ ... ∧ an ≤ an;

Por lo tanto, u ≤dic u.

II. u ≤dic v y v ≤dic u =⇒ u = v.

Sean dos monomios

u = xa1
1 xa2

2 · · ·xan
n ,

v = xb1
1 xb2

2 · · ·xbn
n ,

de Mn, tales que u ≤dic v y v ≤dic u. El objetivo es probar que u = v.

En efecto, supóngase que u ̸= v; es decir, u <dic v o v <dic u.

Si u <dic v, entonces

(a1 < b1) ∨ (a1 = b1 ∧ a2 < b2) ∨ ... ∨ (a1 = b1 ∧ a2 = b2 ∧ ... ∧ an < bn).

Si a1 < b1, entonces b1 ̸< a1; esto implica que v ̸≤dic u.

Si a1 = b1 ∧ a2 < b2, entonces b1 = a1 ∧ b2 ̸< a2; esto implica que v ̸≤dic u.

Si a1 = b1∧a2 = b2∧a3 < b3, entonces b1 = a1∧ b2 = a2∧ b3 ̸< a3; esto implica que v ̸≤dic u.

...
...

...
...

...

Si a1 = b1 ∧ a2 = b2 ∧ ... ∧ an < bn, entonces b1 = a1 ∧ b2 = a2 ∧ ... ∧ bn ̸< an; esto implica

que v ̸≤dic u.

Nótese que en todos los casos para que u <dic v se tiene que v ̸≤dic u; esto contradice que

v ≤dic u.

Análogamente, si v <dic u, entonces se contradice que u ≤dic v. Por lo tanto u = v.
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III. u ≤dic v y v ≤dic w =⇒ u ≤dic w

Sean los monomios

u = xa1
1 xa2

2 . . . xan
n ,

v = xb1
1 xb2

2 . . . xbn
n ,

w = xc1
1 xc2

2 . . . xcn
n .

Supóngase que u ≤dic v y v ≤dic w.

Si a1 < b1 y

• b1 < c1, entonces a1 < c1. Por lo tanto, u ≤dic w.

• b1 = c1 ∧ b2 < c2, entonces a1 < c1. Por lo tanto, u ≤dic w.

• b1 = c1 ∧ b2 = c2 ∧ b3 < c3, entonces a1 < c1. Por lo tanto, u ≤dic w.

...
...

...
...

• b1 = c1 ∧ b2 = c2 ∧ ... ∧ bn ≤ cn, entonces a1 < c1. Por lo tanto, u ≤dic w.

Si a1 = b1 ∧ a2 < b2 y

• b1 < c1, entonces a1 < c1. Por lo tanto, u ≤dic w.

• b1 = c1 ∧ b2 < c2, entonces a1 = c1 ∧ a2 < c2. Por lo tanto, u ≤dic w.

• b1 = c1 ∧ b2 = c2 ∧ b3 < c3, entonces a1 = c1 ∧ a2 < c2. Por lo tanto, u ≤dic w.

...
...

...
...

...

• b1 = c1 ∧ b2 = c2 ∧ ... ∧ bn ≤ cn, entonces a1 = c1 ∧ a2 < c2. Por lo tanto, u ≤dic w.

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

Si a1 = b1 ∧ a2 = b2 ∧ ... ∧ an ≤ bn y

• b1 < c1, entonces a1 < c1. Por lo tanto, u ≤dic w.

• b1 = c1 ∧ b2 < c2, entonces a1 = c1 ∧ a2 < c2. Por lo tanto, u ≤dic w.

• b1 = c1 ∧ b2 = c2 ∧ b3 < c3, entonces a1 = c1 ∧ a2 = c2 ∧ a3 < c3. Por lo tanto, u ≤dic w.

...
...

...
...

...
...

• b1 = c1 ∧ b2 = c2 ∧ ... ∧ bn ≤ cn, entonces a1 < c1. Por lo tanto, u ≤dic w.
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En conclusión, después de ver todos los posibles casos, se tiene que u ≤dic w.

Por I., II. y III., el orden del diccionario ≤dic es una relación de orden en Mn y como además cumple

la comparabilidad, es un orden total en Mn. ■

A continuación, se probará que el orden del diccionario ≤dic en Mn es un orden monomial en Sn.

Proposición 3.2.1.2. El orden del diccionario ≤dic en Mn es un orden monomial en Sn.

Demostración.

Para esto se probará las dos condiciones de orden monomial en Sn.

I. 1 ≤dic u, ∀u ∈ Mn

Sea un monomio arbitrario

u = xa1
1 xa2

2 · · ·xan
n

de Mn, donde cada exponente ai es un entero no negativo. Nótese que la unidad de Sn, denotado

por 1, es el monomio en el cual todas las variables xi tienen exponente 0, es decir

1 = x0
1x

0
2 · · ·x0

n.

Como cada ai ∈ Z+
0 , se tendrá que 0 ≤ ai. Luego, si

0 < a1, entonces 1 ≤dic u.

0 = a1 y

• 0 < a2, entonces 1 ≤dic u.

• 0 = a2 y

◦ 0 < a3, entonces 1 ≤dic u.

◦ 0 = a3 y

...
...

...
...

...

Ası́ sucesivamente, se tendrá que

Si 0 < a1 ∧ 0 < a2 ∧ ... ∧ 0 ≤ an, entonces 1 ≤dic u.

Se acaba de mostrar que sea cual sea el valor de los exponentes enteros no negativos ai, 1 ≤dic

u. Como u es un monomio arbitrario de Mn, 1 ≤dic u, ∀u ∈ Mn.
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II. Si u <dic v y w ∈ Mn, entonces u · w <dic v · w.

Sean los monomios

u = xa1
1 xa2

2 · · ·xan
n ,

v = xb1
1 xb2

2 · · ·xbn
n ,

w = xc1
1 xc2

2 · · ·xcn
n ,

de Mn. Nótese que

u · w = xa1+c1
1 xa2+c2

2 · · ·xan+cn
n ,

v · w = xb1+c1
1 xb2+c2

2 · · ·xbn+cn
n

son monomios de Mn. Supóngase que u <dic v; esto es equivalente a que

(a1 < b1) ∨ (a1 = b1 ∧ a2 < b2) ∨ ... ∨ (a1 = b1 ∧ a2 = b2 ∧ ... ∧ an < bn).

Si a1 < b1, entonces

a1 + c1 < b1 + c1.

Por la definición del orden del diccionario en Mn, u · w <dic v · w.

Si a1 = b1 ∧ a2 < b2, entonces

a1 + c1 = b1 + c1 ∧ a2 + c2 < b2 + c2.

Por la definición del orden del diccionario en Mn, u · w <dic v · w.

Si a1 = b1 ∧ a2 = b2 ∧ a3 < b3, entonces

a1 + c1 = b1 + c1 ∧ a2 + c2 = b2 + c2 ∧ a3 + c3 < b3 + c3.

Por la definición del orden del diccionario en Mn, u · w <dic v · w.

...
...

...
...

...
...

Si a1 = b1 ∧ a2 = b2 ∧ ... ∧ an < bn, entonces

a1 + c1 = b1 + c1 ∧ a2 + c2 = b2 + c2 ∧ ... ∧ an + cn < bn + cn.

Por la definición del orden del diccionario en Mn, u · w <dic v · w.
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Por lo tanto, sea cual sea el caso por el cual u <dic v, siempre se tendrá que u · w <dic v · w.

Por I. y II., el orden del diccionario ≤dic en Mn es un orden monomial en Sn. ■

Se acaba de probar que existe por lo menos un orden monomial en Sn. Similar a este orden mono-

mial, se define el orden del diccionario inverso.

3.2.2. Orden del diccionario inverso

Definición 3.2.2.1 (Orden del diccionario inverso). Dados los monomios

u = xa1
1 xa2

2 · · ·xan
n ,

v = xb1
1 xb2

2 · · ·xbn
n ,

de Mn. Se llama orden diccionario inverso en Mn, denotado por ≤inv, a la relación dada por

u ≤inv v ⇐⇒ v ≤dic u.

Análogamente al orden del diccionario en Mn, se puede probar que el orden del diccionario inverso

≤inv en Mn es un orden monomial en Sn.

3.2.3. Ideales lı́der en Sn

Proposición 3.2.3.1. Sea ≤Mn un orden monomial en Sn. Si u y v son monomios distintos de Mn

tales que u divide a v, entonces u <Mn
v (Herzog et al., 2018).

Demostración.

Sean los monomios distintos u y v de Mn tales que u divide a v. Esto implica que existe el cociente

w ∈ Mn tal que

v

u
= w.

Obsérvese que v
u = w es equivalente a que v = w · u. Como u y v son distintos, el cociente w es

diferente a 1. Además, 1 ≤Mn w, por la primera condición de orden monomial, por lo que 1 <Mn w.

Luego, por la segunda condición del orden monomial ≤Mn
, se tiene que

1 · u <Mn
w · u.

Como 1 · u = u y w · u = v, reemplazando esto en última desigualdad se obtiene que u <Mn
v. ■
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Proposición 3.2.3.2. Sea un orden monomial ≤Mn en Sn. No existe una secuencia infinita decre-

ciente de la forma

u0 Mn
> u1 Mn

> u2 Mn
> ...,

donde u0, u1, u2, ... son monomios (Herzog et al., 2018).

Demostración.

Por contradición. Supóngase que sı́ existe una secuencia infinita decreciente de monomios u0, u1, u2, · · ·

de la forma

u0 Mn > u1 Mn > u2 Mn > ... .

Defı́nase M como el conjunto que contiene a los monomios u0, u1, u2, ... tales que u0 Mn > u1 Mn >

u2 Mn
> ...; es decir,

M = {u0, u1, u2, ... / u0 Mn
> u1 Mn

> u2 Mn
> ...}.

Por el Lema de Dickson, el número de monomios minimales de M es finito. Sean ui1 , ui2 , ..., uim los

monomios minimales de M , donde i1 < i2 < ... < im. Si j > im, entonces uj debe dividirse por uno de

los monomios minimales, esto por la Proposición 3.1.2. Sea uik el minimal que divide a uj . Por la Propo-

sición 3.2.3.1, uik <Mn
uj . Sin embargo, ya que j > im ≥ ik se tiene que uik Mn

> uj , lo que es una

contradicción. ■

Definición 3.2.3.1. Dado un orden monomial ≤Mn en Sn y un polinomio distinto de cero

f = a1u1 + a2u2 + ...+ amum

de Sn, donde los ai son escalares de K distintos de cero y los ui son monomios tales que

um ≤Mn
um−1 ≤Mn

... ≤Mn
u2 ≤Mn

u1.

El soporte de f es el conjunto definido por los monomios que aparecen en f y está denotado por s(f).

s(f) = {u1, u2, ..., um}.

El lı́der de f con respecto a ≤Mn
es el monomio maximal de s(f) con respecto a ≤Mn

y se denota

por L(f,≤Mn
).

L(f,≤Mn
) = u1.
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El escalar a1 que acompaña al L(f,≤Mn) es llamado coeficiente principal de f respecto a ≤Mn y el

término a1u1 es llamado término lı́der de f respecto a ≤Mn
.

Escolio 3.2.3.1. Por conveniencia, se define que, para cualquier orden monomial ≤Mn
en Sn, el

lı́der del polinomio nulo es 0; es decir, L(0,≤Mn) = 0, y además

L(0,≤Mn) <Mn L(f,≤Mn),

para todo polinomio no nulo f de Sn.

Proposición 3.2.3.3. Sea ≤Mn
un orden monomial en Sn. Si f y g son polinomios no nulos de Sn

y w ∈ Mn, entonces

1. L(fg,≤Mn) = L(f,≤Mn)L(g,≤Mn).

2. L(wf,≤Mn
) = wL(f,≤Mn

).

Demostración.

1. Dado el orden monomial ≤ en Sn. Si f y g son polinomios no nulos de Sn, entonces

u ≤Mn L(f,≤Mn), ∀u ∈ s(f),

v ≤Mn L(g,≤Mn), ∀v ∈ s(g).

Por la segunda segunda condición del orden monomial ≤Mn en Sn, se tendrá que

uv ≤Mn L(f,≤Mn)v, ∀u ∈ s(f),∀v ∈ s(g);

L(f,≤Mn
)v ≤Mn

L(f,≤Mn
)L(g,≤Mn

), ∀v ∈ s(g).

Y como ≤Mn
es un relación transitiva en Mn,

uv ≤Mn
L(f,≤Mn

)L(g,≤Mn
),∀u ∈ s(f),∀v ∈ s(g).

Nótese que

s(fg) ⊂ {uv ∈ Mn / u ∈ s(f) ∧ v ∈ s(g)} .

Luego, se tendrá que

uv ≤Mn
L(f,≤Mn

)L(g,≤Mn
),∀uv ∈ s(fg). (17)
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Como L(f,≤Mn) y L(g,≤Mn) son los elementos maximales de s(f) y s(g), respectivamente, se

tendrá que L(f,≤Mn
)L(g,≤Mn

) ∈ s(fg). Y por (17), se tendrá que

L(fg,≤Mn
) = L(f,≤Mn

)L(g,≤Mn
).

2. Dado el orden monomial ≤Mn
en Sn. Sea f un polinomio no nulo de Sn.

u ≤Mn
L(f,≤Mn

),∀u ∈ s(f),

Si w es un monomio de Mn,

wu ≤Mn
wL(f,≤Mn

),∀u ∈ s(f),

por la segunda condición del orden monomial ≤Mn
en Sn. Nótese que

s(wf) = {wu ∈ Mn / u ∈ s(f)}.

Luego, se tendrá que

wu ≤Mn
wL(f,≤Mn

),∀wu ∈ s(wf), (18)

Como L(f,≤Mn
) ∈ s(f), wL(f,≤Mn

) ∈ s(wf). Por (18), se tendrá que

L(wf,≤Mn
) = wL(f,≤Mn

).

■

Definición 3.2.3.2. Dados un ideal no nulo I y un orden monomial ≤Mn
en Sn. El ideal lı́der de I

respecto a ≤Mn
es el ideal monomial generado por {L(f,≤Mn

) / f ∈ I, f ̸= 0} y está denotado por

L(I,≤Mn). Es decir,

L(I,≤Mn) = ⟨{L(f,≤Mn) / f ∈ I, f ̸= 0}⟩

(Herzog et al., 2018).

3.3. Bases de Gröbner

Definición 3.3.1 (Base de Gröbner). Sea I un ideal y ≤Mn
un orden monomial en Sn. Una base de

Gröbner de I respecto a ≤Mn
es un conjunto finito {g1, g2, ..., gm} de polinomios no nulos de I tales que
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{L(g1,≤Mn),L(g2,≤Mn), ...,L(gm,≤Mn)} es un sistema de monomios generadores de L(I,≤Mn)(Ene

y Herzog, 2011).

Es aquı́ dónde surge la principal preguntas de la investigación: ¿Todo ideal de Sn tendrá una base

de Gröbner?

Proposición 3.3.1. Sea I un ideal no nulo y ≤Mn
un orden monomial en Sn. I por lo menos tiene

una base de Gröbner respecto a ≤Mn
.

Demostración.

Supóngase que se tiene un ideal no nulo I y un orden monomial ≤Mn
en Sn. El ideal lı́der de I

respecto a ≤Mn
,

L(I,≤Mn
) = ⟨{L(f,≤Mn

) / f ∈ I, f ̸= 0}⟩,

es un ideal monomial, ya que está generado por monomios. Por la Proposición 3.1.4, L(I,≤Mn
) es

finitamente generado, esto implica que existe

{L(f1,≤Mn),L(f2,≤Mn), ...,L(fm,≤Mn)} ⊂ {L(f,≤Mn) / f ∈ I, f ̸= 0}

tal que

L(I,≤Mn) = ⟨L(f1,≤Mn),L(f2,≤Mn), ...,L(fm,≤Mn)⟩,

donde f1, f2, · · · , fm son polinomios no nulos de I. Basta con escoger {f1, f2, · · · , fm} para encontrar

una base de Gröbner respecto a ≤Mn
para I . ■

Dado un orden monomial en Sn, se muestra la existencia de una base de Gröbner para un ideal no

nulo I de Sn, mas no es posible garantizar la unicidad de esta, ya que si {f1, f2, ..., fm} ⊂ I es una

base de Gröbner de I, cualquier subconjunto de I que contenga propiamente a {f1, f2, ..., fm} será

otra base de Gröbner.

Trabajando con un orden monomial en Sn, un conjunto {g1, g2, ..., gm} de polinomios no nulos de

un ideal I es una base de Gröbner si los lı́deres de cada gi, i = 1, 2, ...,m generan el ideal lı́der de I.

Sin embargo, contrario a la noción habitual que se tiene de las propiedades de base de una estructura

algebraica, aún no se tiene la certeza de si el subconjunto {g1, g2, ..., gm} de I genera el ideal I. A

continuación, se enuncia y demuestra una propiedad muy importante de las bases de Gröbner.
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Proposición 3.3.2. Sea I un ideal y ≤Mn un orden monomial en Sn. Si {g1, g2, ..., gm} es una base

Gröbner del ideal I de Sn respecto a ≤Mn
, entonces {g1, g2, ..., gm} es un sistema de generadores de

I (Ene y Herzog, 2011).

Demostración.

En efecto, dado un ideal arbitrario no nulo I y un orden monomial ≤Mn
en Sn. Supóngase que

{g1, g2, ..., gm} una base de Gröbner de I respecto a ≤Mn
.

Sea f ∈ ⟨g1, g2, ..., gm⟩. Luego,

f =

m∑
i=1

figi,

donde cada fi ∈ Sn. Por la definición de ideal de Sn, f ∈ I.

=⇒ ⟨g1, g2, ..., gn⟩ ⊂ I

Por la definición de base de Gröbner se tendrá que

L(I,≤Mn
) = ⟨L(g1,≤Mn

),L(g2,≤Mn
), ...,L(gm,≤Mn

)⟩.

Dado un polinomio no nulo f de I. Por la definición de L(I,≤Mn
), se tendrá que L(f,≤Mn

) ∈ L(I,≤Mn
).

Luego, por la Proposición 3.1.5, podrá ser dividido por algún L(gi0 ,≤Mn
), i0 = 1, ...,m; lo que implica

que existirá un monomio u0 tal que

L(f,≤Mn)

L(gi0 ,≤Mn
)
= u0

=⇒ L(f,≤Mn
) = u0L(gi0 ,≤Mn

)

=⇒ L(f,≤Mn
) = L(u0gi0 ,≤Mn

),

esto último por la Proposición 3.2.3.3. Sean a0 y ai0 los coeficientes principales de f y gi0 , respectiva-

mente, defı́nase el polinomio

h(1) = ai0f − a0u0gi0 ,

que claramente pertenece a I.

Si h(1) = 0, entonces

f =
a0
ai0

u0gi0 ,

y ası́ f ∈ ⟨g1, g2, ..., gm⟩.
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Si h(1) ̸= 0, por como está definido h(1),

s(h(1)) = [s(f) ∪ s(u0gi0)]− {L(f,≤Mn
)}.

Como L(f,≤Mn
) = L(u0gi0 ,≤Mn

) es el mayor monomio de s(f) ∪ s(u0gi0), se tendrá que

L(f,≤Mn
) Mn

> L(h(1),≤Mn
).

Ya que h(1) es un polinomio no nulo de I, se repite el mismo proceso que se uso para f . Se

escoge gi1 , i1 = 1, ...,m de tal forma que

L(h(1),≤Mn
) = L(u1gi1 ,≤Mn

),

para luego definir el polinomio

h(2) = ai1h
(1) − a1u1gi1 ,

que claramente pertenece a I, donde a1 y ai1 son los coeficientes principales de h(1) y gi1 .

• Si h(2) = 0, entonces

h(1) =
a1
ai1

u1gi1 ,

y ası́ h(1) ∈ ⟨g1, g2, ..., gm⟩, lo que implicará que f ∈ ⟨g1, g2, ..., gm⟩.

• Si h(2) ̸= 0, se tendrá que

L(f,≤Mn
) Mn

> L(h(1),≤Mn
) Mn

> L(h(2),≤Mn
);

y se define el polinomio h(3) de I. Supóngase que se continúa este procedimiento hasta

definir un polinomio h(k) de I.

◦ Si h(k) = 0, entonces f ∈ ⟨g1, g2, ..., gm⟩.

◦ Si h(k) ̸= 0, se tendrá que

L(f,≤Mn
) Mn

> L(h(1),≤Mn
) Mn

> ... Mn
> L(h(k),≤Mn

),

y se definirá un polinomio h(k+1).

Si se continúa con este proceso, entonces se obtendrá una secuencia infinita decreciente de mo-

nomios de la forma

L(f,≤) Mn
> L(h(1),≤) Mn

> L(h(2),≤) Mn
> ...,
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lo cual contradice la Proposición 3.2.3.2. Por lo tanto, este proceso terminará en h(m) = 0, para algún

m ∈ Z+, lo que implicará que f ∈ ⟨g1, g2, ..., gm⟩.

=⇒ I ⊂ ⟨g1, g2, ..., gm⟩

Por lo tanto I = ⟨g1, g2, ..., gn⟩. ■

Proposición 3.3.3. Cada ideal I de Sn es finitamente generado (Ene y Herzog, 2011).

Demostración.

La Proposición 3.3.1 garantiza que todo ideal I de Sn tiene una base de Gröbner, y además esta es

finita por definición. Por la Proposición 3.3.2 dicha base de Gröbner (finita) genera I. Esto muestra que I

es finitamente generado. ■

Seguidamente, se exhibirán bases de Gröbner con algunas particularidades y se demostrarán sus

caracterı́sticas con la ayuda de resultados anteriores.

3.3.1. Bases de Gröbner mı́nimas

Dados un ideal I y un orden monomial ≤Mn
de Sn. La Proposición 3.1.6 garantiza que para el ideal

monomial L(I,≤Mn
) existe un único sistema de monomios generadores mı́nimo.

Definición 3.3.1.1 (Base de Gröbner mı́nima). Sea I un ideal y ≤Mn un orden monomial en Sn.

Una base de Gröbner {g1, g2, ..., gm} del ideal I es mı́nima respecto a ≤Mn
si verifica que

1. {L(g1,≤Mn
),L(g2,≤Mn

), ...,L(gm,≤Mn
)} es el sistema de monomios generadores mı́nimo de

L(I,≤Mn),

2. el coeficiente principal de gi es 1, para cada i = 1, 2, ...,m.

Proposición 3.3.1.1. Todo ideal I de Sn posee una base de Gröbner mı́nima respecto a un orden

monomial dado.

Demostración.

Dado un orden monomial ≤Mn
en Sn. Sea I un ideal arbitrario de Sn y {g1, g2, ..., gp} una base de

Gröbner de I respecto a ≤Mn , esto implica que {L(g1,≤Mn),L(g2,≤Mn), ...,L(gp,≤Mn)} es un sistema

de monomios generadores de L(I,≤Mn
) y si este no es mı́nimo, se eliminan los monomios redundantes

hasta tener el sistema de monomios generadores mı́nimo {L(g1,≤Mn
),L(g2,≤Mn

), ...,L(gm,≤Mn
)} de
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I (que está contenido en {L(g1,≤Mn),L(g2,≤Mn), ...,L(gp,≤Mn)}). Sea ci el coeficiente principal de

gi, para cada i = 1, 2, ...,m, defı́nase el polinomio

g′i = c−1
i gi,

que pertenece a I, ya que gi ∈ I. Nótese que {g′1, g′2, ..., g′m} es una base de Gröbner ya que

{L(g′1,≤Mn
),L(g′2,≤Mn

), ...,L(g′m,≤Mn
)} = {L(g1,≤Mn

),L(g2,≤Mn
), ...,L(gm,≤Mn

)}

es el sistema de monomios generadores mı́nimo de L(I,≤Mn). Además, el coeficiente principal de cada

g′i es 1, esto por como está definido. Luego, {L(g′1,≤Mn
),L(g′2,≤Mn

), ...,L(g′m,≤Mn
)} es una base de

Gröbner mı́nima de I. Como I es un ideal arbitrario de Sn, todo ideal de Sn posee una base de Gröbner

mı́nima respecto a un orden monomial dado. ■

Existen bases de Gröbner mı́nimas para un ideal I de Sn, mas no se puede garantizar que estas

sean únicas. En efecto, si {g1, g2, ..., gm}, (m > 1) es una base de Gröbner mı́nima del ideal I respecto

a un orden monomial ≤Mn en Sn, tal que L(g1,≤Mn) ≤Mn L(g2,≤Mn), entonces {g1, g2 + g1, ..., gm}.

3.3.2. El algoritmo de la división

Proposición 3.3.2.1 (Algoritmo de la división). Sean f ∈ Sn y g1, g2, ..., gm polinomios no nulos

de Sn. Dado un orden monomial ≤Mn en Sn, existen polinomios q1, q2, ..., qm y r de Sn, tal que

f = q1g1 + q2g2 + ...+ qmgm + r, (19)

y verifican las condiciones:

1. s(r) y el ideal ⟨L(g1,≤Mn
), ...,L(gm,≤Mn

)⟩ son disjuntos;

2. L(qigi,≤Mn
) ≤Mn

L(f,≤Mn
), ∀ i = 1, ...,m.

La expresión (19) recibe el nombre de forma estándar de f respecto a g1, g2, ..., gm y r se denomina

residuo o resto de f respecto a g1, g2, ..., gm (Ene y Herzog, 2011).

Demostración.

En efecto, sea I = ⟨L(g1,≤Mn
), ...,L(gm,≤Mn

)⟩. Si:

s(f) ∩ I = ϕ. Haciendo q1 = q2 = ... = qm = 0 y r = f se verifica que s(r) ∩ I = ϕ y

L(qigi,≤Mn
) = L(0,≤Mn

) ≤Mn
L(f,≤Mn

),∀i = 1, ...,m.
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s(f)∩I ̸= ϕ. Sea u0 el monomio maximal respecto a ≤Mn que pertenece a s(f)∩I. Como u0 ∈ I,

por la Proposición 3.1.5, existirá w0 ∈ Mn tal que

u0

L(gi0 ,≤Mn
)
= w0

=⇒ u0 = w0L(gi0 ,≤Mn
), (20)

para algún L(gi0 ,≤Mn
) ∈ {L(g1,≤Mn

), ...,L(gm,≤Mn
)}. Sean c0 y di0 los coeficientes de u0 en f

y L(gi0 ,≤Mn) en gi0 , respectivamente, esto es que

f = ...+ c0u0 + ... (21)

gi0 = di0L(gi0 ,≤Mn
) + ... (22)

Multiplicando (22) por c0d−1
i0

w0 y reemplazando (20) en la nueva ecuación se tendrán

f = ...+ c0u0 + ...

c0d
−1
i0

w0gi0 = c0u0 + ....

Defı́nase el polinomio

h1 = f − c0d
−1
i0

w0gi0 . (23)

Luego

f = c0d
−1
i0

w0gi0 + h1. (24)

Si:

• s(h1) ∩ I = ϕ. Por la Proposición 3.2.3.3 se tiene que

L(w0gi0 ,≤Mn
) = w0L(gi0 ,≤Mn

) = u0 ≤Mn
L(f,≤Mn

).

Haciendo qi0 = c0d
−1
i0

w0, qj = 0,∀j ̸= i0 y r = h1, (24) es la forma estándar de f con respecto

a g1, g2, ..., gm y h1 es el residuo de f .

• s(h1)∩I ̸= ϕ. Sea u1 el mayor monomio respecto a ≤Mn
entre los monomios pertenecientes

a s(h1) ∩ I. Por la definición de h1, u0 /∈ s(h1) y u1 ∈ s(f) o u1 ∈ s(w0gi0). Si u1 ∈ s(f),

entonces, por la elección de u0, se tendrá que

u1 <Mn
u0.
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Si u1 ∈ s(w0gi0), entonces u1 ≤Mn L(w0gi0 ,≤Mn) = w0L(gi0 ,≤Mn) = u0 y como u1 ̸= u0,

u1 <Mn
u0.

A partir de esto se afirma que u1 <Mn u0. Como u1 ∈ I = ⟨L(g1,≤Mn), ...,L(gm,≤Mn)⟩,

algún L(gi1 ,≤Mn
) dividirá a u1, esto es que existe w1 ∈ Mn tal que

u1 = w1L(gi1 ,≤Mn).

Luego, se define el polinomio

h2 = h1 − c1d
−1
i1

w1gi1 , (25)

donde c1 es el coeficiente de u1 en h1 y di1 el de L(gi1 ,≤Mn
) en gi1 . Luego, reemplazando

(23) en (25) y despejando f se tendrá que

f = c0d
−1
i0

w0gi0 + c1d
−1
i1

w1gi1 + h2. (26)

Si:

◦ s(h2) ∩ I = ϕ. Nótese que

L(w0gi0 ,≤Mn) = w0L(gi0 ,≤Mn) = u0 ≤Mn L(f,≤Mn),

L(w1gi1 ,≤Mn
) = w1L(gi1 ,≤Mn

) = u1 ≤Mn
L(f,≤Mn

),

Haciendo qi0 = c0d
−1
i0

w0, qi1 = c1d
−1
i1

w1, qj = 0,∀j ̸= i0, i1 y r = h2, (26) es la forma

estandar de f con respecto a g1, g2, ..., gm y h2 es el residuo de f .

◦ s(h2) ∩ I ̸= ϕ. Se continua con el mismo proceso y se obtiene una secuencia

u0 Mn > u1 Mn > u2 Mn > ...,

que terminará en algún monomio uM por la Proposición 3.2.3.2; y se obtendrá la expre-

sión

f =

M−1∑
j=0

cjd
−1
ij

wjgij + hM , (27)

donde s(hM ) ∩ I = ϕ y además

L(w0gi0 ,≤Mn
) ≤Mn

L(f,≤Mn
),

... ≤Mn

... ,

L(wM−1giM−1
,≤Mn

) ≤Mn
L(f,≤Mn

).
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Tomando qij = cjd
−1
ij

wj ,∀j = 1, ...,M − 1, qj = 0,∀j ̸= ij , j = 1, ...,M − 1 y r =

hM , se tiene que (27) es la forma estandar de f respecto a g1, g2, ..., gm y hM es su

residuo. ■

Proposición 3.3.2.2. Sea I un ideal de Sn y {g1, g2, ..., gm} una base de Gröbner I respecto a un

orden monomial ≤Mn
dado. Un polinomio no nulo f de Sn tiene un único resto respecto a g1, g2, ..., gm

(Herzog et al., 2018).

Demostración.

Sea un polinomio no nulo f ∈ I = ⟨g1, g2, ..., gm⟩, donde {g1, g2, ..., gm} es una base de Gröbner de

I respecto al orden monomial ≤Mn
. Supóngase que el resto de f respecto a g1, g2, ..., gm no es único.

Sean r y r′ dos restos distintos de f respecto a g1, g2, ..., gm; es decir

f = q1g1 + q2g2 + ...+ qmgm + r, (28)

f = q′1g1 + q′2g2 + ...+ q′mgm + r′. (29)

Defı́nase q′′i = −(qi − q′i) ∈ Sn, ∀i = 1, 2, ...,m. Haciendo la diferencia de (28) y (29) se obtiene que

q′′1 g1 + q′′2 g2 + ...+ q′′mgm = r − r′.

De la última ecuación se deduce que r − r′ ∈ I. Como r − r′ es no nulo, L(r − r′,≤Mn
) ∈ L(I,≤Mn

).

Nótese que L(r − r′,≤Mn
) ∈ s(r) ∪ s(r′). Por el algoritmo de la división se sigue que

L(r − r′,≤Mn
) /∈ ⟨L(g1,≤Mn

), ...,L(gm,≤Mn
)⟩,

pero como L(I,≤Mn
) = ⟨L(g1,≤Mn

), ...,L(gm,≤Mn
)⟩, se llega a una contradicción. Por lo tanto, el resto

de f respecto a g1, g2, ..., gm es único. ■

Proposición 3.3.2.3. Sea {g1, g2, ..., gm} una base de Gröbner del ideal I de Sn respecto a un

orden monomial ≤Mn
dado. Un polinomio no nulo f de Sn pertenece a I = ⟨g1, g2, ..., gm⟩ si, y solo si,

el resto de f respecto a g1, g2, ..., gm es 0 (Ene y Herzog, 2011).

Demostración.

Sea f un polinomio no nulo de I = ⟨g1, g2, ..., gm⟩ y considérese

f = q1g1 + q2g2 + ...+ qmgm + r,
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la forma estándar de f respecto a g1, g2, ..., gm. Supóngase que en la expresión estándar de f respecto

a g1, g2, ..., gm, el residuo r no es 0. Luego

r = f −
m∑
i=1

qigi.

Como f ∈ I, r ∈ I; y además L(r,≤Mn
) ∈ L(I,≤Mn

), ya que r ̸= 0. Pero como L(r,≤Mn
) ∈ s(r), se

tendrá que L(r,≤Mn
) /∈ L(I,≤Mn

) por el algoritmo de la división, lo que es una contradicción. Por lo

tanto el resto r de f respecto a g1, g2, ..., gm es 0.

Para mostrar la recı́proca, supóngase que el residuo r es nulo. Luego, se tiene que

f =

m∑
i=1

qigi,

donde qi ∈ Sn; esto implica que f ∈ I = ⟨g1, g2, ..., gm⟩. ■

3.3.3. Bases de Gröbner reducidas

Definición 3.3.3.1 (Base de Gröbner reducida). Sea I un ideal y ≤Mn
un orden monomial en Sn.

Una base de Gröbner {g1, g2, ..., gm} del ideal I es reducida respecto a ≤ si verifica que

1. el coeficiente principal de cada gi es 1, para cada i = 1, 2, ..., n,

2. si gi ̸= gj , L(gi,≤Mn
) no divide a ningún monomio de s(gj)

(Ene y Herzog, 2011).

Proposición 3.3.3.1. Para cada ideal I de Sn existe una única base de Gröbner reducida respecto

a un orden monomial dado (Ene y Herzog, 2011).

Demostración.

Existencia. Dado un orden monomial ≤Mn
en Sn, por la Proposición 3.3.1.1, para un ideal arbitrario

I de Sn existe una base de Gröbner mı́nima respecto a ≤Mn
, sea esta {g1, g2, ..., gm}. Por la definición

de base de Gröbner mı́nima, el conjunto

{L(g1,≤Mn),L(g2,≤Mn), ...,L(gm,≤Mn)}

es el sistema de monomios generadores mı́nimo de L(I,≤Mn), que es único por la Proposición 3.1.6,

lo que implica que los elementos L(gi,≤Mn
), i = 1, 2, ...,m, son minimales; es decir, que no se pueden

dividir entre ellos.
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Sea r1 el residuo de dividir g1 respecto a g2, g3, ..., gm, es decir que

g1 = q11g2 + q12g3 + ...+ q1m−1
gm + r1,

donde q1i ∈ Sn, ∀i = 1, ...,m− 1. Nótese que r1 ∈ I. Como L(g1,≤Mn
) no puede ser dividido por algún

L(gj ,≤Mn
), j = 2, ...,m, necesariamente

L(g1,≤Mn
) ∈ s(r1);

y esto último implica que L(g1,≤Mn) = L(r1,≤Mn). Luego, {r1, g2, ..., gm} es una base de Grobner

mı́nima de I con respecto a ≤Mn
. Como L(r1,≤Mn

) es el mayor de todos los monomios de s(r1)

respecto a ≤Mn
, no puede ser dividido por algún L(gj ,≤Mn

), j = 2, ...,m; ningún monomio de s(r1)

podrá ser dividido por algún L(gj ,≤Mn), j = 2, ...,m.

Sea r2 el resto de dividir g2 respecto a r1, g3, ..., gm, es decir que

g2 = q21r1 + q22g3 + ...+ q2m−1gm + r2,

donde q2i ∈ Sn, ∀i = 1, ...,m − 1. Nótese también que r2 ∈ I. Como {r1, g2, ..., gm} es una base

de Grobner mı́nima de I, se tendrá que L(g2,≤Mn) no puede ser dividido ni por L(r1,≤Mn) ni por

algún L(gj ,≤Mn
), j = 3, ...,m; esto implica que necesariamente L(g2,≤Mn

) = L(r2,≤Mn
). Luego,

{r1, r2, g3, ..., gm} es una base de Gröbner mı́nima de I respecto a ≤Mn
. Análogamente a r1 y r2, se

definen los polinomios r3, r4, ..., rm para g3, g4, ..., gm, respectivamente; y se obtiene que {r1, r2, ..., rm}

es una base de Gröbner mı́nima de I respecto a ≤Mn
que cumple con la propiedad de que si ri ̸=

rj , entonces L(ri,≤Mn
) no divide a ningún monomio de s(rj). Además, se tendrá que el coeficiente

principal de cada ri también es 1, ∀i = 1, ...,m; ya que el coeficiente principal de cada gi es 1, ∀i =

1, ...,m pues {g1, g2, ..., gm} es una base de Gröbner mı́nima de I respecto a ≤Mn
, y L(gi,≤Mn

) =

L(ri,≤Mn
), ∀i = 1, ...,m. Esto muestra que {r1, r2, ..., rm} es una base de Gröbner reducida de I

respecto a ≤. Ası́ se prueba la existencia de una base de Gröbner reducida de un ideal I de Sn

respecto a un orden monomial dado.

Unicidad. Ahora, supóngase los conjuntos

{g1, g2, ..., gm} y {h1, h2, ..., hn}

son dos bases de Gröbner reducidas para el ideal I de Sn respecto a ≤Mn . Por la definición de base

de Gröbner reducida se tendrá que para gi ̸= gj , L(gi,≤Mn
) no divide a ningún monomio de s(gj), en
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particular para j ̸= i, L(gi,≤Mn) no divide a ningún L(gj ,≤Mn). Análogamente, para j ̸= i, se muestra

que L(hi,≤Mn
) no divide a ningún L(hj ,≤Mn

). Luego,

{L(g1,≤Mn
),L(g2,≤Mn

), ...,L(gm,≤Mn
)} y {L(h1,≤Mn

),L(h2,≤Mn
), ...,L(hn,≤Mn

)}

son sistemas de monomios generadores mı́nimos de L(I,≤Mn
). Por la Proposición 3.1.6, los cardinales

de ambos sistemas de monomios generadores son iguales (m = n) y los ı́ndices se reordenarán tal

que L(gi,≤Mn) = L(hi,≤Mn), ∀i = 1, ...,m. Supóngase que gi − hi ̸= 0. Nótese que

L(gi − hi,≤Mn) ≤Mn L(gi,≤Mn) y L(gi − hi,≤Mn) ∈ s(gi) ∪ s(hi).

Luego, ningún L(gj ,≤Mn) dividirá a L(gi−hi,≤Mn), j ̸= i, esto implica que L(gi−hi,≤Mn) /∈ L(I,≤Mn

); lo que contradice que gi − hi ∈ I. Luego, gi = hi, para ∀i = 1, ...,m(= n); es decir, las bases

{g1, g2, ..., gm} y {h1, h2, ..., hn} son iguales. Esto muestra que para un ideal I de Sn solo existe una base

de Gröbner reducida respecto a un orden monomial dado. ■
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Conclusiones

1. Gracias al lema de Dickson, en un subconjunto no vacı́o de monomios en n variables se puede

encontrar una cantidad finita de monomios minimales, lo que garantiza la existencia de estos.

En particular, para el ideal lı́der de un ideal I del anillo de polinomios se puede encontrar un

sistema de monomios generadores finito, los cuales son minimales; estos minimales a su vez son

lı́deres de ciertos polinomios de I, dichos polinomios conforman una base de Gröbner de I, lo que

garantiza la existencia de una base de Gröbner para cualquier ideal I del anillo de polinomios.

2. Se mostró que el orden lexicográfico y el orden lexicográfico inverso verifican las condiciones de

orden monomial en Sn. Ası́ que siempre es posible encontrar por lo menos un orden monomial

en Sn.
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