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Resumen

El conjunto de polinomios en las n variables xy, s, - ,x, que pertenecen a un cuerpo K dado
y con coeficientes en el mismo cuerpo tiene estructura de anillo y, como en todo anillo, se pueden
encontrar subconjuntos I llamados ideales. Los términos de un polinomio pueden ordenarse de manera
creciente o decreciente, para esto es necesario introducir una nocién de orden dentro del conjunto
de monomios en las n variables, al cual se nombrara orden monomial; y con este orden se puede
encontrar el elemento “mas pequeino” de un conjunto de monomios, el cual se conoce como monomio
minimal. Por el lema de Dickson es posible mostrar que todo ideal monomial del anillo de polinomios es
finitamente generado. Con estos conceptos asimilados se da a conocer lo que es una base de Grébner
de un ideal I del anillo de polinomios respecto a algin orden monomial dado. El trabajo concluye en
que existen bases de Grobner para todo ideal I de S,, gracias al lema de Dickson. Ademas, se prueba
la existencia de bases de Grobner minimas, y la existencia y unicidad de bases de Grébner reducidas;
que siguen siendo bases de Grdbner, solo que con algunas particularidades.

Palabras clave: Ideales, monomios minimales, lema de Dickson, érdenes monomiales, bases de

Grobner.
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Abstract

The set of polynomials in the n variables x1,z,--- ,z, that belong to a given field K and with
coefficients in the same field has a ring structure and, as in every ring, it is possible find subsets I
called ideals. The terms of a polynomial can be ordered in an increasing or decreasing manner. For this
it is necessary to introduce a notion of order inside the set of monomials in the n variables, which will be
called monomial order; and with this order it is possible find the “smallest” element of a set of monomials,
which is known as a minimal monomial. Thanks to Dickson’s lemma it is possible to show that every
monomial ideal of the ring of polynomials is finitely generated. With these concepts assimilated, what is
a Grobner basis of an ideal I of the ring of polynomials with respect to some given monomial order is
revealed. The work concludes showing that in every ideal I of S,, there are Grébner bases. Furthermore,
the existence of minimal Grébner bases, and the existence and uniqueness of reduced Grébner bases,
are proven; which are still Grobner bases, with some particularities.

Keywords: Ideals, minimal monomials, Dickson’s lemma, monomial order, Grébner Bases.
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Introduccion

Del mismo modo que un subconjunto no vacio 8B de un K-espacio vectorial V' se dice base cuando
B genera VV y ademas sus elementos son linealmente independientes, una base de Grébner de un
ideal de polinomios I es un subconjunto finito no vacio de I que genera I y que ademas posee cierta
caracteristica que se mostrara posteriormente.

Ya conocida la definicion de base de Grobner de un ideal I y sabiendo que dicha base esta deter-
minada por el ideal lider de I es natural preguntarse: 4todo ideal I del anillo de polinomios posee una
base de Grobner? El objetivo principal de este trabajo es responder a esta interrogante usando el lema
de Dickson, ya que este implica que el ideal lider de I es finitamente generado. Para esto, previamente,
se introducen los conceptos de monomio minimal y orden monomial, ya que sin estos es imposible
definir lo que es una base de Grdbner. Por consiguiente, antes de cumplir con el objetivo principal de
la investigacion se tiene que garantizar que siempre es posible encontrar monomios minimales en un
conjunto de monomios del anillo de polinomios y también hallar 6rdenes monomiales en dicho anillo,
estos son los objetivos especificos de la investigacion.

El presente trabajo inicia con el Capitulo I, en este se da a conocer el planteamiento del proble-
ma; es decir, la situacion problematica, los problemas y objetivos de la investigacion, antecedentes, y
demas. Seguidamente, en el Capitulo Il se encuentra el marco teérico; es aqui donde se presentan las
definiciones, notaciones y proposiciones mas basicas para comprender este trabajo, tales como la de
anillo, ideal, relacion de orden, etc. Posteriormente, el Capitulo Il se dedica exclusivamente a lograr
los objetivos de la investigacion, dando las definiciones necesarias y demostrando los resultados mas
importantes, tales como el “Lema de Dickson”, “Ideal finitamente generado”, “Orden monomial”, y otros.

Finalmente, se dan a conocer las conclusiones de la investigacion.
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Capitulo |

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

1.1.  Situacion problematica

El conjunto de polinomios en n variables con coeficientes en un determinado cuerpo K junto con
las operaciones usuales de la adicién y la multiplicacién de polinomios tiene estructura de anillo y se le
conoce como anillo polinomial en n variables sobre el cuerpo K. En este anillo, como en cualquier otro,
es posible encontrar sub estructuras algebraicas llamados ideales. Sea I un ideal no vacio del anillo
polinomial en n variables, una base de Grébner de I respecto a un orden monomial es un subconjunto
finito no vacio de I que verifica ciertas propiedades. El lema de Dickson lleva implicito que todo ideal
monomial del anillo de polinomios es finitamente generado, ¢ existira alguna relaciéon entre dicho lema
y la existencia de las bases de Grobner? Considerando dicha pregunta como principal problematica se

procedera a realizar la investigacion.

1.2. Formulacion del problema
1.2.1. Problema general
¢ Es posible demostrar la existencia de bases de Grdbner en ideales de polinomios mediante el
lema de Dickson?
1.2.2. Problemas especificos

= ; Existen monomios minimales en subconjuntos de monomios de n variables?

» ; Existen ordenes monomiales en el anillo polinomial de n variables?

1.3. Justificacion de la investigacion

Existen algunas aplicaciones de las bases de Grdbner tales como la solucién de sudoku (Marcavillaca,
2019) u la optimizacion restringida a un sistema polinomial (Bances et al., 2014). Antes de compren-

der o elaborar nuevas aplicaciones de las bases de Grobner es necesario estudiar qué es una Base



de Grdbner, bajo qué condiciones existen y qué propiedades verifican, es por esto que se desarrolla
el presente trabajo. Este es un comienzo a futuras investigaciones mas complejas y elaboradas en el

campo del algebra conmutativa y, en especifico, las aplicaciones de las bases de Grdbner.

1.4. Objetivos de la investigacion
1.4.1. Objetivo general

Demostrar que existen bases de Grobner en ideales de polinomios mediante el lema del Dickson

1.4.2. Objetivos especificos
= Demostrar la existencia de monomios minimales en subconjuntos de monomios de n variables

» Demostrar la existencia de 6rdenes monomiales en el anillo polinomial de n variables

1.5. Antecedentes empiricos de la investigacion
1.5.1. Antecedentes internacionales

Chambi J. (2010), de la Universidad Mayor de San Andrés, presenta el trabajo Teorema de las bases
de Grobner con el objetivo principal de desarrollar los teoremas de Orden Monomiales para polinomios
de n-variables, el Teorema de las Bases de Grdbner y ver la optimizacion de Bruno Buchberger sobre
tal teorema de Grdbner.

Garcia J. (2020), de la Universidad Politécnica de Madrid, realiza el trabajo Bases de Grdbner y
Aplicaciones con el objetivo de estudiar las Bases de Grdbner, para ello realiza una aproximacion
matematica desde los conceptos mas fundamentales hasta conocer algunas de sus aplicaciones.

Sola V. (2019), de la Universidad de El Salvador presenta el trabajo INTRODUCCION A BASES
ESTANDAR Y ALGUNAS APLICACIONES. Su objetivo principal es exponer detalladamente un estudio
introductorio a las bases estandar (de Groébner) de ideales, demostrando las principales propiedades
y algoritmos que permiten estudiar la teoria de ideales desde una perspectiva computacional; y cuyos
objetivos especificos son Generalizar el algoritmo de la divisién de polinomios, en el anillo de polinomios
en n indeterminadas, permitiendo introducir las bases de Grobner y sus propiedades, hacer un estudio

de conceptos fundamentales de los anillos de polinomios asociados a un orden monomial cualquiera



y la construccion de formas normales para el calculo de bases estandar, y desarrollar ejemplos que
exhiban la aplicacion de las bases estandar.

Diniz P. (2020) de la Universidade Federal de Uberlandia realiza el trabajo Introdugdo as Bases de
Grébner con el objetivo de estudiar las Bases de Grébner y sus propiedades.

Alcantara D. (2023) de la Universidad de Cantabria presenta el trabajo BASES DE GROBNER con
el objetivo de formular bases de Grébner de ideales del anillo de polinomios, mostrar el calculo de estas

y algunas aplicaciones.

1.5.2. Antecedentes nacionales

Marca G. (2008), de la Universidad Nacional de Ingenieria, realiza la investigacion Bases de Grébner
con aplicaciones al algebra conmutativa. El objetivo de su investigacion es discutir algunas principa-
les ideas que envuelven métodos computacionales algebraicos cuya importancia esta en la posibilidad
de atacar temas clasicos del algebra conmutativa y geometria algebraica de una manera algoritmica,
simplificando calculos de manera efectiva.

Kong M., Bances R., Medina N., Gonzéalez M., Luna M., y Sanchez R. (2014) de la Pontificia Uni-
versidad Catolica del Perl, presentan el trabajo de ALGUNAS APLICACIONES DE LAS BASES DE
GROBNER, con el fin de presentar una introduccién a las Bases de Grébner y desarrollar algunas de
sus aplicaciones.

Flores L. (2021) de la Universidad Nacional del Altiplano, presenta el trabajo de BASES DE GROBNER
Y SUAPLICACION EN LA SOLUCION DE SISTEMAS POLINOMIALES, con el fin de determinar Bases
de Grdbner y aplicar a la solucion de un sistema de ecuacion polinomial

Marcavillaca E. (2019) de la Universidad Nacional de San Antonio Abad del Cusco, presenta el
trabajo de Solucién del Sudoku: Utilizando Bases de Grébner, con el fin de resolver el Sudoku usando
la teoria de las Bases de Grdbner, para esto modela el Sudoku mediante un sistema de ecuaciones
polinomiales, luego asocia al Sudoku un ideal en el anillo de polinomios de varias variables. Este ideal
sera el ideal generado por los polinomios que describen el sistema de ecuaciones, calcula la Base
de Grdbner reducida para este ideal. Los generadores de la Base de Grdbner reducida forman un
sistema de ecuaciones que es equivalente al sistema original, resolviendo el nuevo sistema se obtiene

la solucion al Sudoku.



Gimenez P. (2013) de la Pontificia Universidad Catdlica del Per(, presenta sus notas tituladas Una
introduccion a las bases de Grébner y algunas de sus aplicaciones, con las cuales pretende ofrecer

una introduccion elemental a la teoria de bases de Grobner y presentar algunas de sus aplicaciones.

1.6. Metodologia de la investigacion
1.6.1. Ambito de estudio

El presente trabajo de investigacion se realiza en la Escuela Profesional de Matematica de la Uni-

versidad Nacional de San Antonio Abad del Cusco desde mayo de 2022 a febrero de 2023.

1.6.2. Nivel de investigacion

Seguln Hernandez et al. (2018), los estudios exploratorios se realizan cuando el objetivo es exa-
minar un tema o problema de investigacion poco estudiado, del cual se tienen muchas dudas o no
se ha abordado antes. Es por esto que se considera esta investigacion de nivel exploratorio, pues se

pretender examinar un tema poco estudiado o novedoso.

1.6.3. Diseio de investigacion

El disefio de este trabajo es no experimental porque pertenece al conjunto de estudios que se
realizan sin la manipulacién deliberada de variables y en los que s6lo se observan los fenémenos en

su ambiente natural para analizarlos (Hernandez et al., 2018).



Capitulo Il

MARCO TEORICO

2.1. Estructuras algebraicas

Definicion 2.1.1. Dado un conjunto no vacio R. Se dice que R es un anillo, si en R estan definidas

las operaciones de adicion y multiplicacion, denotadas por “+” y “.”, respectivamente, tales que
1. a4+ b€ R;Va,be R,

2. a+b=0b+a;Va,beR,

3. (a+b)+c=a+ (b+¢);Va,b,c € R,

4. 310 R/a+0=a;Va € R,

5. 8 —a€ R/a+ (—a) =0;paracadaa € R,

6. a-b€ R;Va,b e R,

7.a-(b-¢c)=(a-b)-c;Va,b,c€R,

8. a-(b+c¢c)=a-b+a-cy(b+c)-a=b-a+c-a;Va,b,c€ER,

(Herstein, 1988).

Si la multiplicacion en el anillo R es conmutativa; es decir, si se verifica que a - b = b - a, para todo
a,b € R, entonces R es un anillo conmutativo.

Escolio 2.1.1. Por simplicidad, para la multiplicacion de f por g, se emplea la notacion fg para

denotar al producto de f y g, es decir
fo=17r-g

Proposicion 2.1.1. Sea R un anillo. Si 0 es el elemento neutro para la adicién, entonces para todo

a € R se verifica que

(Herstein, 1988).



Demostracion.

Sea a un elemento arbitrario del anillo R y 0 es elemento neutro para la adicion en R. Notese que

a-0=a-(0+0).

La condicién 8 de la Definicion 2.1.1 dice que en un anillo la multiplicacién es distributiva respecto a la

adicién por derecha y por izquierda. Usando la distributividad por izquierda se tendra que

a-0=a-0+a-0.

Como el elemento neutro para la adicion en cualquier anillo es Unico, es necesario que

a-0=0.

Andlogamente se muestra que

0-a=0.

Definicion 2.1.2. Sea R un anillo conmutativo. Si existe 1 € R tal que

u-1=u,

para todo u de R, entonces R es un anillo con unidad.
Definicion 2.1.3 Sea R un anillo. Un subconjunto no vacio I de R es llamado ideal del anillo R si

satisface las siguientes condiciones:

1. Sifel,gel,entonces f+ge€l,

2.Sifel,ge R,entoncesg- fel

(Ene y Herzog, 2011).

Escolio 2.1.2. Para cualquier ideal I de un anillo R se verifica que 0 € I, donde 0 es el elemento
neutro para la adicion en R.

Escolio 2.1.3. R y {0} son ideales triviales de cualquier anillo R, donde 0 es el elemento neutro
aditivo en R.

Definicion 2.1.4. Sea R un anillo conmutativoy a € R, a # 0. Se dice que a es un divisor de cero

siexisteunb € R, b # 0, tal que a - b = 0 (Herstein, 1988).



Definicion 2.1.5. Un anillo conmutativo es un dominio entero si no tiene divisores de cero (Herstein,
1988).

Definicion 2.1.6. Sea R un anillo. Se dice que R es un anillo con division si el conjunto de sus
elementos diferentes de cero tienen estructura de grupo con respecto a la multiplicacion. (Herstein,
1988).

Definicion 2.1.7. Un cuerpo es un anillo conmutativo con divisién (Herstein, 1988).

A los elementos de un cuerpo K se les denomina escalares. Dentro de los cuerpos mas conocidos
se encuentran el conjunto de los nimeros reales (R) y el conjunto de nimeros complejos (C) junto con

las operaciones usuales de adicién y multiplicacion.

2.2. Relaciones de orden

En ciertos conjuntos aparece una nocién de orden. Sin importar el conjunto con el que se esté
trabajando, para referirse a un orden dentro de dicho conjunto se usara el término genérico “preceder”.
Asi, en un conjunto cualquiera FE se dira que los elementos = e y estan ordenados si = precede a y 0
viceversa.

Definicion 2.2.1. Sea F un conjunto no vacio. Una relacion R definida en E por
xRy <= x precede a y,
es una relacion de orden amplio en E si verifica lo siguiente:
1. Reflexiva = R z,Vz € F,
2. Antisimétrica s RyAy Rz =x =y,
3. Transitiva t RyAyRz=a2R =z

(Lazo, 1992).

En lo que sigue del trabajo, en lugar de usar el término de “relacion de orden amplio”, sélo se dira
“relacién de orden”.

Definicion 2.2.2. Sea F un conjunto no vacio. Una relacién R definida en £ cumple la comparabi-
lidad si para cualesquiera x, y distintos de F se cumple que x R y 0 y R = (Munkres, 1971).

Definicion 2.2.3. Sea R una relaciéon de orden en un conjunto no vacio E. Si R no verifica la

comparabilidad; es decir, existe por lo menos un par de elementos z, y distintos de F tales que no se



cumple que z R y e y R z, entonces se dice que R es una relacion orden parcial en E o simplemente
orden parcial en E.

Definicion 2.2.4. Sea F un conjunto no vacio. Si en E se define un orden parcial, entonces se dice
que E es un conjunto parcialmente ordenado.

Sea A un conjunto diferente del vacio. El conjunto potencia de A, denotado por P(A), es un conjunto
parcialmente ordenado por la relacién inclusion, denotada por C; es decir, C es un orden parcial en
P(A).

Definicion 2.2.5. Sea R una relacién de orden en un conjunto no vacio E. Si R verifica la compa-
rabilidad, entonces se dice que R es un orden total en E.

Definicion 2.2.6. Sea E un conjunto no vacio. Si en E se define un orden total, entonces se dice
que F es un conjunto totalmente ordenado.

El conjunto de los nimeros reales R es un conjunto totalmente ordenado por la relacion menor o
igual que, denotada por <, pues esta es un orden total en R.

Se usara la notacién (E, R) para denotar un conjunto totalmente ordenado E por el orden total R.

Definicion 2.2.7. Sea F un conjunto no vacio. Una relacién R definida en E por

x R y < x precede estrictamente a y,

es una relacién de orden estricta en E si verifica lo siguiente:
1. Irreflexiva = R z,Vz € E,
2. Asimétrica z Ry =y R «,
3. Transitiva : RyAyRz=x2z Rz

(Lazo, 1992).

Definicion 2.2.8. Sea R una relacién de orden estricta en un conjunto no vacio E. Si R no verifica
la comparabilidad, entonces se dice que R es un orden estricto parcial en E.

Definicion 2.2.9. Sea F un conjunto no vacio. Si en FE se define un orden estricto parcial, entonces
se dice que E es un conjunto estricto-parcialmente ordenado.

Definicion 2.2.10. Sea R una relacion de orden estricta en un conjunto no vacio E. Si R verifica la

comparabilidad, entonces se dice que R es un orden estricto total en E.



Definicion 2.2.11 Sea E un conjunto no vacio. Si en E se define un orden estricto total, entonces
se dice que F es un conjunto estricto-totalmente ordenado.

Los conjuntos de los niUmeros reales y enteros son conjuntos estricto-totalmente ordenados por la
relacién de orden menor que, denotada por <.

Definicion 2.2.12 Sean (A1, <;), (42,<3), ..., (A, <,) conjuntos totalmente ordenados y las n-

uplas

a = (a1,az,...,an)
b= (b1,ba,...,b,)

del producto cartesiano A; x A; x --- x A,,. Se define el orden del diccionario u orden lexicografico en

A; x As x --- x A, denotado por <, como

a§b<:)(a1 <1 bl)\/(alzbl/\az <9 bg)\/...\/(al:bl/\aQ:bg/\.../\an énbn)

2.3. Anillo polinomial en n variables sobre un cuerpo K

Para las posteriores definiciones y, en general, en lo que sigue del trabajo, se trabajaran con varia-
bles escalares 1, x2, ..., 2, de un cuerpo K dado.
Definicion 2.3.1. Sea K un cuerpo. Un monomio sobre K en un nimero finito de variables =1, - - - , z,

se define como un producto de la forma z{*z5? - - - 2%, y se denota por u; esto es

ai a2

— An
u=x{xy? Ty

n

donde cada exponente a; es un entero no negativo. El grado de u, denotado por g(u), es la suma de

todos los exponentes a;, es decir
n
g(u) = Zai.
=1
Para este estudio se denotara por M,, al conjunto de monomios en las n variables z1,--- , z,. Asi,
se definen los conjuntos:
M1 = {l'(lu / ay € Z(T},
My = {2{'25* | a1,a2 € Zg },

o a a a =+
Mg = {z{" z5?25* / a1,a9,a3 € Z] },



M, = {z{* 2% | ay,..,ap, € ZJ}.

Definicion 2.3.2. Un término en las variables z1, ..., z,, con coeficiente en el cuerpo K es el producto

de un escalar ¢ € Ky un monomio u = z{*z5? - - - 2% € M,, y se denota por v’; esto es

QAn

g = a1 .92 |
u = cu = cry' Ty Ty

Al escalar ¢ se le denomina coeficiente del término «’. El grado del término «’ es el grado del monomio
u que aparece en €l; es decir, g(u') = g(u).

Definicion 2.3.3. Se define el conjunto de polinomios en las n variables x4, ..., z,, sobre el cuerpo
K, denotado por K[z1, ..., z,], como aquel conjunto que contiene a todas las sumas finitas de términos

en las variables x4, ..., z,, con coeficientes en K; esto es

m
K[J,‘l, ...,J,‘n] = {Zciui / c € K,u; € M,,, Vi= 1,2,...,m}

=1
Para denotar un polinomio; es decir, una suma finita de términos en cualquier cantidad entera posi-
tiva de variables, se usaran letras minlGsculas como f 6 g segln sea necesario.
Definicion 2.3.4. El grado de un polinomio f, denotado por g(f), es el mayor grado de los términos
que lo componen.
En el conjunto de polinomios en una variable z; = = sobre un determinado cuerpo K, denotado por

K][z], se dice que:

= un polinomio f estid ordenado ascendentemente si los términos que lo componen estan distri-
buidos de acuerdo al grado de sus términos: comenzando del que tiene menor grado y terminando

en el de mayor grado. Este tipo de polinomios tiene la forma
f=c1a9 + coa?? + c3x”® + ... + cpatn,

donde j; € Z§,Vi=1,...,nY j1 < ja < ... < jn.

= un polinomio f esta ordenado descendentemente si los términos que lo componen estan distri-
buidos de acuerdo al grado de sus términos: comenzando del que tiene mayor grado y terminando

en el de menor grado. Este tipo de polinomios tiene la forma
f= clzcjl + CQ:Ejz + 03mj3 + ...+ Cn:L'j",
donde j; € Z§,Vi=1,..,nY j1 > j2 > ... > jn.
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= un polinomio f de grado n esta completo si dentro de él existen todos los términos de menor

grado a n hasta el término de grado cero, ya sea en orden o no.

Notese que todo polinomio de K[z] se puede ordenar de manera ascendente o descendente.
Ademas, se puede agregar los términos que faltan para que sea completo haciendo que estos ten-

gan coeficiente cero. Luego, los polinomios de K[z| seran de la forma
m
f=co+cix+cox® + ... +epa™ = chxk,
k=0
donde ¢(f) = m y cada coeficiente ¢; es un escalar de K; es decir,

m
K[z] = {Z cxz® | e €K, Vk =0, 1,2,...,m}
k=0
Dados los polinomios arbitrarios completos y ordenados ascendentemente
m _
f=ao+ a1z +ax®+ ...+ apa™ = Z a;z' € Klz],
=0
g=bo+ bz +bx?+ .. +bya" = Z bj:rj € K[z},
j=0

se definen las operaciones de la adicién (+) y la multiplicacion (-) en K[z] de la siguiente manera:

= La adicion es un calculo simple, solo se sumaran los coeficientes de los términos semejantes de

/'y g, haciendo que los coeficientes para los términos que no existan sean ceros, es decir

f+g= Zaixi —&—Zbﬂﬂ
=0 J=0

q
f4+g= Z(al + b))z, donde ¢ < max{m,n}
1=0

La dltima expresion corresponde a la sumade fy g.

= Para la multiplicacién, la expresion correspondiente al producto de los polinomios f y g no es tan

facil de deducir. A continuacién, se muestra una deduccién de esta.

m n
f-g :Zaixi -ijmj
i=0 §=0
= (ao + a1+ asx® + ... + amxm) . (bo +bix+box?+ ...+ bnx”)
=ag (bo + b1z + bo2® + ... + bpz™) + a1z (b + b1z + boz® + ...t

bna™) + o amx™ (bo + bra + bea? + ...+ bya™)
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fg= (aobo + apbrz + a0b21'2 + ...+ agbnx”) + (albofL' + a1b1x2+
arbex® + ... + albn:L'"H) +...+ (amboxm +apbiz™ i+

ambox™ 2 + .+ apbpy™ " right
Usando las propiedades del cuerpo K en la ultima igualdad se tendra que
f g9 =apby + (agb1 + a1bg) x + (agbe + a1b1 + azbp) 22+ ..+ apb,a™ . (1)
Haciendo a; = 0,Vi > my b; = 0,Vj > n, la ecuacion (1) es equivalente a

f g =aobo + (agbi + a1by)  + (aobs + a1b1 + asby) L NS

(aobern + (leern,l —+ ...+ ambn + ...+ am+n,1b1 + am+nbo)xm+". (2)

Notese que en el producto de f y ¢ el coeficiente correspondiente al monomio z!,1 = 0,1, ..., m+n,
es

!
apb; + arbj—1 + ... +ajbg = Zakblfk-
k=0

Luego, reemplazando cada coeficiente, en (2) se tendra que

0 1 2 m+n
f -g = (Z akb0k> 270 + (Z akb1k> 1‘1 + <Z akb2k> $2 + ...+ <Z akbernk) Zmrn,
k=0 k=0 k=0

k=0

3)

Finalmente, (3) es equivalente a

m+n l
f-9= Z ( akbl—k> z!
k=0

=0

La ultima expresion es la que corresponde al producto de f y g. Este producto también se puede

expresar como

m—+n

m n
f-g= E a;x" - E bjz? = E ot
i=0 §=0 1=0

donde

l
Cc = E akbl,k.
k=0

Escolio 2.3.1. Tanto para la suma y el producto de los polinomios f y g surgiran coeficientes a; y
b; aparte de los ya conocidos en f y g, los cuales simplemente tomaran el valor de cero para efectos

de célculo.
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Proposicion 2.3.1. Sea R un anillo y z una variable en R. El conjunto de todos los polinomios en
una variable con coeficientes en el anillo R, denotado por R [z], es un anillo con las operaciones de
adicion y multiplicacién de polinomios.

Demostracion.

Sea R un anillo y = una variable en R, se define el conjunto de polinomios en la variable = con
coeficientes en el anillo R, denotado por R|x], como aquel conjunto que contiene a todas las sumas
finitas de términos en la variable = con coeficientes en R; esto es que

m
R[z] := {Zciui / ¢ € Ryu; € My, Vi= 1,2,...7m}.
=1

Sean

m
f=ao+az+ax®+ ...+ apa™ = Zaiwi
=0
n .
g=by+bix+byz?+ ... +bpa" = ijx]
j=0
p
h=co+c1z+ cox® + ... + cpal = chxk,
k=0
polinomios del conjunto de todos los polinomios en la variable = con coeficientes en R, denotado por
R[z].
En primer lugar, se mostraran las propiedades correspondientes a la adicion para que R [z] sea un

anillo. Se comenzara mostrando la cerradura de esta operacion. La suma de los polinomios f y g esta

dada por
q
f+9=> (a+b)a', donde ¢ < max{m,n}.
=0

Como f, g € R|z], los coeficientes a;, b; son elementos del anillo R, Vi =0,1,2,...,myVj =0,1,2,...,n.
Luego, a; +b, € K, Vi=0,1,2,...,¢; donde ¢ < max{m,n}, pues la adicion de elementos en el anillo R
es cerrada. Por lo tanto, f + g € R [z]. Esto muestra que la adicion en R [z] es cerrada. Notese también
que
f+yg :Zaixi +ija:j
i=0 j=0

q
= Z(al + by)z!, donde ¢ < méax{m,n},
1=0
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puesto que a; y b; son elementos del anillo R, se tendra que

(b + ay)z', donde ¢ < méax{n,m},

M=

~

3
o

m
bjz? + ) ax’
=0

Il
<

J

Por consiguiente

f+ag=9+f;

esto muestra la conmutatividad para la adicién en R [z]. A continuacion, se demuestra la asociatividad

de la adicion en R [z]. Véase que

n

m P
(f+g)+h=( i+ bjxf) +) cpat
=0 k=0

a
i—0

~

k=0

[(as + bs) + ;] a*, donde r < méax{q, p}.
s=0

q P
= (Z(al + bl)xl> + chazk, donde ¢ < max{m,n};

(4)

Ademas, que r < max{q,p} y ¢ < max{m,n} implican que » < max{m,n, p}. Luego, usando la asocia-

tividad de la adicion en el anillo R en (4) se tendra que

(f+9)+h :Z [as + (bs + ¢5)] °, donde r < max{m,n, p}.
s=0

Andlogamente, se puede mostrar que

r

f+(g+h)= Z [as + (bs + ¢s)] z°, donde r < max{m,n,p}.

s=0

Comparando (5) y (6) se tiene que
(f+9)+h=[f+(g+h).
Ahora, sup6ngase que en R][z] existe un Unico polinomio
e = Z ejxj
j=0
tal que para todo f en R[z] implica que
fre=".
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En efecto, reemplazando f y e en (7) se tiene que

m n m

7 j 7
E a;x” + E e;x’ = E a;x,
=0 7=0 =0

q m
Z(al + ezl = Zaixi, donde ¢ < max{m,n}.

=0 =0
Como ambas sumas en la dltima igualdad son iguales, ¢ = m; reemplazando se tendra que
m m
Z(ai +e)x’ = Z a;x’.
i=0 1=0

Luego, a; +e¢; = a;, Vi = 1,...,m. Como a; € R, Vi = 1,...,m,y Res un anillo, e; =0, Vi = 1,...,m,

donde 0 denota al elemento neutro para la adicién en el anillo R. Por lo tanto,

m m
e:E ele:E 0z*=0
i=0 i=0

es el elemento neutro para la adicién en R|[x]. Esto muestra la existencia del elemento neutro para
la adicién en R[z] y que este es el polinomio cuyos coeficientes son todos ceros, el cual se llamara
polinomio nulo. Ademas, como 0 es el elemento neutro para la adicion de R, este es Unico; lo que
implica que el polinomio nulo es Unico. Seguidamente, supdngase que para cada polinomio f de R[z]

existe un polinomio

f/ = ibjx]a
j=0

de RJz], tal que
f+f =e (8)
Reemplazando f, /'y e en (8) se tiene que
Z azri + Z bj.I‘J = Z OCCl,
i=0 j=0 i=0
q m )
Z(al + b))zt = Z 0z', donde ¢ < max{m,n}.
=0 1=0

Como ambas sumas en la ultima igualdad son iguales, ¢ = m; reemplazando se tendra que

Zm:(ai + b))t = i 02",
i=0 =0

Luego, a; + b; = 0, Vi = 1,...,m. Como a; €s un elemento del anillo de R, paracadai =1,....,m,y 0

es elemento neutro para la adicion en el anillo R, b; es el elemento simétrico para la adiciéon de a;; es
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decir, b; = —a,. Por lo tanto,

m

f'=2 ()t == e’ = —f

=0 1=0

Asi se muestra la existencia del elemento simétrico para la adicién en R[x]. Ademas, f’ € R[z| es Unico
para cada f € R[x], ya que los coeficientes de f’ son Unicos para los coeficientes de f.

Se acaba de probar todas las propiedades con respecto a la adicion para que R[x] sea un anillo. Se-
guidamente, se prueban las propiedades con respecto a la multiplicacién comenzando por la cerradura.
El producto de los polinomios f y g esta dado por

m+n l
f-9= Z ( akbl—k> .
k=0

=0

Como f, g € R[], a;,b; son elementos del anillo R, Vi =0,1,...,myVj =0,1,2,...,n. Luego,

!
c = Z arb_1 € R,
k=0

vli=0,1,2,...,m+ n, pues la suma de productos de elementos del anillo R es otro elemento de R. Por
lo tanto, f - g € R[x]. Esto muestra que la multiplicacion en R|x] es cerrada. A continuacién, se muestra

la asociatividad de esta operacion. Véase que

m n p
(f-9)-h= Zaiiﬂi’ijIj ~chxk
i=0 §=0 k=0
m-+n l p
= [Z ( akbl—k> Il] 'Z%Ik,
k=0

=0 k=0

(m+n)+p s t
= Z [Z < akbt—k> Cs—t] x®. (9)
0

s=0 t=0 \k=

Utilizando las propiedades del anillo R se verifica que

s t s
Z < akbt_k> Cs—t = Z (aobt + albt_l + ..o+ at_lbl + atbo) Cs_t,
k=0

t=0 t=0

= agbocs + (apby + a1bo)cs—1 + ... + (agbs—1 + arbs_o + ...+
as—2b1 + as_1bg)c1 + (apbs + a1bs—1 + ... + as—1b1 + asbo)co,

= ao(bocs +bics—1 + ... + bs_1¢1 + bsco) + a1 (bocs—1 + bics—o+
ce Fbs—2c1 + bs_1¢0) + ... + as—1(boc1 + bico) + asboco,

= Z ay (bocs—t +bi1cs—t—1 + ... + bs_¢—101 + bs—1¢o),
t=0

t s s—t
< akbt—k> Cs—t = Zat <Z bsz—t—k> . (10)
k=0 t=0 k=0

S

t=0
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Luego, reemplazando (10) en (9) se tiene que

m++(n+p) s s—t
(f-9)-h= Z lz at <Z bk%-t-k)] x®,
s=0 t=0 k=0

i=0 1=0 \k=0

m n p
:Zami . (Z bja? ZCka

i=0 §=0 k=0

(f-9)-h=f-(g-h).

ckx Zaw —|—be] ,

q
(Z a + b))z ) , donde ¢ < max{m,n}

k=0 l
p+q [ s
— Z th(as_t + bs_t)] z®, donde ¢ < max{m,n}
s=0 Lt=0
pta [ s
= Z Z(ctas_t + ctbs_t)] x°, donde ¢ < max{m,n}
s=0 Lt=0
p+q [
= Z thas .+ thbs t] z®, donde ¢ < max{m,n}
s=0 Lt=0 t=0
p+m s p+n s
= Z ( Ct%t) x® + Z (Z ctbst> z°,
s=0 \t=0 s=0 \t=0
P m p n
:chxk Zaixi + chx Zb]x ,
k=0 =0 k=0 7=0

Andlogamente se prueba que (f +g)-h = f-h+ g - h. Esto muestra que la multiplicacion es distributiva
con respecto a la adicién en R[z| por izquierda y derecha. Con esto se termina de probar todas las
propiedades de anillo para R[z]. Por lo tanto, el conjunto R[z] junto a las operaciones de la adicion y
multiplicacién definidas es un anillo. [ |

Notese que el anillo R[x] esta construido sobre el anillo R. Asi, si el anillo R esta provisto de mas
propiedades, entonces el anillo R[x] también gozara de mas propiedades. Esto conlleva a formular la
proposicién que se ve a continuacion.

Proposicion 2.3.2. Sea R un anillo y x una variable en R. Si R es un anillo conmutativo con unidad,

entonces R [z] es un anillo conmutativo con unidad.
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Demostracion.
Anteriormente se prob6 que el conjunto de polinomios en una variable con coeficientes en un anillo
R, denotado por R [z], es un anillo con las operaciones de adicién y multiplicacién de polinomios. Ahora,
supdéngase que R, ademas de ser sélo un anillo, es conmutativo y tiene unidad. Sea 1 la unidad del

anillo R. Supdngase que existe ¢ € R[z] tal que para f € R|z] se verifica que

foi=f (11)

Reemplazando f en (11) y usando las propiedades del anillo R[], se tendra que

m m
Zajx] = Zajx37
§=0 §=0
(ao +a1z+asx®+ ...+ amxm) = (ao +a1z+ax®+ ...+ amxm) .
(ag it ax it ar? i+ . 4 apz™ - z) = (ao + a1z +asx®+ ...+ amxm) .

((ao - 1) + (a1 - i)z + (a2 - )2 + .. + (am - 1)2™) = (a0 + @12 + a2z® + ... + apz™) .

Notese que a; - i = a;, Vi = 1,...,m. Luego, como todo a; pertenece al anillo con unidad R, i = 1; es
decir, la unidad de R[] es el polinomio constante ¢ = 1. Esto muestra que el anillo R[z] tiene unidad.
Ahora, como R es anillo conmutativo, la adicién y multiplicacién en el anillo R son conmutativas.

Luego, se tendra que

m+n l
f9= Z ( akbl—k> a!,
=0 k=0
m—+n
= Z (aobl +aibj—1 + ... +aj_1b1 + albo) .%'l7
=0
n+m
= Z (boay + brag_1 + ... + bi_1a1 + bag) ',
=0

n+m l
l
= E braj_ | o',
=0 0

k=

f-9=9-f;

es decir, la multiplicacion en R[z] es conmutativa. Por lo tanto, R[x] es un anillo conmutativo y con uni-
dad. [ |
Para una segunda variable y, el conjunto de polinomios en las variables = e y con coeficientes en

un anillo conmutativo con unidad R estara denotado por R [z,y]. Los elementos de R [z, y] seran de la
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forma

m,n

y
E aj; 'y’
(2]

Dichos elementos pueden reescribirse como

n m
E g ai;x’ |y
j=0 \i=0

es decir, como polinomios en la variable y con coeficientes en R [z]. Por lo tanto, el conjunto R [z, y]
puede entenderse como (R [z]) [y]- En virtud de la Proposicién 2.3.1, R [z, y] es un anillo y por la Pro-
posicion 2.3.2 es conmutativo y con unidad. Asi, se enuncia la siguiente proposicion.

Proposicion 2.3.3. Sea R un anillo conmutativo con unidad y z1, z2, ..., z,, son variables que per-
tenecen a R. El conjunto de todos los polinomios en las variables x1, x4, ..., 2, con coeficientes en R,
denotado por R [z, z2, ..., x,], €S un anillo conmutativo con unidad, para todo n € Z™.

Demostracion.

Con las Proposiciones 2.3.1 y 2.3.2 se mostré que la proposicion se cumple para una variable.

Supdngase que para k variables la proposicion es cierta; es decir, dado un anillo conmutativo con
unidad Ry z1,x9,...,x SON variables que pertenecen a R, el conjunto R[z1,z2,..., 2] €S un anillo
conmutativo con unidad (hipétesis inductiva). Se tiene que demostrar que la proposicion es cierta para
k + 1 variables a partir de la suposicion antes hecha. Para esto, igual que para el caso de dos variables
que se vio antes de enunciar la proposicion, los polinomios de R [z1, x2, ..., Tk, Zx+1] S€ €scribirdn como
polinomios en la variable z., con coeficientes en R [z1, zo, ..., 2], que es un anillo conmutativo con

unidad por la hipotesis inductiva, es decir

Rlxy,29, ..., Tk, Tit1] = (R[x1, 22, oy X)) [Tgt1] -

Como los polinomios de R [z1,xa, ..., Tk, Tk+1] tienen coeficientes en R [z1, z2, ..., x|, que es un anillo
por la hipétesis inductiva, R [z1, z2, ..., Tk, Tr11] Sera un anillo. Ademas, R [z, s, ..., 3] €S conmutativo
y tiene unidad por la hip6tesis inductiva, lo que implica que R [z1, 22, ..., Tk, Tr+1] €5 conmutativo y tiene
unidad, esto por la Proposicién 2.3.2. Por el principio de induccién, se concluye que la proposicion se
cumple para cualquier cantidad entera de variables. |

La dltima proposicién indica que, dado un anillo conmutativo con unidad, denotado por R, y las n

variables z1, zo, ..., z, que pertenecen a R, el conjunto de polinomios en las n variables x4, ..., x,, con
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coeficientes en R, denotado por R[x1, ..., z,], tiene estructura de anillo, para todo n € Z*; ademas es
conmutativo y tiene unidad.

Notese que todo cuerpo K es un anillo conmutativo y con unidad. Lo que se busca con esto, es mos-
trar que el anillo polinomial en n variables con coeficientes en el cuerpo K, denotado por K[z1, ..., z,] ,
se puede construir sobre un cuerpo y no necesariamente sélo sobre un anillo conmutativo con unidad.
Luego, el conjunto de polinomios en las n variables z1, ..., x,, sobre el cuerpo K de la Definicion 2.3.3
es un anillo conmutativo y con unidad. A partir de ahora, a dicho conjunto se le llamara anillo polinomial
en n variables sobre el cuerpo K.

Sea K un cuerpo cualquiera y teniendo las n variables 1, ..., z,, de K, por simplicidad, se denotara

al anillo polinomial en n variables sobre el cuerpo K por S,,. Es decir,

Sp = Klx1, .oy 2p]-

2.4. ldeales en S,

Definicion 2.4.1. Un subconjunto no vacio I de S,, es llamado ideal de S, si verifica las siguientes

condiciones:
1. Si f,g €I, entonces f +g € I,
2. Sifel geS,, entonces gf € I.

(Herzog et al., 2018)
Proposicion 2.4.1. Sea {f, : o € T'} un subconjunto no vacio de S,,, donde T" es un conjunto de

indices. El conjunto I de polinomios p de la forma

> gafas

acl’
donde cada g, € S, ¥ g €S nulo, excepto para un nimero finito de «’s, es un ideal de S,,
(Herzog et al., 2018).
Demostracion.

Sean

pzzgafa y qzzhafav

ael ael
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polinomios de I, donde g, h, € S, Yy ademas g, Y h, Son nulos, excepto para un nimero finito de a’s.
Notese que como S, tiene estructura de anillo, la suma g, + h, = u,, €s otro polinomio de .S,, y también

uq, €S nulo, excepto para un numero finito de a’s. Luego

P+a=Y gafa+ D hala

ael ael
= Z(ga + hoc)faa
ael
pt+q= Z uafcw
ael

es otro polinomio de I. Ademas, si r es un polinomio de .S,,, entonces el producto r - g, = v, €s otro
polinomio de S,, y también v, es nulo, excepto para un namero finito de «o’s. Luego

rep=r-Y gafa

acl’

= Z(T'ga)fa

acll

r-p= Zvafa7

acl

es otro polinomio de I. Por lo tanto, I es un ideal de S,,. |
El ideal I visto en la Proposicion 2.4.1 es llamado ideal generado por {f. : « € T'} y esta denotado

por {{f. : « € T'}), es decir

I={{fa:ael}).

El conjunto {f, : « € T'} se denomina sistema de generadores de I.
En particular, si el sistema de generadores del ideal I es un conjunto finito { f1, f2, fm}, entonces

se escribe

I= <flaf27 fTI’L>a

e I se denomina ideal finitamente generado.

Escolio 2.4.1. Sea I un ideal de S,,. Existe un subconjunto {f, : « € T'} de S,, tal que

I={{fa:acT}).
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Capitulo Il

BASES DE GROBNER EN IDEALES DE 3,

3.1. Monomios minimales y Lema de Dickson

En algebra generalmente, al momento de hablar de anillos es necesario tener dos operaciones
cerradas (adicion y multiplicaciéon) en un conjunto. Para el presente estudio, es de fundamental im-
portancia definir una operacién en M,,; llamada division de monomios que no verifica la propiedad de
cerradura.

Definiciéon 3.1.1 (Condicion de divisibilidad). Sean dos monomios v = z{'z3*---zi» y v =
xﬁlxgz -zt de M,,. Se dice que el monomio « divide a v, y se denota por u|v, si, y solo si, a; < b; para

cadai=1,...,n (Herzog et al., 2018).

Sean los monomios

— Q1,02 An _ b1 be . b
U=XTy Ty~ - T," Y V=0T Ty Ty

de M,, tales que ulv, con la particularidad de que a; < b;, Vi = 1,...,n. Luego, si se consideran los
monomios v’ y v/, también de M,,, que resultan de intercambiar los exponentes de la variable z; de u

y v; es decir,

bo bn

b1 a Qp ! __ al
Yy v =2p%y Ty,

,— DY
U =Ty Ty 2%

serd imposible que v'|v’ 0 que v'|u’, ya que no se verifica que todos los exponentes de «' son menores
o iguales a los de v/, ni viceversa (condicién de divisibilidad). Lo que se quiere mostrar con esto es que
no todo par de monomios en M,, se pueden dividir.
Definicion 3.1.2. Siu = 2252 - - - 2% divide a v = 2} 252 - - - 28, al resultado de dividir v entre u se
le llama cociente y es otro monomio w = ' "1 x>~ ... gbn—an de M,,; es decir
b1, .bs b.

v X Ty SRR el :xbl_alxg2_a2"' b

T n—an — Ww.
u o x{twg? e ant ! "

Previamente se mostré que la divisién en M,, no es cerrada, pues no existe el cociente de dos mono-
mios de M, si no estos no verifican la condicién de divisibilidad. El resultado enunciado a continuacion

es consecuencia de este razonamiento.
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Proposicion 3.1.1. La division de monomios en M,, es un orden parcial.

Demostracion.

Para demostrar esto, se tiene que probar las tres propiedades de relacion de orden y seguidamente

mostrar porque es parcial.

ulu, Yu € M,
Dado el monomio u = z{*z5? - - - 28" € M,,. Como a; < a;, paracada i = 1, ..., n, se tiene que

ulpyvlu = u=vw

Dados los monomios

An

— ai a2
u=xy'T5® -,

_ .b1,.ba b
v=ate?

de M,,. Supongase que u|v y v|u. Por la condicion de divisibilidad, se tendra que a; < b; y b; < a;,
para cada i = 1,...,n; y como la relacion menor o igual que, denotada por <, es antisimétrica en

Z&, a; = b;, paracadai = 1,...,n. Luego,

u=axytry? -z,
S

u=v

ulv y vjw = u|w

Dados los monomios
u=ax{tws? - an,
vealial ol
w=zx{r? - a,

de M,,. Sup6ngase que u|v y v|w. Por la condicién de divisibilidad se tendra que a; < b; y b; < ¢;,
paracadai = 1,...,n; y como la relacion menor o igual que, denotada por <, es transitiva en Z,

se tendra que a; < ¢;, paracada i = 1, ..., n. Luego,

ulw.
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Por 1., Il. y Ill., la divisén de monomios es una relacion de orden en M,,. Y es un orden parcial porque
no todos los pares de elementos u, v de M,, son comparables mediante la divisiobn de monomios, es de-
cir, no cumplen que ulv 0 v|u. |

Sea z{' € M;. El conjunto de divisores de z]*, denotado por Div(x{") , sera el conjunto de todos

los monomios en z5' € M, tales que 0 < b; < ay; es decir
Div(x{") := {xlil eM /0<bh < al}.

El cardinal de dicho conjunto es a; + 1, esto significa que el monomio z{* tiene a; + 1 divisores.

a a

Sea z{*z3? € M. El conjunto de divisores de z{'x5?, denotado por Div(z{*z5?) , sera el conjunto

de todos los monomios en z4'z%2 € M, tales que 0 < by < a; y 0 < by < ay; es decir

Div(z{*x5?) := {xlflx? EMy; / 0<by <a1; AN0<by < ag}.

El cardinal de dicho conjunto es (a;+1)(az+1), esto significa que el monomio z{* z5? tiene (a1 +1)(az+1)
divisores.

Andlogamente, para z{* - - - 2% € M, el conjunto de divisores de este monomio sera
n

Div(z® - ) =% gl e M, / 0<b; <a;Vi=1,..,n¢.
1 1 n

El monomio z{* - - - %" € M, tendra [];-, (a;+1) divisores. Esto implica que un monomio en n variables
tiene una cantidad finita de divisores.
Definicion 3.1.3. Sean M un subconjunto no vacio de M,, y u € M. El monomio u es llamado

monomio minimal de M si, y solo si,
VYveM; vju=v=u

(Herzog et al., 2018).
En términos mas simples, un monomio « es un monomio minimal de M C M,, cuando ningun otro
monomio de M, aparte de si mismo, puede dividirlo.

De la Definicién 3.1.3 se deduce que un monomio v € M C M,, no es minimal de M si, y solo si,
Jve M /vjunv#u.

Esto dltimo es utilizado para mostrar posteriores resultados.
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Proposicion 3.1.2. Sea M un subconjunto no vacio de M,,. Si M tiene un conjunto finito de

monomios minimales {uy,usa,...,un} Y u € M, entonces u puede ser dividido por algin u;, i = 1,...,m.
Demostracion.

Sea M un subconjunto no vacio de M, que tiene un conjunto finito de monomios minimales

{u1,ug, ...;um} y u € M.
» Siu=uy, paraalgini=1,...,m, ya esta probada la proposicion.
» Siu #u;, paratodoi=1,...,m, entonces v, € M / vi|u A vy # u.

» Siv; = u;, paraalgin i = 1, ...,m, ya esta probada la proposicion.

* Sivy; # uy, paratodo i = 1,...,m, entonces vy € M / va|vy A vy # v1. COMO va|vy Y v1|u,

por la propiedad transitiva de la divisién de monomios, se tendra que vs|u.
o Siwy =uy, paraalgini =1, ...,m, ya esta probada la proposicion.
o Siwve # u;, paratodoi = 1,...,m, entonces Fvs € M / vs|va A vg # vo. COMO vs|ve Yy

va|u, otra vez por la propiedad transitiva de la divisién de monomios, se tendra que vs|u.

Este proceso se repite un nimero finito n de veces hasta llegar a un v,, € M, que es divisor de u, que
ya no puede ser dividido por ningln elemento de M salvo por si mismo, ya que u tiene un ndmero fini-
to de divisores. Es decir, v,, €s un monomio minimal u; de M, para algin i = 1, ..., m, que divide a u. Asi
gqueda demostrada la proposicion. |

Seguidamente, se enunciara y demostrara uno de las proposiciones mas importantes de este tra-
bajo.

Proposicion 3.1.3 (Lema de Dickson). El conjunto de monomios minimales de un subconjunto no
vacio M de M,, es finito, Vn € Z* (Herzog et al., 2018).

Demostracion.

La demostracion se hara por induccién. Para n = 1. Supdngase que M es un subconjunto de Mj.
Notese que los elementos de, sea cual sea, M tendran la forma =7, n € ZZ. Basta con escoger el
elemento con menor exponente m de todos los elementos de M, pues este es el Unico que verifica la
condicion de monomio minimal en dicho conjunto. Asi z7* es el Unico monomio minimal de M y sigue

siendo finito.
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Para n = 2. Si M fuera un subconjunto de M>, se probara que el nimero de monomios minimales es
finito. Por facilidad, se escogera 1 = z y x5 = y. En efecto, supdngase que se tienen infinitos monomios
minimales u; = %% uy = 2%y, ... de M, ordenados de tal forma que a; < a; < .... Nétese que
a; # a;+1, ya que si sucede lo contrario, se tendra que b; < b; 11 0 b; > b; 11, lo que implicara que uno
divida al otro y el que puede ser dividido dejaria de ser monomio minimal. Asi a; < as < .... Como u;
no puede dividir a u; 1 por ser monomios minimales de M, necesariamente b; > by > .... Esto Ultimo
implica que M tendra como maximo b; + 1 monomios minimales. Asi se prueba que M C M, tiene un
ndmero finito de monomios minimales.

Supoéngase que la proposicion es cierta paran = k—1, es decir, el conjunto de monomios minimales
de un subconjunto no vacio de My _ es finito. A partir de la anterior suposicion se tiene que demostrar

que la proposicién es verdad para n = k. Sea M un subconjunto no vacio de M;
M = {uz} € My, | be Z{, u € My_1},
y definase
N={uec My, /3becZ] talque ual c M}.

Claramente N es diferente del vacio pues M lo es. Por la hip6tesis inductiva, el conjunto de mo-
nomios minimales de N C Mj_; es finito. Sean w1, us, ..., u,, 10s monomios minimales de N. Por la
definicion de N, se sigue que para cada u;, 1 < i < m, existira b; € Z] tal que uix’g € M.Seab el

mayor entero entre by, ba, ..., by, Y ¢ UN entero no negativo menor a b, se define el conjunto N. € N por
N.={u€e N /uxj, € M}.

Nuevamente por la hipdtesis inductiva, el conjunto de monomios minimales de N, C Mj_; es finito

y dichos monomios minimales seran u(lc),uéc),...,ugﬁ)c. Luego, los monomios minimales de N, seran

0 0 0 . . . . L.
ug ),ué ),...,uﬁng, los de N; seran u(ll),ugl),...,uﬁ} y asi sucesivamente los monomios minimales de

, b—1 b—1 b—1
Ny_y seran ug ),ué ) 5,“,71).
Sea un monomio w = ux}, de M, donde u es un monomio de Mj_; que, por la definicion de N,

pertenece a dicho conjunto.

= Sir > b, entonces w es divisible por algun monomio

ulle , 'UQIZZ, s umxzm,
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de Mj, por la proposicién anterior.
= Si0 <r < b, entonces, como u € N,., w puede ser dividido por algiin monomio
ugr)xz, uér)xz, - ug’r):cfc

de M;, por la proposicion anterior.

Esto muestra que un monomio w € M puede ser dividido por uno de los monomios enumerados

abajo:

(0) , (0) 0).

Uy, Uy ,...,ugo),

(1) (1) 1),. .

Uy T, Us xn,...,ugl)xn,

(b=1)_b—1 , (b=1) b—1 b—1),.b—1
Uy T, Uy Ty, ,...,ugb_l)xn .

Por lo tanto, cada monomio minimal de M debe estar dentro de la lista anterior de monomios. En
conclusion, el conjunto de monomios minimales de un subconjunto M de M, es finito, Vn € Z*. [ ]

El Lema de Dickson garantiza que varios procesos dentro de la fundamentacién teérica de las Bases
de Grobner terminan después de un nimero finito de pasos y es por eso que juega un papel funda-
mental para el desarrollo de este trabajo. Posterior a la siguiente definicion, se enunciara y demostrara
una consecuencia inmediata del Lema de Dickson.

Definicion 3.1.4. Un ideal de S,, recibe el nombre de ideal monomial si su sistema de generadores
esta compuesto solo de monomios (Escudeiro, 2023).

Proposicion 3.1.4. Si I es un ideal monomial de S,, y {us / « € T'} su sistema de monomios

generadores, entonces existe un subconjunto finito {ua, , tay, -, Ua,, } d€ {us / « € T'} tal que

m

I = <ua17uaz7 ...,’U/am>

(Herzog et al., 2018)
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Demostracion.

Dendtese por M al sistema de monomios generadores {u, / « € TI'} de I, es decir
M={u, /| a €T}

Notese que M C M,. Por el Lema de Dickson, el conjunto de monomios minimales de M es finito, sea
este {Ua;, Uay, - Ua,, }- S€ Mostrard que el conjunto de minimales de M genera el ideal /. Dado un

polinomio

f = Zgauav (12)

ael

de I, donde g, € S, y ademas g, es nulo, excepto para un numero finito de o’s. Por la proposicion
3.1.2, cada u,, a € I', puede ser dividido por algun w,,,, i = 1, ..., m. Luego, para cada g, no nulo se

define el polinomio

he = gau—a.
Uq,
= halla; = Jala (13)

Reemplazando (13) en (12) se obtiene que

= hata,.

ael’
Por dltimo, sea f; € S, la suma de los h,’s que multiplican a u,,, se tendra

m

f = Z fiuoéi'
=1

Como f es un polinomio arbitrario de I,

= (Uay s Uagy oy Uay,, )-

|

Al conjunto finito de monomios que generan el ideal I se le llama sistema de monomios generado-

res de I. En palabras mas simples, la Proposicién 3.1.4 dice que todo ideal monomial es finitamente
generado.

Proposicion 3.1.5. Sea I = (uy, us, ..., u,,) Un ideal monomial de S,,. Un monomio u de S,, perte-

nece a I si, y solo si, u puede ser dividido por algun u;, i = 1, ..., m (Herzog et al., 2018).
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Demostracion.
Sea un ideal monomial I = (uy, ua, ..., uy) de S, y w un monomio de S,,. Supdngase que u puede

ser dividido por algun u;, i = 1, ..., m. Esto implica que existe el monomio w de S,, tal que

u , .
— =w, paraalguni=1,...,m.
(173

Luego,
u=wu; paraalgini=1,...,m.

Haciendo f; = wy f; =0, Vj # 4, se tendra que

m
U ::EE:j}uj.
=1

Por lo tanto, u € (uy, ua, ..., ).

Para demostrar la reciproca, sea « un monomio de I = (uy,us, ..., u., ). ESto €s que

i=1

donde cada f; € S,,. Luego, como f; € S, este puede ser escrito como

fi = Zaijvij; (15)
j=1

donde los a;; son coeficientes no nulos del cuerpo K sobre el cual se construye S, y los v;; son

monomios de M,,. Reemplazando (15) en (14) se tendra

m my;

u = E aij Uij Ui
1

i=1 \j=

De esta Ultima expresion, como « es un monomio, existiran i, j tales que u = v;;u;. Esto muestra que
algun u; divide a u. [ |
Proposicion 3.1.6. Sea I un ideal monomial de S,, y S la coleccion de todos los sistemas de
monomios generadores de I. Existe un Unico elemento de S que es minimo respecto a la inclusién
(Herzog et al., 2018).
Demostracion.

Existencia. Por la Proposicion 3.1.4, existe un sistema de monomios generadores finito para el
ideal monomial I. Si este no es minimo respecto a la inclusion, entonces eliminando los monomios
redundantes se obtiene un sistema de monomios generadores de I que es minimo respecto a la inclu-
sion.
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Unicidad. Sup6ngase que existen dos sistemas de monomios generadores de I que son minimos

respecto a la inclusion

{u, ugy ooy um } Y {v1, 02, oy v}

Sea u; € {u1,us,...,un}. Porla Proposiciéon 3.1.5, u; puede ser dividido por algin v; € {vy,vs,...,v,},

y por la misma proposicion, v; podra ser dividido por algun uy, € {u1,us, ..., u,, }; €sto es que
uklv; Y vjlug. (16)

Por la propiedad transitiva de la divisién de monomios en M,,, u; podra ser dividido por ;. Necesa-
riamente u; = ug, ya que {uy, us, ..., um } €8 Minimo respecto a la inclusion. Reemplazando en (16) se

tendra que
’U,i|’Uj Yy vj|ui.

Por la propiedad antisimétrica de la division de monomios en M,,, u; = v;; lo que implica que u; €

{v1,v2, ...,v, }. Por lo tanto
{ur,ug,...;tm} C {v1,02, ...,V }.
Analogamente se prueba que
{v1,v2, ey} C {ug, v, ooy Uy}
Luego
{u1,ug, ..., um} = {v1,v2, ..., 0, }, (Mm = n).

Esto muestra que para todo ideal I de S,, existe un Unico sistema de monomios generadores que es
minimo respecto a la inclusién. |
A partir de ahora, al sistema de monomios generadores de un ideal I de S,, que es minimo respecto

a la inclusién se le denominara sistema de monomios generadores minimo de 1.

3.2. Ordenes monomiales

Definicion 3.2.1. Sea S, el anillo polinomial en n variables sobre un cuerpo Ky M,, el conjunto de
monomios también en n variables. Una relacién de orden monomial en S,, es un orden total en M,,,

denotado por <, , tal que
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1. 1§]\4n u, Yu € M,

2. Siu <y, vyw e M,, entonces uw <, vw,

(Ene y Herzog, 2011).

En lo que sigue del trabajo, en lugar de usar el término de “relacién de orden monomial en S,,”, sélo
se escribira “orden monomial en S,,”.

Escolio 3.2.1. Dados dos numeros reales «a, b y el orden total “ menor o igual que” en R, denotada
por <, se dice que a < b cuando a < b, pero a # b. Similarmente, dados dos monomios u,v en n
variables y un orden total en M,,, denotado por <y, , se dird que u <y, v cuando u <y, v, Pero u # v.

Escolio 3.2.2. La segunda condicion de orden monomial <,;, en S, indica que

u<py, VAW E My, = uw <p, vw

y ademas es casi trivial que

u=vAw e M, = uw = vw.

Con esto se quiere mostrar que la segunda condicion de orden monomial en S,, implica que

u<p, VAW E M, = uw <y, vw.

Se usara esto Ultimo para mostrar algunos resultados posteriores.

3.2.1. Orden del diccionario

Definicion 3.2.1.1 (Orden del diccionario). Dados los monomios

— ai a2
u=2x{'ry’ -

_ b1 0o b
v=atag?

de M,,. Se llama orden del diccionario en M,,, denotado por <4, a la relacién dada por

ugdicv@)(al<b1)\/(a1:bl/\ag<b2)\/...\/(a1:bl/\agzbg/\.../\angbn).
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Proposicion 3.2.1.1. El orden del diccionario en M,, es un orden total en M,,.
Demostracion.

Sean dos monomios distintos

— 01 ,.02 a
u=aPxs? -zl
_ b1, b2 b
U—l'l .I2 "'xn,

de M,,.
m Sia; < by, entonces u <g;e v.
= Sib; < ay, entonces v <y u.
» Sia; = by, entonces

* Sias < by, entonces u <y v.
* Si by < ag, entonces v <y u.
* Sia; = by A as = by, entonces
o Sias < b3, entonces u <. v.
o Sibs < a3, entonces v <g;. u.
o Sia; = b ANas = by A az = bz, entonces
o Siayg < by, entonces u <g;e v.

o Siby < a4, entonces v <y, u.

En general
m Siap=b;Aay=by A ... N\Na, <b,, entonces u <y, v.

m Sj a1 =by Nas =by AN... \Nb, < a,, entonces v <g;. u.

Esto muestra que dados dos monomios en M,, estos dos siempre se pueden comparar con el orden

diccionario en M,,. A continuacion, se probaran las tres propiedades de relacion de orden.
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lou <gie u,Yu € M,

Dado el monomio w = z{*x52 - - - 2%~ € M,,. Nbétese que

ay =ay1Nag=az2 N\...\ayp = ap;

Lo cual es equivalente a que

air =ayNag =az N\ ...\ ap, < ap;

Por lo tanto, u <. u.

I <gic VY U <gic 4 = u = 0.
Sean dos monomios

— 01,02
U =Ty Ty xT

_ .b1,.b2 b
v=ate?

de M, tales que u <g;. vy v <y u. El Objetivo es probar que u = v.
En efecto, supdngase que u # v; es decir, u <gic v 0 v <gje U.

Siu <4 v, entonces

(a1 <b1)\/(a1:bl/\ag<b2)v...\/(a1:bl/\agzbg/\.../\an<bn).

Si a1 < by, entonces by £ ay; esto implica que v £ 4. u.

Sia; = b1 Nag < by, entonces by = a1 A be £ ag; esto implica que v £ u.

Sia; = by Aas = by Aas < bz, entonces by = a1 Aby = as Abs £ as; esto implica que v £y;. u.

Siai =bi Aas =ba A... Aay, < by, entonces by = a; Aby = as A ... A b, £ ay; esto implica

que v Lgic U.

Notese que en todos los casos para que u <4, v Se tiene que v £4;. u; esto contradice que

v <dic U

Analogamente, si v <g4;. u, entonces se contradice que u <y;. v. Por lo tanto u = v.
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N w <gic VY U Sgie W = U Sgic W

Sean los monomios

— 01 .02
u=zx'ry’.. .
v= xlflmg"‘. L.xln

— €1 ,.C2
w=x7'T’.. .

Supédngase que u <gic v Y v <gje w.

L] Sia1<b1y

b1 < c¢1, entonces a; < c;. Por lo tanto, u <. w.
* by = c1 N by < cq, €NtONCES a1 < c;. Por lo tanto, u <y, w.

e by =c3 Nby =y Abs < c3, entonces a; < c;. Por lo tanto, v <. w.

cbi=ciANby=ca AN...\D, <e¢,, entonces a; < ¢;. Porlo tanto, u <y w.
L] Sialzbl/\a2<b2y
* by < ¢, entonces a; < ¢1. Por lo tanto, u <g. w.

* by =c; Aby < co, €ntONces a; = c; A ag < cp. Por lo tanto, v <y, w.

e by =c1 Nby =g Ab3 < c3, €ntONCES a1 = ¢1 A as < co. Por lo tanto, u <y w.

*by=ciAby=cyA..Nb, <c,, entonces a; = c; A ay < cp. Por lo tanto, u <y, w.

] Sialzbl/\agzbg/\.../\angbny

b1 < ¢1, entonces a; < c;. Por lo tanto, u <4, w.
* by = c1 Aby < cg, €NtONCES a1 = ¢1 A as < co. Por lo tanto, u <g. w.

e by =c1 ANby =co ANb3g < c3, €NtonNces a; = c1 A as = o A az < c¢3. Por lo tanto, u <g;. w.

e by=ciANby=c3A...ANb, <c,, entonces a; < c;. Por lo tanto, u <. w.
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En conclusién, después de ver todos los posibles casos, se tiene que u <g;. w.

Por L., 1. y Ill., el orden del diccionario <. es una relacién de orden en M,, y como ademas cumple
la comparabilidad, es un orden total en M,,. |
A continuacién, se probara que el orden del diccionario <4;. en M,, es un orden monomial en S,,.
Proposicion 3.2.1.2. El orden del diccionario <4, en M,, es un orden monomial en .S,,.
Demostracion.

Para esto se probara las dos condiciones de orden monomial en S,,.
o1 <gic u, YVu € M,
Sea un monomio arbitrario

Qn

— ai .a2
u=x7'xy® -y,

de M,,, donde cada exponente a; €s un entero no negativo. Notese que la unidad de S,,, denotado
por 1, es el monomio en el cual todas las variables x; tienen exponente 0, es decir

0

1=a%9 20,

Como cada a; € Zg, se tendra que 0 < a;. Luego, si

m 0 <aq,entonces 1 <y u.
m0=ay
* 0 < ag, entonces 1 <y u.
*O0=axy
o 0 < ag, entonces 1 <y u.

o 0=azy

Asi sucesivamente, se tendra que
m Si0<ai AO<asA...N\0 < a,, entonces 1 <y u.

Se acaba de mostrar que sea cual sea el valor de los exponentes enteros no negativos a;, 1 <g.

u. Como u es un monomio arbitrario de M,,, 1 <y, u, Yu € M,,.
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I Siu<gicvyw€ My, entonces u - w <gje v - w.

Sean los monomios

u=ax{'zs? - x

v= xlilxgz coeaxbe,

w:xileQ...x
de M,,. Nétese que

__ .ai1+tci az+c2 an+cn
u-w =7 My ceegpnTen

veow = xl{1+clx32+62 .- -xf{”*c"
son monomios de M,,. Supdngase que u <4. v; esto es equivalente a que
(a1 <b))V(agr=bi Nag <b)V..V(ag=by ANag=ba A ... Na, <by).
m Sia; < by, entonces

a1 +c1 < by +c.

Por la definicion del orden del diccionario en M,,, © - w <gic v - w.

m Sia; = by Aas < by, entonces
a1 +c1 =by+c1 ANag + o < by + co.

Por la definicién del orden del diccionario en M,,, u - w <gie v - w.

m Sia; =b; Aas = by A az < bz, entonces
a1 +c1=bi+ciNag+co=by+co ANas + c3 < bz + c3.

Por la definicién del orden del diccionario en M,,, u - w <gie v - w.

m Sia; =b; Aaz =by A... Na, < b,, entonces
air+ci=bi+eciNags+co=by+csAN...\Na, + ¢, <b, +cp,.

Por la definicion del orden del diccionario en M,,, © - w <gic v - w.
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Por lo tanto, sea cual sea el caso por el cual v <g4;. v, siempre se tendra que u - w <g v - w.

Por I. y Il., el orden del diccionario <4;. en M,, es un orden monomial en S,,. |
Se acaba de probar que existe por lo menos un orden monomial en S,,. Similar a este orden mono-

mial, se define el orden del diccionario inverso.

3.2.2. Orden del diccionario inverso

Definicion 3.2.2.1 (Orden del diccionario inverso). Dados los monomios

— ai a2
u=2x{'zy’ -

_ .b1,.b2 b
v=2xte? ez,

de M,,. Se llama orden diccionario inverso en M, denotado por <;,,, a la relaciéon dada por
U Siny V<= U <gjc U.
Analogamente al orden del diccionario en M,,, se puede probar que el orden del diccionario inverso
<inv €N M, es un orden monomial en S,,.
3.2.3. Ideales lideren S,

Proposicion 3.2.3.1. Sea <,,, un orden monomial en S,,. Si u y v son monomios distintos de M,,
tales que « divide a v, entonces u <y, v (Herzog et al., 2018).
Demostracion.
Sean los monomios distintos « y v de M,, tales que w divide a v. Esto implica que existe el cociente

w € M, tal que

Obsérvese que ¥ = w es equivalente a que v = w - u. Como u y v son distintos, el cociente w es
diferente a 1. Ademas, 1 <,;, w, por la primera condicion de orden monomial, por lo que 1 <,;, w.

Luego, por la segunda condicion del orden monomial <, , se tiene que
1w <y, w-u.

Como1l-u=uyw-u=v, reemplazando esto en ultima desigualdad se obtiene que u <y, v. |
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Proposicion 3.2.3.2. Sea un orden monomial <, en S,. No existe una secuencia infinita decre-

ciente de la forma

Uy M, > UL M, > U2 M, > -

donde wg, u1, uz, ... SON Monomios (Herzog et al., 2018).

Demostracion.

Por contradicién. Supdngase que si existe una secuencia infinita decreciente de monomios ug, u1, us, - - -

de la forma

uy M, > U1 M, > U2 M, > .- -

Definase M como el conjunto que contiene a los monomios wg, u1, us, ... tales que wg ar, > w1 u, >

us a, > ... €S decir,

M = {ug,u1,u2,... / Up p, > U1 M, > U2 M, > -}

Por el Lema de Dickson, el nimero de monomios minimales de M es finito. Sean u;,, ui,, ..., u;,, 10S
monomios minimales de M, donde i; < iy < ... < iy,. Si j > iy, €ntonces u; debe dividirse por uno de
los monomios minimales, esto por la Proposicion 3.1.2. Sea u;, el minimal que divide a u;. Por la Propo-
sicion 3.2.3.1, u;, <a, u;. Sin embargo, ya que j > i,, > iy se tiene que u;, a, > wuj, lo que es una
contradiccién. [ |

Definicion 3.2.3.1. Dado un orden monomial <j;, en S, y un polinomio distinto de cero
f =aiuy + asus + ... + Qo
de S,,, donde los a; son escalares de K distintos de cero y los u, son monomios tales que
Um <M, Um—1 <M, - <M, U2 S, UL
El soporte de f es el conjunto definido por los monomios que aparecen en f y esta denotado por s(f).
s(f) ={ur,ug, .., um -

El lider de f con respecto a <;; es el monomio maximal de s(f) con respecto a <,,, y se denota

por L(f, <, )-

L(f, <m,) = u1.
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El escalar a; que acompana al L(f, <,r,) es llamado coeficiente principal de f respecto a <,; vy el
término a,u; es llamado término lider de f respecto a <, .
Escolio 3.2.3.1. Por conveniencia, se define que, para cualquier orden monomial <,, en S,, el

lider del polinomio nulo es 0; es decir, £(0,<j;, ) = 0, y ademas

L(0,<w,) <m, L(f,<n,)s

para todo polinomio no nulo f de S,,.
Proposicion 3.2.3.3. Sea <,,, un orden monomial en S,,. Si f y g son polinomios no nulos de S,

y w € M,, entonces

2. E(wf, S]un) = wﬁ(f, SMn)

Demostracion.

1. Dado el orden monomial < en S,,. Si f y g son polinomios no nulos de S,,, entonces

w<wm, L(f,<m,),  Vu€s(f),

v <m, L£(9,<m,), Vv e s(g).

Por la segunda segunda condicién del orden monomial <,; en S, se tendra que

wo <, L(f, <ar)v, Vu € s(f), Vo € s(g);

L(faSMn)’U SMn ﬁ(faSMn)E(g;SMn)a \VIU S S(g)

Y como <, es un relacion transitiva en M,

uv Sﬂfn £(fa S]\/fn)ﬁ(gv S]Wn)avu € S(f),V’U € S(g)

Notese que

s(fg) c{uve M, / uves(f)yrves(g)}.

Luego, se tendra que

uv <ar, L(f, <m, ) L(9, <m,, ), Vuv € s(fg). (17)
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Como L(f,<w,) Y L(g,<u,) son los elementos maximales de s(f) y s(g), respectivamente, se

tendra que L(f, <, )L(g9.<wm,) € s(fg). Y por (17), se tendra que

L(fg,<n,) = L(f, <n,)L(9,<m,)-

2. Dado el orden monomial <,;, en S,. Sea f un polinomio no nulo de S,,.

u SJWn L(fa S]\/In)avu c S(f)7

Si w es un monomio de M,,,

wu SM,L wﬂ(fa S]\/fn)avu € S(f)7

por la segunda condicién del orden monomial <,; en S,. Notese que

s(wf)={wue M, |/ uecs(f)}

Luego, se tendra que

wu <pr, wL(f, <n,, ), Vwu € s(wf), (18)

Como L(f,<a1,) € s(f), wL(f,<u,) € s(wf). Por (18), se tendra que

L(wf,<m,) =wL(f <)

Definicion 3.2.3.2. Dados un ideal no nulo I y un orden monomial <,; en S,. El ideal lider de I
respecto a <,;, es el ideal monomial generado por {L(f,<u,)/ f € I,f # 0} y esta denotado por

L(I,<u,). Es decir,

L(I,<m,) = {L(f,<m,) [ [ €1, f#0})

(Herzog et al., 2018).

3.3. Bases de Grobner

Definicion 3.3.1 (Base de Grobner). Sea I unideal y <j;, un orden monomial en S,,. Una base de

Grobner de | respecto a <;;, es un conjunto finito {¢, g, ..., gm } de polinomios no nulos de I tales que
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{L(g1,<nm,), L(g2,<nr,), s L(gm, <ar, )} €S un sistema de monomios generadores de L(I, <, )(Ene
y Herzog, 2011).

Es aqui donde surge la principal preguntas de la investigacion: ¢ Todo ideal de S,, tendra una base
de Grébner?

Proposicion 3.3.1. Sea 7 un ideal no nulo y <;;, un orden monomial en S,,. I por lo menos tiene
una base de Grdbner respecto a <, .

Demostracion.
Supéngase que se tiene un ideal no nulo I y un orden monomial <j;, en S,. El ideal lider de I

respecto a <y, ,

L(I,<m,) = {L(f, <a,) [ FELf#0}),

es un ideal monomial, ya que esta generado por monomios. Por la Proposicion 3.1.4, £(I,<,;.) es

finitamente generado, esto implica que existe

{L(f1, <) £(f2 <aa)s ooos L fm, <ar)} CLL(f, <m,) / f €I, f#0}

tal que

LI, <nr,) = (L(f1,<01,), £(f2, Sty )5 ooes L(fms <n))s
donde f1, f2, -, fm SON polinomios no nulos de I. Basta con escoger {f1, f2,--- , fm} para encontrar
una base de Grdbner respecto a <, para I . |

Dado un orden monomial en S,,, se muestra la existencia de una base de Grébner para un ideal no
nulo I de S,, mas no es posible garantizar la unicidad de esta, ya que si {f1, f2,..., fm} C I €s una
base de Grébner de I, cualquier subconjunto de I que contenga propiamente a {f1, f2, ..., fm} Sera
otra base de Grobner.

Trabajando con un orden monomial en S,,, un conjunto {g1, g2, ..., g} de polinomios no nulos de
un ideal I es una base de Grdbner si los lideres de cada g;, i = 1,2, ..., m generan el ideal lider de I.
Sin embargo, contrario a la nocién habitual que se tiene de las propiedades de base de una estructura
algebraica, aun no se tiene la certeza de si el subconjunto {g1, g2, ...,gm } de I genera el ideal I. A

continuacion, se enuncia y demuestra una propiedad muy importante de las bases de Grobner.

41



Proposicion 3.3.2. Sea I unideal y <,;, un orden monomial en S,,. Si {g1, g2, --., gm } €S UNa base

Grobner del ideal I de S, respecto a <, , entonces {g1, 92, ..., gm } €S UN sistema de generadores de

n’

I (Ene y Herzog, 2011).
Demostracion.
En efecto, dado un ideal arbitrario no nulo I y un orden monomial <,;, en S,. Supbngase que
{91, 92, ---, gm } UNA base de Grébner de I respecto a <, .

Sea f € (q1,92, ---, gm)- LUEQO,

f= Z figi,
=1

donde cada f; € S,,. Por la definicion de ideal de S,,, f € I.

- <917927 7gn> cl

Por la definicion de base de Grébner se tendra que

L(I,<m,) = (L(g1,<m,), L(92,<1,.)5 s L(Gm <ir,y))-

Dado un polinomio no nulo f de . Por la definicion de £(I, <y, ), setendraque L(f,<us,) € L(I, <1, ).
Luego, por la Proposicion 3.1.5, podra ser dividido por algun £L(g:,, <ar,), io = 1, ..., m; lo que implica

que existira un monomio ug tal que

L(f,<m,)

el — g
£(9i07 SM’n)

= L(f,<m,) = w0Ll(gio» <n,)

= L(f, <m,) = L(w0Gio» <M, )s

esto Ultimo por la Proposicion 3.2.3.3. Sean ay Y a;, los coeficientes principales de f y g;,, respectiva-

mente, definase el polinomio
hY = a;, f — aguogi,,
gue claramente pertenece a I.

= Si h(M) =0, entonces

ag
= —u0gi,,

20

yasi f € (91,92, Gm)-
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= Si h() £ 0, por como esté definido A1),
s(hM) = [s(f) U s(uogin)] = {L(f, <ar)}-
Como L(f, <a1,) = L(u0giy, <uar,) €S €l mayor monomio de s(f) U s(uggi, ), Se tendra que
L(f,<an) m, > LW, <)

Ya que h(Y) es un polinomio no nulo de I, se repite el mismo proceso que se uso para f. Se

escoge gi,, i1 = 1,...,m de tal forma que
LW, <ar) = L(urgiy, <nr,),
para luego definir el polinomio
h? =a; kY — ajuig;,,
que claramente pertenece a I, donde a; y a;, son los coeficientes principales de AV y g, .
+ Si h®) =0, entonces
h) = gulgila
Ajy
y asi R € (g1, 92, ..., gm), lo que implicard que f € (g1, 92, ..., G )-

+ Si h(?) +£ 0, se tendra que
L(f,<m,) a, > LW, <ar) a, > L0P,<ar);

y se define el polinomio h®) de I. Supbéngase que se continlia este procedimiento hasta

definir un polinomio h(®) de I.

o Si h*) =0, entonces f € (g1, G2, -, Gm)-

o Sih®) +£0, se tendra que
L(f, <) a, > LW, <ar) a, > oooa > LW, <ap),
y se definird un polinomio A*+1),

Si se contintia con este proceso, entonces se obtendra una secuencia infinita decreciente de mo-

nomios de la forma



lo cual contradice la Proposicion 3.2.3.2. Por lo tanto, este proceso terminara en h(™) = 0, para algdn

m € ZT, lo que implicara que f € (g1, 92, -, Gm )-

=1C <917927 7gm>

Porlo tanto I = (g1, 92, ..., gn)- [ ]

Proposicion 3.3.3. Cada ideal I de S, es finitamente generado (Ene y Herzog, 2011).

Demostracion.

La Proposicién 3.3.1 garantiza que todo ideal I de S,, tiene una base de Grobner, y ademas esta es
finita por definicién. Por la Proposicién 3.3.2 dicha base de Grobner (finita) genera I. Esto muestra que I
es finitamente generado. n

Seguidamente, se exhibiran bases de Grobner con algunas particularidades y se demostraran sus

caracteristicas con la ayuda de resultados anteriores.

3.3.1. Bases de Grobner minimas

Dados un ideal I y un orden monomial <,; de S, . La Proposicién 3.1.6 garantiza que para el ideal
monomial L(I, <j,, ) existe un Unico sistema de monomios generadores minimo.
Definicion 3.3.1.1 (Base de Grobner minima). Sea [ unideal y <j;, un orden monomial en S,,.

Una base de Grébner {g1, go, ..., gm } del ideal I es minima respecto a <, si verifica que

1. {L(g91,<wm,), L(92,<nr,), -, L(gm, <nr, )} es el sistema de monomios generadores minimo de

‘C'(Ia SIan)’
2. el coeficiente principal de g; es 1, paracadai = 1,2, ...,m.

Proposicion 3.3.1.1. Todo ideal I de S,, posee una base de Grébner minima respecto a un orden
monomial dado.
Demostracion.
Dado un orden monomial <, en S,. Sea I un ideal arbitrario de S, y {g1, g2, ..., gp} Una base de
Grobner de I respecto a <y, , esto implica que {L£(g1, <ar,), L(92, <wm,,), ---» L(gp, <ar, ) } €8 un sistema
de monomios generadores de £(I,<,,) Y si este no es minimo, se eliminan los monomios redundantes

hasta tener el sistema de monomios generadores minimo {£(g1, <w,), £(92, <as, )y s L(Gm, <ar, )} de

—Vin
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I (que esté contenido en {L(g1, <us,), L(92, <u,,),---» L(9p, <n,)}). Sea c; el coeficiente principal de

gi, paracada: = 1,2, ..., m, definase el polinomio
9= ¢ gi,
que pertenece a I, ya que g; € I. Nétese que {¢}, g5, ..., 9., } €S una base de Grobner ya que
{L(g1 <01,)s £(92 Saa)s ooy LGy <ar) } = {L(915 Sar)s £(92: S )y oo L(Gms S, )}

es el sistema de monomios generadores minimo de £(1, <), ). Ademas, el coeficiente principal de cada
g, es 1, esto por como esta definido. Luego, {£(g}, <w, ), L(g5, <nar,)s - L(gh,, <n, )} €S una base de
Grébner minima de I. Como I es un ideal arbitrario de S,,, todo ideal de S,, posee una base de Grobner
minima respecto a un orden monomial dado. |

Existen bases de Grdbner minimas para un ideal I de S,,, mas no se puede garantizar que estas
sean Unicas. En efecto, si {g1, 92, .-, 9m }, (m > 1) es una base de Grébner minima del ideal I respecto

a un orden monomial <, en S, tal que L(g1, <) <, L(g2,<wm;, ), entonces {g1,92 + g1, -, g }-

3.3.2. El algoritmo de la division

Proposicion 3.3.2.1 (Algoritmo de la division). Sean f € S, y g1, 92, ..., gm POlinomios no nulos

de S,,. Dado un orden monomial <,,, en S, existen polinomios ¢1, gs, ..., ¢, y 7 de S,,, tal que

f=aqg1 + @92+ ... +@mGm + 1, (19)
y verifican las condiciones:
1. s(r)yelideal (L(g1,<a1,), s L(gm, <ar,)) son disjuntos;
2. L(qig9i,<m,) <m, L(f,<m,),Vi=1,..,m.

La expresion (19) recibe el nombre de forma estandar de f respecto a ¢, g2, ..., g Y 7 S€ denomina
residuo o resto de f respecto a g1, g2, --., g (Ene y Herzog, 2011).
Demostracion.

En efecto, sea I = (L(g1,<n1,)s s L(gm, <nr,))- Si:
m s(f)NI=¢.Haciendog1 =¢2=...=¢, =0y r = fseverificaque s(r)NI=¢y
L(qi9i, <ua,) = L£(0,<nr,) <am, L(f,<wm,),¥Vi=1,..,m.
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= s(f)NI # ¢. Sea uy el monomio maximal respecto a <,,, que pertenece a s(f)NI.Como ug € I,

por la Proposicion 3.1.5, existira wy € M, tal que

Uo

. .
L(gio, <n,,)

= up = wo‘c(gim S]\/[n)7 (20)

para algun L(gi,, <) € {L(91,<n1,)s s L(gm, <ar,)}. Sean ¢g y d;, los coeficientes de ug en f

y L(gi,, <wm,) €N gi,, respectivamente, esto es que

f: ... + Coug + ... (21)

Giqg = dioﬁ(gio, SMW) + ... (22)
Multiplicando (22) por Codfolwo y reemplazando (20) en la nueva ecuacion se tendran

f = ...+ coug + ...

codfolwogio = coUg + ....
Definase el polinomio
hy = [ — cody " wogi,- (23)
Luego
f = cod wogi, + ha. (24)
Si:
* s(h1) NI = ¢. Por la Proposicion 3.2.3.3 se tiene que
L(wogiy, <mr,,) = woL(gio» <nr,) = uo <mr,, L(f, <nr,)-

Haciendo g;, = codjolwo, q; =0,Vj #igyr = hy, (24) es laforma estandar de f con respecto

aan,ge,--,9m Y h1 eselresiduo de f.

* s(h1)N1I # ¢. Sea u; el mayor monomio respecto a <,,, entre los monomios pertenecientes
a s(hy) N I. Por la definicion de hy, ug ¢ s(h1) y ur € s(f) 0 us € s(wogi,). Si ur € s(f),

entonces, por la eleccion de ug, se tendra que

uy <p, Uo-
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Siuy € s(wogi,), entonces uy <pr, L(wogio, <ar,) = woL(gio, <ar,) = g Y COMO uy # ug,
ur <m,, Uo-

A partir de esto se afirma que u; <jps, ug. Como uy € I = (L(g1,<n,)s s L(Gm, <ir,))>
algun L(g;,, <ar,) dividira a u;, esto es que existe w; € M, tal que

uy = w1L(gi,, <, )-
Luego, se define el polinomio

ho =hy — cldi_llwlgil, (25)
donde c¢; es el coeficiente de u; en hy y d;, el de L£(g;,, <, ) en g;,. Luego, reemplazando

(23) en (25) y despejando f se tendra que

f = cody wogi, + crdy, ' wigi, + ha. (26)

o s(he) NI = ¢. Nbtese que

[’(wogiov SMn) = woﬁ(gioa SZWW,) = Uo SMn £(f7 SMn)’

L(wlgi17SMn) = wl‘a(giu SMn) = U SMn L:(fv SMn)a

Haciendo ¢;, = cod; 'wo, @i, = c1d, wy, q; = 0,V # io,i1 Yy r = hs, (26) es la forma
estandar de f con respecto a g1, 92, ..., gm Y ho €S el residuo de f.

o s(ha) NI # ¢. Se continua con el mismo proceso y se obtiene una secuencia

Uy M, > Ul M, > U2 M, > -

que terminara en algin monomio u,, por la Proposicién 3.2.3.2; y se obtendra la expre-
sién

1
cjd-_,legij + has, (27)

i

f=

=0

donde s(hy ) NI = ¢ y ademas

L(wogiy, <m,) <m, L(f,<wm,),
<m, : )

L(WrM-1Gins 1> <m,) <m, L(f, <)
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Tomando ¢;, = cjd;jle,w =1,..M~-1,¢ =0V #ij,j =1,.,M—-1yr =
hyr, se tiene que (27) es la forma estandar de f respecto a g1,92,.--,9m Y har €S SU

residuo. m

Proposicion 3.3.2.2. Sea I unideal de S, y {¢1, 92, ---, gm } Una base de Grdbner I respecto a un
orden monomial <, dado. Un polinomio no nulo f de S, tiene un unico resto respecto a g1, g2, ---, gm
(Herzog et al., 2018).

Demostracion.

Sea un polinomio no nulo f € I = (g1, g2, ..., gm ), donde {g1, g2, ..., gm } €S Una base de Grébner de

I respecto al orden monomial <, . Supdngase que el resto de f respecto a g1, go, ..., gm NO €S UNICO.

Sean r y r’ dos restos distintos de f respecto a g1, g2, ..., gm; €S decir

f=qg +qg2+ ...+ qmgm + 1, (28)

f=a91+ g2 + .+ qgm + 7" (29)
Definase ¢/ = —(¢; — q}) € Sn, Vi = 1,2, ..., m. Haciendo la diferencia de (28) y (29) se obtiene que
A9+ a9+ ot G gm =1 — 1

De la dltima ecuacién se deduce que r — ' € I. Como r — r’/ es no nulo, L(r — ', <p,) € L(I, <1, ).

Notese que L(r — ', <pr,) € s(r) U s(r'). Por el algoritmo de la division se sigue que
Lr—1",<n) & (L1, <a,)s - L(Gm, <ar,)),

perocomo L(I,<ps.) = (L(g1,<u,),---» L(gm, <)), € llega a una contradiccion. Por lo tanto, el resto
de frespectoagi, g2, ..., gm €S UNICO. [ ]
Proposicion 3.3.2.3. Sea {¢1,92,...,gm} Una base de Grobner del ideal I de S, respecto a un
orden monomial <,; dado. Un polinomio no nulo f de S,, pertenece a I = (g1, g2, ..., gm) Si, y solo si,
el resto de f respecto a g1, g2, ..., gm €S 0 (Ene y Herzog, 2011).
Demostracion.

Sea f un polinomio no nulo de I = (g1, g2, ..., gm) Y CONsidérese

f=qg1 +qg2+ ...+ @mGm + 1,
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la forma estandar de f respecto a g1, go, ..., gm. Supdngase que en la expresion estandar de f respecto

agi, 9o, ---, gm, €l residuo r no es 0. Luego

m
r=r,->ag:
i=1

Como f € I,r € I;yademas L(r,<p,) € L(I,<u,), ya que r # 0. Pero como L(r,<p,) € s(r), se
tendrd que L(r,<ps,) ¢ L(I,<as,) por el algoritmo de la divisién, lo que es una contradiccion. Por lo
tanto el resto r de f respecto a g1, g2, ..., gm €S 0.

Para mostrar la reciproca, supéngase que el residuo r es nulo. Luego, se tiene que

m
F="aig
i=1

donde ¢; € S,,; esto implica que f € I = (91,92, -, gm)- [ |

3.3.3. Bases de Grobner reducidas

Definicion 3.3.3.1 (Base de Grobner reducida). Sea I unideal y <j;, un orden monomial en S,,.

Una base de Grébner {g1, g2, ..., gm } del ideal T es reducida respecto a < si verifica que
1. el coeficiente principal de cada g; es 1, paracadai =1,2,...,n,
2. sig; # gj, L(9i, <m,, ) no divide a ningln monomio de s(g,)

(Ene y Herzog, 2011).
Proposicion 3.3.3.1. Para cada ideal I de S,, existe una Unica base de Grébner reducida respecto
a un orden monomial dado (Ene y Herzog, 2011).
Demostracion.
Existencia. Dado un orden monomial <, en S, por la Proposicion 3.3.1.1, para un ideal arbitrario
I de S, existe una base de Grébner minima respecto a <,,,, sea esta {g1, g2, ..., gm }- POr la definicion

de base de Grébner minima, el conjunto

{L(g1, <) L(92: <m,,), oos L(Gms <nr,) }

es el sistema de monomios generadores minimo de £(I,<j,,), que es Unico por la Proposicion 3.1.6,
lo que implica que los elementos L(g;, <, ), ¢ = 1,2, ...,m, son minimales; es decir, que no se pueden

dividir entre ellos.
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Sea r; el residuo de dividir g; respecto a g, g3, ..., gm, €S decir que

91 =4q1,92 +q1,93+ ...+ q1,,_,9m + 71,

donde ¢;, € S, Vi =1,...,m — 1. Notese que r; € I. Como L(g1, <, ) no puede ser dividido por algin

L(gj,<m,), j = 2,...,m, necesariamente

L(g1,<m,) € s(r1);

y esto ultimo implica que L(g1,<a,) = L(r1,<u, ). Luego, {r1,go,...,9m} €S una base de Grobner
minima de I con respecto a <j;,. Como L(r1,<js,) €s el mayor de todos los monomios de s(ry)
respecto a <,s,, no puede ser dividido por algun L(g;, <, ), j = 2,...,m; ningdn monomio de s(r1)
podra ser dividido por algun L(g;, <), j =2, ...,m.

Sea ry, el resto de dividir g; respecto a r1, g3, ..., gm, €S decir que

g2 = Q2,71 +q2,93 + .. + G2, 1 9m + T2,

donde ¢, € Sp, Vi = 1,...,m — 1. Nétese también que r, € I. Como {ri,ga,...,gm} €S Una base
de Grobner minima de I, se tendrd que L(g2, <z, ) no puede ser dividido ni por L(r1, <z, ) ni por
algun L(g;,<m,), j = 3,...,m; esto implica que necesariamente L(g2,<as,) = L(r2,<ar,). Luego,
{r1,72,93, ..., gm } €S UNa base de Grébner minima de I respecto a <,,, . Analogamente a r1 y ro, se
definen los polinomios r3, 74, ..., 7, pPara gs, ga, ---, gm, respectivamente; y se obtiene que {ry,r2,...,7m}
es una base de Grébner minima de I respecto a <,;, que cumple con la propiedad de que si r; #
rj, entonces L(r;, <uz,) no divide a ningin monomio de s(r;). Ademas, se tendra que el coeficiente
principal de cada r; también es 1, Vi = 1, ..., m; ya que el coeficiente principal de cada ¢; es 1, Vi =
1,...,m pues {g1,92,...,9m} €S una base de Grébner minima de I respecto a <u;., ¥ £(gi,<wm,) =
L(ri,<m,), ¥i = 1,...,m. Esto muestra que {ry,r2,...,7n} €s una base de Grébner reducida de I
respecto a <. Asi se prueba la existencia de una base de Grdbner reducida de un ideal I de S,
respecto a un orden monomial dado.

Unicidad. Ahora, supdngase los conjuntos

{917927"'79"’”/} y {h’lvh’27"'7h'7L}

son dos bases de Grdbner reducidas para el ideal I de S, respecto a <, . Por la definicion de base

de Groébner reducida se tendra que para g; # g;, £(9:, <a, ) no divide a ningin monomio de s(g;), en
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particular para j # i, £(g;, <, ) no divide a ningun L(g;, <, ). Andlogamente, para j # i, se muestra

que L(h;, <a,) no divide a ningln L(h;, <u, ). Luego,

{L(g1,<m, )5 £(g2, <ptn)s oo L(gms <nr)} Y {L(h1, <o), L(h2, <ary)s ooy L, <ir,) }

son sistemas de monomios generadores minimos de £(I, <j,, ). Por la Proposicion 3.1.6, los cardinales
de ambos sistemas de monomios generadores son iguales (m = n) y los indices se reordenaran tal

que L(g;, <wr,) = L(hi, <ar,,), Vi = 1,...,m. Supdngase que g; — h; # 0. Nétese que

L(gi — hi, <wm,) <m, £(9i,<m,) Y  L(gi—hi, <ap,) € s(g:) Us(hg).

Luego, ningun L(g;, <as, ) dividira a L(g; —h;, <w, ), j # i, esto implica que L(g; — hi, <m,,) ¢ L(I, <,
); lo que contradice que ¢; — h; € I. Luego, g; = h;, para Vi = 1,...,m(= n); es decir, las bases
{91,925 s gm } Y {h1, he, ..., h,, } sOniguales. Esto muestra que para un ideal I de S,, solo existe una base

de Grébner reducida respecto a un orden monomial dado. |
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Conclusiones

1. Gracias al lema de Dickson, en un subconjunto no vacio de monomios en n variables se puede
encontrar una cantidad finita de monomios minimales, lo que garantiza la existencia de estos.
En particular, para el ideal lider de un ideal I del anillo de polinomios se puede encontrar un
sistema de monomios generadores finito, los cuales son minimales; estos minimales a su vez son
lideres de ciertos polinomios de I, dichos polinomios conforman una base de Grébner de I, lo que

garantiza la existencia de una base de Grobner para cualquier ideal I del anillo de polinomios.

2. Se mostr6 que el orden lexicografico y el orden lexicografico inverso verifican las condiciones de
orden monomial en S,,. Asi que siempre es posible encontrar por lo menos un orden monomial

en.s,.
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