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RESUMEN

Modelar matematicamente un problema de la vida real desde el punto de vista
en el que se haga intervenir dos o mas variables independientes que
impliqguen un tratamiento de calculo diferencial que conduce a las
Ecuaciones Diferenciales en Derivadas Parciales y la aparicion de varias
variables independientes hace que este tema resulte mucho mas complejo.

El presente trabajo tiene por objetivo general aplicar el método de
diferencias finitas para encontrar la soluciéon de una ecuacion diferencial parcial
del tipo parabdlico mediante el método de diferencias finitas y su aplicacion del
método para la solucién de ecuaciones diferenciales de segundo, tercer y cuarto
grado que determina la soluciéon de una viga doblemente empotrada y las
deflexiones que ésta tendra debido a la carga distribuida uniformemente.

Como objetivos especificos se tiene: determinar la solucion de una
ecuacion diferencial parcial del tipo parabdlico utilizando el método de diferencias
finitas mediante la discretizacion del dominio, de la variable y de la ecuacién
diferencial, comparar las soluciones obtenidas mediante los métodos clasicos y
el método de las diferencias finitas y finalmente encontrar la solucién a una
aplicacién de la ecuacion diferencial parcial del tipo parabdlico mediante el

método de diferencias finitas utilizando el programa computacional Matlab.
PALABRAS CLAVES: Diferencias Finitas, Ecuacion de calor, discretizacion,

Consistencia, Estabilidad, Convergencia, Solucién

Numérica.
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ABSTRACT

Mathematically modeling a real-life problem from the point of view in which two
or more independent variables are involved that involve a differential calculus
treatment that leads to Differential Equations in Partial Derivatives and the
appearance of several independent variables makes this subject is much more
complex.

The present work has as a general objective to apply the finite difference
method to find the solution of a partial differential equation by means of the finite
difference method and its application of the method for the solution of differential
equations of second, third and fourth degree that determines the solution of a
doubly recessed beam and the deflections it will have due to the uniformly
distributed load.

The specific objectives are: To determine the solution of a partial
differential equation of the parabolic type using the method of finite differences
by means of discretization of the domain, of the variable and of the differential
equation, to compare the solutions obtained through the classical methods and
the method of the finite differences and finally find the solution to an application
of the partial differential equation of the parabolic type by the method of finite

differences using the mat lab computer program.

KEYWORDS: Finite Differences, Heat equation, discretization, Consistency,

Stability, Convergence, Numerical Solution.
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INTRODUCCION

En este tema de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales que se

presenta pretende exclusivamente exponer los conocimientos que

consideramos basicos para que los estudiantes de ciencias e ingenieria, entre

otros puedan entender con facilidad tres ejemplos clasicos:

- Ecuaciones de tipo Hiperbdlico (problemas de fendmenos oscilatorios:
vibraciones de cuerda, membranas, oscilaciones electromagnéticas).

- Ecuaciones de tipo Parabdlico (problemas que se presentan procesos de
conductibilidad térmica y difusion).

- Ecuaciones de tipo Eliptico (problemas que presentan procesos estacionarios,
0sea que no cambian con el tiempo).

En la solucién de problemas con Ecuaciones Diferenciales se ha visto la
necesidad del uso de Métodos Numéricos como una herramienta de solucion de
los mismos de una manera versatil utilizando el método de Diferencias Finitas el
cual se fundamenta en el desarrollo de la Serie de Taylor.

En la solucion de diversos problemas de ingenieria como por ejemplo
la deflexion de vigas se utilizan técnicas de modelacidén, simulacion vy
optimizacion de sistemas mediante la aplicacién de
meétodos numéricos en programas de computador tales como C++,
mathematica, Matlab y otros. El método numérico para la modelacion y
simulacién de sistemas fisicos que se tratan en este trabajo sera resuelto por
el método de diferencias finitas (MDF).

El método de diferencias finitas es un método de caracter general que permite
la resolucion aproximada de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales
definidas en recintos finitos. Siendo de una gran sencillez conceptual y
constituye un procedimiento muy adecuado para la resolucién de ecuaciones
diferenciales parciales como la ecuacion de onda (hiperbdlico), ecuacién de
calor (parabdlico) y la ecuacion de Laplace (eliptico) en el caso unidimensional
y bidimensional.

Teniendo en cuenta que un problema de ecuaciones diferenciales parciales, el
cual es una abstraccion de los modelos de parametros distribuidos para ser

formulado siempre necesita de un espacio infinito dimensional entonces este



problema debe ser aproximado por otro problema discreto y ser escrito en un

espacio finito dimensional. Para ello se usa el proceso de discretizacién, que

consiste en trasladar un problema infinito dimensional a otro finito dimensional,

el cual se ha sistematizado en los siguientes pasos: discretizacion del dominio

del problema, discretizacion de la variable o incognita del problema y la

discretizacién de la ecuacion diferencial parcial del tipo parabdlico utilizando el

meétodo de diferencias finitas para la solucion apropiado que aproxime la

ecuacion.

Finalmente podemos decir que un método numeérico toma como incognitas
basicas los valores de las variables dependientes en un numero finito de
localizaciones llamados los puntos de la malla en el dominio de calculo, el
meétodo incluye la tarea de proveer un conjunto de ecuaciones algebraicas para
estas incognitas y prescribir un algoritmo para resolver las ecuaciones.

Como conclusiones del presente trabajo se tiene: que el método de diferencias
finitas permite determinar la solucién numérica de las ecuaciones diferenciales
parciales del tipo parabdlico utilizando la discretizacion de la ecuacion diferencial
y que esta solucion determinada mediante el método clasico de separacion de
variables y el de diferencias finitas son semejantes asi como se muestra en el
cuadro 3.3.4, finalmente es posible encontrar la solucién a una aplicacion de la
ecuacion diferencial parcial del tipo parabdlico mediante el método de diferencias
finitas utilizando el programa computacional Matlab que permite acelerar los
procesos Yy a visualizar geométricamente los resultados.

El contenido del presente trabajo esta distribuido de la siguiente manera:

En el capitulo 1, se expone el planteamiento del problema vy
metodoldgico utilizado en la investigacion.

En el capitulo 2, se presenta el marco teérico conceptual y las nociones
fundamentales de operadores diferenciales lineales, operadores de diferencias,
ecuaciones diferenciales parciales del tipo hiperbdlico, parabdlico eliptico.

En el capitulo 3, se presenta el desarrollo del presente trabajo de
investigacién mostrando la solucion clasica y la solucion a través del método de
diferencias finitas de una ecuacién diferencial parcial.

En el capitulo 4, se presenta la solucion aplicado a la deflexién de una
viga continua empotrada-empotrada con carga distribuida empleando el método

de diferencias finitas.



1.1

CAPITULO |
PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

SITUACION PROBLEMATICA

1.1.1 DESCRIPCION DEL PROBLEMA

El método de diferencias finitas se basa en asignar puntos
espaciados de manera apropiada sobre el dominio y aplicar las
ecuaciones constitutivas correspondientes del fendmeno a cada punto.
El método de diferencias finitas tiene como punto de partida las series de
Taylor, que consiste en una aproximacion de las derivadas parciales por
expresiones algebraicas con los valores de la variable dependiente en un

limitado numero de puntos seleccionados.

Como resultado de la aproximacién, la ecuacion diferencial parcial
que describe el problema es reemplazada por un numero finito de
ecuaciones algebraicas, en términos de los valores de la variable
dependiente en puntos seleccionados. El valor de los puntos
seleccionados se convierte en las incognitas. El sistema de ecuaciones
algebraicas debe ser resuelto y puede llevar un numero largo de

operaciones aritméticas.

De esta forma se considera que la resolucion de ecuaciones
diferenciales es uno de los problemas mas importantes de la matematica
aplicada y la fisica matematica. En el transcurso del tiempo se fueron
desarrollando diversos métodos de integracion para resolver clases
especiales de ecuaciones diferenciales que ocurren en la descripcién de
fendmenos fisicos.

El presente trabajo tiene como propdsito encontrar la solucion de la
ecuacion diferencial parcial del tipo parabdlico utilizando el método de
diferencias finitas.



1.2

1.2.2

1.3

FORMULACION DEL PROBLEMA OBJETO DE INVESTIGACION
1.2.1 PROBLEMA GENERAL
¢ Es posible encontrar la solucién de una ecuacion diferencial parcial del

tipo parabdlico mediante el método de diferencias finitas?

PROBLEMAS ESPECIFICOS

> ¢Sera posible utilizar el proceso de discretizacién en la solucién de una
ecuacion diferencial parcial del tipo parabdlico mediante el método de
diferencias finitas?

> ¢ Se podra obtener los mismos resultados en forma analitica, mediante

los métodos de separacion de variables y el de diferencias finitas?
» ¢Sera posible encontrar la solucion a una aplicacion de la ecuacion
diferencial parcial del tipo parabdlico mediante el método de diferencias

finitas utilizando algun programa computacional?

HIPOTESIS

1.3.1 HIPOTESIS GENERAL

Existe una buena solucion aproximada de las ecuaciones diferenciales
parciales del tipo parabdlico mediante el método de diferencias finitas.

1.3.2 HIPOTESIS ESPECIFICOS

» Utilizando la seria de Taylor, para la aproximacién de las derivadas,
obtenemos el esquema de discretizacion en diferencias finitas del cual
obtenemos una ecuacion algebraica que hallara soluciones
aproximadas para la ecuacion diferencial parcial del tipo parabdlico.

» Con el desarrollo del algoritmo en el programa Matlab permitira la
visualizacion de la solucién aproximada a una aplicacién de la ecuacién

diferencial parcial del tipo parabdlico.



1.4 JUSTIFICACION Y/O IMPORTANCIA

1.5

La investigacion es importante, pues las ecuaciones diferenciales modelan
diversos fendmenos de naturaleza fisica, en particular los problemas
estacionarios sobre conductividad térmica y su difusion. Su solucién
aproximada mediante el método en diferencias finitas al ser ejecutado
mediante un programa computacional permite obtener de manera mas rapida
el resultado y ademas mostrarla graficamente.

En la actualidad, en nuestro medio no existen trabajos referidos a
las soluciones de ecuaciones diferenciales mediante el método de
diferencias finitas, es por esa razén que surge mi interés en dar a conocer
este tema sobre la solucion a una ecuacion diferencial parcial por que
realizan un gran aporte en distintos campos cientificos y disciplinas, no
so6lo en conocimientos concretos, sino como una nueva forma de concebir
las cosas y resolver los problemas que se nos plantean.

Los programas computacionales actuales facilitan la metodologia
de solucion para el método de diferencias finitas aplicado a problemas
complejos de ecuaciones diferenciales parciales.

El presente trabajo contribuye con el desarrollo de la teoria
cuantitativa de las ecuaciones diferenciales parciales y es importante en
la posibilidad que nos muestra la conexidn entre la teoria de las
ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales respecto a su solucion,

utilizando el método de diferencias finitas.

OBJETIVOS
1.5.1 OBJETIVO GENERAL

Aplicar el método de diferencias finitas para encontrar la solucién de la

ecuacion diferencial parcial del tipo parabdlico.

1.5.2 OBJETIVOS ESPECIFICOS
» Determinar la solucion de una ecuacion diferencial parcial del tipo
parabodlico utilizando el método de diferencias finitas mediante la
discretizacion del dominio, de la variable y de la ecuacién diferencial.
» Comparar las soluciones obtenidas mediante los métodos clasicos y el
método de las diferencias finitas.
5



» Determinar la solucidon a una aplicacion de la ecuacion diferencial
parcial del tipo parabdlico mediante el método de diferencias finitas

utilizando el programa computacional Matlab.

1.5ANTECEDENTES

INTERNACIONALES:

MANUEL PATRICIO PUGARIN DIAZ (UNIVERSIDAD DE LAS FUERZAS
ARMADAS - 2015) presenta el trabajo titulado: Desarrollo de las ecuaciones
diferenciales parciales parabodlicas mediante diferencias finitas, elementos finitos
y mescles, que tiene por objetivo general resolver las ecuaciones diferenciales
parciales parabdlicas aplicando los métodos de diferencias finitas, elementos
finitos y mescles, determinando su grado de confiabilidad, dentro de sus
objetivos especificos son: revisar las metodologias de solucién aproximada de
las EDP'S parabdlicas; determinar la validez dela soluciones numéricas de las
EDPS contrastando las soluciones analiticas sobre problemas con solucion
analitica correcta, finalmente comparar los resultados obtenidos con los tres
métodos sobre un problema con solucion analitica conocida. La metodologia
utilizada es proponer en las diferencias finitas utilizar formulas de aproximacién
para las derivadas, encontrar la ecuacion discreteada parcial de un problema,
construyendo el mallado correspondiente y encontrando su solucion, para el
caso de elemento finitos parte de la reformulacién del problema construyendo la
formulacion débil combinada con el método de Galerin que permite plantear el
problema en un espacio de funciones finito garantizando la existencia de la
solucién , finalmente para el método mescles propone el desarrollo basado en la
colocacion de puntos del dominio con funciones de base radial multi cuadricula.
Llegando a la siguiente conclusién: Con el método de diferencias finitas
analizamos la convergencia al aumentar el numero de elementos en la
discretizacion espacial y presentamos los errores encontrados tomando como
exacta la solucién con el mallado mas grande. Con campo de fase utilizamos los
mismos mallados espaciales, salvo el valor mas grande que no fue necesario
utilizar, puesto que comparamos las soluciones con diferencias finitas y campo

de fase bajo las mismas condiciones de discretizacién espacial y temporal.
6



ALVARO CASASUS ACEVEDO (E.T.S. DE INGENIEROS INDUSTRIALES
UNED - 2011) presenta el trabajo titulado: Aplicaciones del método de
diferencias finitas generalizadas a problemas de elasto dinamica cuyo objetivo
es plantear de forma rigurosa la formulacion en diferencias finitas generalizadas
de la ecuacion de onda aplicado a problemas sismicos y establecer una base
sélida en el desarrollo y aplicacion del método de diferencias finitas
generalizadas a la solucién de la ecuacion de vigas sometida a cargas estaticas
y dinamicas de placas delgadas, el método de diferencias finitas generalizadas
se basa también en la utilizacion de minimos cuadrados moviles que permite
aplicar esquemas en diferencias finitas en dominios irregulares, también ha sido
aplicado el método para la resolucion de problemas de adveccion-difusion.
Llega a las siguientes conclusiones: Se ha analizado el caso de una viga
sometida a cargas dinamicas obteniéndose la formulacion explicita del
problema en DFG, posteriormente se ha analizado la convergencia del método

segun teorema de equivalencia de Lax.

JESUS MANUEL CHAIDEZ FELIX (UNIVERSIDAD DE SONORA - 2011)
presenta el trabajo titulado: Simulacion numérica del modelo Fenton - Karma con
diferencias finitas y campo de fase, cuyo objetivo es comparar los resultados
obtenidos y verificar la solucion de la ecuacién de Fenton — Karma bajo el
esquema de campo de fase y ver si los resultados son aceptables, el método de
cambio de fase consiste en redefinir las variables de estudio en un dominio
espacial mas sencillo de trabajar sin alterar las propiedades del problema
original, el problema consiste en resolver un sistema de reaccién — difusion
auxiliar llega a las siguientes conclusiones: en este trabajo se estudian dos
esquemas numeéricos para resolver ecuaciones diferenciales parciales, tipo
reaccion — difusion. El estudio se realizé en una y dos dimensiones, siendo este
ultimo de mayor interés por sus aplicaciones en biologia, matematica, fisica,
ingenieria, entre otros.

En particular se trabajé con el modelo matematico Fenton — Karma asociado a
la propagacion de potenciales de accion en los ventriculos. Este modelo fue
creado por la necesidad de interpretar y analizar lo fendmenos cardiacos
asociados a arritmias cardiacas, particularmente al entendimiento del problema

fibrilacion ventricular. La importancia de considerar el caso bidimensional se
7



debe a la diversidad de dominios que se pueden considerar, dependiendo de

preguntas que se quieran resolver.

OMAR JONATHAN MENDOZA BERNAL (UNIVERSIDAD NACIONAL
AUTONOMA DE MEXICO - 2016): presenta el trabajo titulado por: Resolucion
de ecuaciones diferenciales parciales mediante el método de diferencias finitas
y su paralelizacion, siendo sus objetivos: desarrollar la metodologia para resolver
ecuaciones diferenciales parciales mediante el método numérico de diferencias
finitas, desarrollar los algoritmos necesarios para resolver las ecuaciones
diferenciales en uno, dos y tres dimensiones, implementar en una aplicacién
computacional la solucion numérica del método de diferencias numéricas.

La metodologia utilizada es generar una malla del dominio, es decir, un conjunto
de puntos en los cuales se buscara la soluciéon aproximada a la ecuacién
diferencial parcial.

Llegando a las siguientes conclusiones: los métodos numéricos para resolver
ecuaciones diferenciales parciales son rapidos y confiables dentro de sus rangos
de aplicacidn, nos permiten tener una idea mas clara de la solucién de la
ecuacion diferencial en todo el dominio de interés y es relativamente sencilla su
implementacion. Existen situaciones en las que es preferible el uso de métodos
numeéricos aun cuando existe una solucion analitica o semi- analitica, "por

ejemplo, la ecuacion de calor tiene solucion en series de Fourier.

NACIONALES:

ANAYA ALAY LERMA (UNIVERSIDAD NACIONAL DEL ALTIPLANO - 2018)
presenta el trabajo titulado: Método de diferencias finitas para la solucion de la
onda, consistencia, convergencia y estabilidad, sus objetivos son: Aplicar el
Método de Diferencias Finitas. Consistencia, Estabilidad y Convergencia, para
determinar la solucién aproximada, de la ecuacion de la Onda Bidimensional,
Utilizar, la serie de Taylor para la aproximacion de las derivadas, el método de

discretizacion de diferencias finitas (MDF). Para obtener un esquema numérico
explicito, de la ecuacion de onda bidimensional. Finalmente Utilizar, la serie de

Taylor para la aproximaciéon de las derivadas, el método de discretizacion de



diferencias finitas (MDF). Para obtener un esquema numérico explicito, de la
ecuacion de onda bidimensional.

Siendo sus conclusiones: EI método de diferencias finitas, al ser una forma
sencilla relativamente, para poder resolver la ecuacion de onda bidimensional;
es efectiva de acuerdo al esquema que se eligi6. Con una aproximaciéon
justificable y adecuada tedricamente de las derivadas de segundo orden, y por
el teorema de equivalencia de Lax, también se tuvo la convergencia, realizando
primero la consistencia del esquema numérico que se cumplid
satisfactoriamente. Para la estabilidad se vio que la amplificacién del error es
constante con el tiempo, que también se pudo decir un intervalo para la

estabilidad; teniendo asi comprobada la convergencia del esquema numérico.

SANTAMARIA SANDOVAL ALEX JAVIER Y RAMIREZ MARTINEZ JOSE
JAVIER (UNIVERSIDAD NACIONAL PEDRO RUIZ GALLO - 2015) Presenta el
trabajo titulado: Diferencias finitas asistido con Matlab en la solucién de
ecuaciones diferenciales parciales hiperbdlicas, cuyo objetivo es encontrar la
soluciéon numérica de ecuaciones diferenciales parciales hiperbdlicas utilizando
diferencias finitas las cuales permiten discretizar una ecuacion vy llegar a la
solucion mas proxima, Las bases del método de diferencias finitas consisten en
la construccion de una malla de una manera estructurada, donde los nodos de
la misma, en un espacio n dimensional, estan localizados en las intersecciones
de n familias de lineas rectas, el reemplazo de las derivadas continuas de la
ecuacion diferencial por las expresiones equivalentes en diferencias finitas y la
resolucion del sistema de ecuaciones que queda planteado como consecuencia
de la anterior sustitucion. Se muestra ademas la importancia de la aplicacion del
software matematico Matlab como una herramienta de apoyo en los célculos
numéricos de las diferentes operaciones a realizar.

llegando a las conclusiones siguientes: permite determinar la solucion numeérica
de las ecuaciones diferenciales parciales hiperbdlicas de segundo orden, para
obtener dichas soluciones se utiliza una de las formas mas simples y utilizable
de discretizacion, y finalmente aplica los métodos clasicos y el método de
diferencias finitas progresivas en la solucion d ecuaciones diferenciales parciales

hiperbdlicas verificando que los resultados son semejantes.



CUMPA BARRIOS PAUL MAURICE (UNIVERSIDAD NACIONAL PEDRO
RUIZ GALLO - 2015) Presenta el trabajo titulado: Diferencias finitas asistido con
Matlab en la solucidn de ecuaciones diferenciales parciales elipticas, cuyo
objetivo es encontrar la solucion numérica de ecuaciones diferenciales parciales
hiperbdlicas utilizando diferencias finitas las cuales permiten discretizar una
ecuacion y llegar a la solucién masa proxima, e aplica el método de aproximacién
con diferencias finitas el cual es explicito y consiste en definir una version
discreta de la ecuacion diferencial parcial eliptica reflejada en una ecuacion en
diferencias, la cual nos permite a través de un sistema de ecuaciones lineales
calcular una solucidon aproximada de la ecuacion diferencial parcial sobre un
dominio discreto.

Las bases del método de diferencias finitas consisten en la construccion de una
malla de una manera estructurada, donde los nodos de la misma, en un espacio
n dimensional, estan localizados en las intersecciones de n familias de lineas
rectas, el reemplazo de las derivadas continuas de la ecuacion diferencial por las
expresiones equivalentes en diferencias finitas y la resolucién de sistema de
ecuaciones. Se muestra ademas la importancia de la aplicacion del software
matematico Matlab como una herramienta de apoyo en los calculos numéricos de las
diferentes operaciones a realizar.

llegando a las conclusiones siguientes: permite determinar la solucion numérica
de las ecuaciones diferenciales parciales elipticas de segundo orden, para
obtener dichas soluciones se utiliza una de las formas mas simples y utilizable
de discretizacion, y finalmente aplica los métodos clasicos y el método de
diferencias finitas progresivas en la solucion d ecuaciones diferenciales parciales

hiperbdlicas verificando que los resultados son semejantes.

LOCALES:

ROJAS RAYME EVER (UNIVERSIDAD NACIONAL DE SAN ANTONIO ABAD
DEL CUSCO -2017) presenta el trabajo titulado: modelos matematicos mediante
ecuaciones diferenciales parciales, solucion a través de la transformada de
Laplace, que tiene como objetivo Proponer, analizar y aplicar la transformada de
Laplace para encontrar la solucion de los modelos matematicos en ecuaciones
diferenciales parciales utilizando la siguiente metodologia de investigacion

10



analitico-deductivo, por lo tanto se recolectara informacion relacionada con el
tema, se consultara con personas que tengan conocimiento del tema. Toda esta
informacion se analizara mediante procedimientos matematicos. En este trabajo
se utilizara el método deductivo y la técnica a utilizar sera el analitico. Llegando
a las siguientes conclusiones: El método de la transformada de Laplace definido
en su forma compleja permite resolver ecuaciones diferenciales parciales en el
que se utiliza el teorema de residuos, se aplicé la transformada de Laplace para
determinar la solucion de los modelos matematicos planteados a través de
ecuaciones diferenciales en derivadas parciales bajo las condiciones iniciales
(de frontera) propuestas y las soluciones determinadas a través de la
transformada de Laplace para los modelos matematicos planteados a través de
ecuaciones diferenciales en derivadas parciales son exactamente iguales como
sabemos a las determinadas mediante el uso del método clasico de separacién

de variables.

AGUILAR ARIZACA ROMMEL RONALD (UNIVERSIDAD NACIONAL DE
SAN ANTONIO ABAD DEL CUSCO - 2014) estudio: la solucion de las
ecuaciones diferenciales parciales utilizando las ecuaciones integrales.

En el proceso de describir los fendmenos que ocurren en la naturaleza, el uso
de las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales es de gran importancia
y en consecuencia encontrar su respectiva solucion que nos proporcione el
comportamiento del fendmeno natural. Llegando a la conclusion, que,
estableciendo un procedimiento para poder encontrar la solucién a las
ecuaciones diferenciales en derivadas parciales de la cuerda vibrante de
longitud finita y la conduccion de calor a través de una varilla de longitud finita,
utiliza las funciones de Green como funciones auxiliares y las ecuaciones
integrales para abordar la solucion de las ecuaciones diferenciales parciales del

tipo hiperbdlico y parabdlico.
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1.6 METODOLOGIA

La presente investigacion es del tipo analitico - deductivo puesto que para su
desarrollo se tendra que requerir de procedimientos matematicos mediante el
proceso de discretizacion que consiste en trasladar un problema infinito
dimensional a otro finito dimensional.

En el presente trabajo se utilizara el método analitico y la técnica o estrategia

deductiva.

La investigacion tiene un nivel basico, en vista que se trata de investigar y
relacionar hasta cierto punto nuevos conceptos, relacionandolos e infiriendo
otros resultados. Este nivel de investigacion no se ocupa de las aplicaciones
practicas.

El disefio de investigacidon es no experimental, debido a que manipula conceptos
en condiciones abiertas, este disefio es del tipo transversal en vista que describe
y analiza la interrelacién entre dos métodos, debido a que en la investigacion
estudia la dependencia de la Solucion de la Ecuacién de Calor por medio de las

Ecuaciones Diferenciales Parciales mediante el método de diferencia finitas.
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CAPITULO Il

MARCO TEORICO CONCEPTUAL

2.1 OPERADORES DIFERENCIALES LINEALES

Sea | =(a,b) unintervaloen Ry C n(I) el espacio vectorial de todas las

clases de funciones reales de variables reales que tienen una n-ésima derivada

continua en todos los puntos de |.

DEFINICION 2.1.1.- Se dice que una transformacién lineal L : Cn(l)—>C(I),

es un operador diferencial lineal de orden N sobre el

intervalo 1, tal que su regla de correspondencia es:
- n n-1,..
L(D) = L_an(x)D +an_1(x)D + +a1(x)D+a0(x)

Donde los coeficientes ai -1 > R, son funciones reales continuas en todos los

puntosde |,y an(x) #0, paratodo x 1.

Asi, si feCn(I), entonces:

d" d
Lf(x) = L[f(x)]= an(x)m(—n+-~-+a1(x)&+ao(x)Jf(x)
d"f(x) df ()
:an(x) . +---+a1(x)T+ao(x)f(x)

Ahora, consideremos el espacio vectorial: Cn(R):{f:RcRnaR/f tiene
derivada parcial de orden N continua en toda la region R}

Entonces, L: Cn(IR)——>C(R), es un operador diferencial lineal de orden lineal
n.
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2.2 ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES

DEFINICION 2.2.1.- Una ecuacién diferencial parcial para una funcién

U(X,;, X,, X3, X,.....) ,con derivadas parciales

u U ,u 7 ,....es una relacion de la forma:
Xl X2 Xlxl XlXZ
Flu, ,u_, ,u__,u R )=0.iiinnnnnn. (2.2.1)
X, UX, XX XX,
donde F es una funcidon de las variables u ,u ,u , U ,....en donde
XX, XX XX,

solamente ocurriran un numero finito de derivadas.

La soluciéon general de una ecuacion diferencial en derivadas parciales de orden

n es una funciéon u(x;,X,,X,,X,.....) y la solucién particular es aquella que se

obtiene de la solucién general aplicando valores en la frontera.

DEFINICION 2.2.2.- Se llama orden de una ecuacion diferencial parcial al orden
superior de las derivadas parciales que figuran en la

ecuacion.

Asi, si x, y son variables independientes, u=u(x,y)es la funcién buscada,

entonces:

yu, - xuy =0 es una ecuacion diferencial de 1er orden.

uxx _uyy =0 es una ecuacion diferencial de 2do orden.

NOTA
También se utiliza las siguientes notaciones:
ou ou o%u o°u
=— U =— ;U ;
X ox' Y oyl XX 5 yy ayz

2.2.1 PROBLEMAS DE CONTORNO, TIPOS DE CONDICIONES DE
CONTORNO Y DE VALOR INICIAL
En las ecuaciones diferenciales parciales el espacio de las variables

independientes es multidimensional por lo que se busca soluciones definidas en

un abierto Q2 R" , sustituyendo los extremos de intervalo por el borde 0C2 de
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la regién (2. Cuando se impone condiciones sobre el valor de la solucién y de

sus derivadas en el borde de la region tenemos un problema de contorno.

Las condiciones de contorno que se encuentran son del tipo:

au(x)+B2—1)’:(x) =f(X); X€o0Q.........ooo.n.. (2.2.2)

ou
donde o y B son constantes dadas, f es una funcion dadaen 0Q y 5_ esla
X

derivada de U en la direccion normal a 0Q2.

DEFINICION 2.2.3.- Un problema de contorno se conoce como condicién de
DIRICHLET, si B =0 en la condicién (2.2.2)
DEFINICION 2.2.4.- Un problema de contorno se conoce como condicién de

NEWMANN si o =0 en la condicion (2.2.2)
DEFINICION 2.2.5.- Un problema de contorno es un problema de CAUCHY o de
valor inicial si se impone el valor de la soluciéon y sus
derivadas normales a lo largo de una curva o superficie inicial.
DEFINICION 2.2.6.- Un problema de contorno es de tipo MIXTO si y sélo si los
valores de la solucion y de sus derivadas respecto de
tiempo hasta el orden k-1 (si la ecuacion diferencial parcial es de orden k en t)
se describen en el instante t=0 como funcioén de x, y al mismo tiempo que se
imponen condiciones de contorno para todo t>0 respecto de las variables
espaciales.
DEFINICION 2.2.7.- Un problema de contorno es lineal si y solamente si la
ecuacion en derivadas parciales a la que esta asociada es

lineal y las propias condiciones de contorno también son lineales, se tiene, por

tanto:
E.D.PLineal: L(u)=f
Conds. cont. lineales: Ll(u) = fl""’ Lk(u) = fk
Si f1 =.. :fk =0 se dice que las condiciones de contorno son homogéneas.
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2.2.2 ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES DE SEGUNDO ORDEN
La ecuacion diferencial parcial de segundo orden para la funcion de dos variables

independientes X, y en el caso de la ecuacion (2.2.1) tiene la forma:

A(x,y)uxx + B(x,y)qu + C(x,y)uyy = f(x,y,u,ux,uy) .................... (2.2.3)

Siendo A(X,Y), B(X,Y), C(x,y) funciones de las variables x, y en una region
QcR?, y la funcién incégnita U = u(x,y).
La parte principal de la ecuacion (2.2.3) es el operador

L(u):A(X, y)uxX +B(X, y)uxy +C(x, y)uyy .................... (2.2.4)

Supongamos que las funciones A, B, C son continuas en Q c ]RZ y que no se

anulan simultaneamente, el discriminante de la ecuacion (2.2.3) es la funcion
d:Q— R dada por:

3(X,Y) =B?(X,Y) —4AX, Y)C(X,Y) cevveanaaannn (2.2.5)

Si f(x,y,u,ux,uy):o en QCRZ, la ecuacion (2.2.3) se llama ecuacion
diferencial parcial homogénea.

OBSERVACION:

i. Una relacién funcional que satisface la ecuacién (2.2.2), es llamada integral

intermedia.

ii. Toda ecuacion u(x,y,z) =0 para la cual uz # 0 y satisface la ecuacion se

denomina solucién de la ecuacion (2.2.3).
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2.2.3 TIPOS DE ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES DE
SEGUNDO ORDEN

Las ecuaciones diferenciales parciales son del tipo:

» Si d(x,y)= B2 _4AC=0 la ecuacion diferencial parcial se denomina de

tipo PARABOLICO.
En efecto:

Sea la ecuacion de calor:

ou(xt) _ 2 0% (x, 1)

de la parte principal dado en (2.2.4) vemos que:

A

a?: B=0y C=0
Reemplazando en la ecuacién de la discriminante dado en (2.2.5) se

tiene:

5(x,y) = 0% — 402 (0)

o(x,y)=0

Como d(X,y)= 82 —4AC =0 luego la ecuacion diferencial parcial es del

tipo PARABOLICO.

Este tipo de ecuaciones surgen en problemas fisicos en los que aparecen
el fendbmeno de difusion: de calor, concentracidon de una sustancia en un
fluido, concentracién de electrones en un semiconductor.

> Si B’-~4AC>0 la ecuacién diferencial parcial se denomina de tipo
HIPERBOLICO. Este tipo de ecuaciones surgen en problemas fisicos en
los que aparecen el fendmeno de propagaciéon de ondas: vibraciones de
una cuerda, ondas sonoras, ecuaciones de Maxwell.

La ecuacién que rige la cuerda vibrante es:
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2 2

o t 0 ,t
u(2x ):(;2 u(;( ); C = constante>0
ot 0X

Donde A=c’, B=0yC=—1.

> Si B’-4AC<0 la ecuacién diferencial parcial se denomina de tipo
ELIPTICO. Este tipo de ecuaciones surgen en problemas de los
fendmenos estacionarios.

La ecuaciodn que rige la ecuacion de Laplace en el plano es:

azu(x,t) N azu(x,t) 3

0
8x2 6y2

Donde A=C=1yB=0.

2.24 FORMA CANONICA DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES
PARCIALES DE SEGUNDO ORDEN CON COEFICIENTES
CONSTANTES

Consideremos la ecuacion diferencial:

L(u): A(x,y)uxx +B(x, y)uxy +C(x, y)uyy =f(x,y,u,u ,uy) ............... (2.2.6)
Donde A, B y C, son constantes reales.
Para transformar (2.2.6) en su forma candnica hacemos un cambio de variables
Sean &§=E(X,Y); n=n(X,Y) funciones con derivadas continuas hasta el

segundo orden en una vecindad del punto (xo,yo) € Q2 con jacobiano

oem) xSy

N =5y N, M

y
con J(xo,yo);tO.

Luego por continuidad el jacobino no se anula en una vecindad del punto (xo,yo)

y, por el teorema de la funcién inversa, podemos resolver localmente

X =x(§&m), y=Y(&mn) en una vecindad del punto (E.,O’no) = (‘:(Xo’yo)in(xovyo)) y

las funciones x y y son de clase c? en dicha vecindad.
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Definiendo entonces v(§,n) =u(x,y) y por la regla de la cadena se tiene:

uX = Véax +vnnX
Uy =VeSy TVqy
. 2 2
uxx_véi@x) +v§nixnx+vnn(nx) +V§&xx+vnnxx
Uy = VeeSxSy Ven Gxy oy Vi My FVeSxy T Vi yy
2
Uyy = Vee Gy )+ VenSyMy Vi (y)™ Vebyy Yy

Por tanto, si U es una solucion clasica de la ecuacion (2.2.6), V es una solucion

clasica de la ecuacion (2.3.6), entonces:
A'(E, n)v@: +2B'(&, 11)v<:n +C'(§, n)vnn =F(&n,V, Vi' Vﬂ) .................... (2.2.7)

Donde:
A M) = A YE,) +BOGYIEE +Clx0y)E, )

B'(€,n) = A(X, y)gxnx + B(X, y)(ixny + gynx) + C(X, y)&yny ................. (2.2.8)

. _ 2 2
C (&,n)—A(X,yan) +B(X'Y)T]Xny+c(x,yxny)
calculando el discriminante de la ecuacion (2.2.7) obtenemos:

AEM) = B(E )2 — AECE M) = 5%, Y)I(X,Y)?

donde:

8(x,Y) = B(x,¥)? ~A(X, Y)C(.Y)
es el discriminante de la ecuacion (2.2.6). Como el jac2biano nunca se anula en

una vecindad del punto (xo,yo), el signo de A(&O,no) es igual al signo de
B(XO,yO), es decir la ecuacion (2.2.6) es parabdlica, hiperbdlica y eliptica en
(XO,yO) si solamente si la ecuacion (2.2.7) es parabdlica, hiperbdlica y eliptica

respectivamente en (£,,m,)

19



OBSERVACION:

Para cada clase de ecuacion, el tipo de condicidn de contorno y la naturaleza de

la solucién son diferentes. Ademas, cada una de ellas corresponde, en las

aplicaciones, a un tipo diferente de problema fisico:

e Las hiperbdlicas describen problemas de vibraciones (y requieren dos
condiciones iniciales, ademas de las de contorno)

e Las parabdlicas describen problemas de difusion y requieren una condicion
inicial, ademas de las de contorno).

e Las elipticas describen problemas de estado de equilibrio (y no requieres

condiciones iniciales ademas de las de contorno).

"TEOREMA DE LA EXISTENCIA Y UNICIDAD

Sea Runa region rectangular del plano xy, definida por a<x<b,c<y<d,
: . of :
que contiene al punto (Xq,Y,). Sif(X,y) vy Eson continuas en F, entonces

existe un intervalo |, centrado en X, y una funcion unica, Y(X) definidaen I,

que satisface el problema de valor inicial expresado por las ecuaciones:

2

%:f(x,y) sujeto a y(xo):y0 y :b(_;:f(x’y’y') sujeto

y(xo) =Yor Y'(XO) =Y

Figura 2.2.1 interpretacion geométrica del teorema de la existencia y unicidad

! la demostracion del teorema de la existencia y unicidad: se encuentra Lépez Julio(2011) departamento
de ingenieria matematica universidad de chile
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CAPIiTULO Il
SOLUCION CLASICA Y A TRAVES DEL METODO DE
DIFERENCIAS FINITAS DE UNA ECUACION DIFERENCIAL
PARCIAL DEL TIPO PARABOLICO

En este capitulo se resuelve las ecuaciones diferenciales parciales cuyas
condiciones iniciales y de contorno sean lineales en particular del tipo parabdlico
utilizando la solucidn clasica por el método de separacion de variables y el
meétodo de diferencias finitas, es decir buscaremos soluciones aproximadas a la
solucion del problema para ciertos valores de x y de t haciendo la comparacion

respectiva entre ambos métodos,

3.1 SOLUCION CLASICA DE UNA ECUACION DIFERENCIAL PARCIAL
DEL TIPO PARABOLICO

3.1.1 ECUACION DE CALOR
El problema de Cauchy para la conduccién de calor en una barra homogénea de

longitud finita es:

donde la constante “a” es proporcional a la conductividad térmica y se llama

difusividad térmica.

sujeta a las condiciones iniciales

u(x,0) =f(x); vxe[O,L] ... (3.1.2)
las condiciones de contorno
U(0,t) =u(L,t)=0;V t>0.rrrre.. (3.1.3)
y la condicion
uX(L,t) =-hu(L,t) ......cceeeveeen. (3.1.4)
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3.1.2 REDUCCION A UN PROBLEMA DE FRONTERA
UNIDIMENSIONAL

Encontremos una solucién de (3.1.1) usando el método de separacion de

variables y busquemos la solucién del problema en la forma:
u(x, t) = ¢(x) o(t)

La sustitucion de este valor de u(X,t) en (3.1.1) nos proporciona:

2
do d“¢
—_r — t
o(x) ™ oo )_dx2
do 0%
dt 2
Lo que equivale a: -4t — o dX
o(t)  ¢(x)

Como el lado izquierdo es independiente de t, y el lado derecho es

independiente de X ambos deben ser iguales a una constante:

do 4%
da _ LZ -
o(t)  ¢(X)

Esto nos da las dos ecuaciones diferenciales ordinarias para ¢(x) y o(t):

2
d—g’mq):o,
dx

do
~iraop(t)=0
m a(t)

Las condiciones iniciales en ¢ y ¢ se obtienen a partir de (3.1.2) y (3.1.3), y para

¢ son como sigue:

¢(0) () =0
d(L)o(t) =0
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de donde
$(0)=0y ¢(L)=0
Entonces o(t)#0.

Llegamos asi al siguiente problema de frontera unidimensional. Para determinar

una funcion que satisfaga la ecuacion diferencial

2
%+k¢:0 .................. (3.1.5)
dex
C(Ij—(f+ka(p(t) =0, (3.1.6)

donde) es un constante y la ecuacion (3.1.5) esta sujeta a la condicion

¢(0)=0y ho(L) +¢'(L) =0

Analicemos lo diversos casos segun los posibles valores de A

Caso l.- Si A >0, la solucion para (3.1.6) es (p(t):ceMO‘t. De acuerdo a la

interpretacion fisica del problema, este resultado es absurdo; pues indica que la

temperatura u=¢¢ crece indefinidamente cuando aumenta t, esto contradice

el hecho de que el cuerpo no tiene ninguna fuente de calor y por su extremo

derecho radia calor libremente a la atmosfera cuya temperatura es u=0

Caso Il.- Si A =0, entonces ¢:Clx+c la condiciéon ¢(0)=0 implica c, =0, la

2 )

condicién h(L)+¢'(L) =0 implica Cl(hL +1)=0. Como h y L son positivos, entonces

C, = 0 luego ¢ es la funcién nula.

Caso ll.- Si Xi<0, la ecuacién (3.1.5) tiene por solucidon
¢:Asenﬂx+Bcosﬂx, la condicién ¢(0)=0, implica B=0, la condicion
ho(L) +¢'(L) =0 implica A(hseny—AL ++—A cosy—AL=0.

Si A=0, la solucidn seria la trivial, entonces hsenv—AL ++/—A cos</—AL =0, esta

ultima igualdad es equivalente a: tag J-AL= —g
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3.1.3 SOLUCION DEL PROBLEMA DE FRONTERA:

| ) o au u
Consideremos la ecuaciéon de calor unidimensional E =5 para
X

0
0<x<1yO0<t<05

sujeta a las condiciones iniciales
u(x,0) =sen(nx) para t=0y 0<x<1

y las condiciones de contorno

u(0,t) =0 para x=0 y0<t<05

u(L,t)=0 para x=1y0<t<05

Usando el método de separacién de variables tenemos:

uX, ) =FX)G(t) ..ccvveeeneen. (3.1.7)
Hallando sus derivadas parciales respectivas tenemos:

ou _ vy OU _ ’u .,
& TG, —=FG[O y P Fr(x)G(t)

o . ou o%u
Reemplazando en la ecuacion diferencial: a3 =—

8x2
Se obtiene:

FO)G'(1) = F'(x)G(1)

G'(t) F'(x)
G(t) F(x)

y considerando la constante de separacién negativa tenemos:

S __ 2

G(t)
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De donde: G'(t) =- sz(t) y trasponiendo términos obtenemos:

G'(t) + k2G(t)=0

Tomando la ecuacion caracteristica

L+k% =021 =—K2
_Kkt
Se tiene que: G(t) = Cle
Ahora consideremos el lado derecho de la ecuacion: IT:((XX)) = —k2

F"(x) = —k?F(x)
F (x) + k?F(x) =0
Usando la ecuacion caracteristica para esta ecuacion diferencial se tiene:
12 +k% =0 =12 =-K?

De donde A = \/—k2 luego A =zKki

Por lo tanto F(x) =c,, cos(kx)+c,sen(kx)

2 3

Reemplazando en la ecuacién (3.1.7) obtenemos lo siguiente:

e
u(x,t) = [cz cos(kx)+ C,sen (kx)}cle

Desarrollando se tiene:

K%t K2t
u(x,t) = Ae cos(kx)+Be sen(kx)
Aplicando las condiciones de frontera tenemos:
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Kt Kt
1(0,t) =0 entonces 0=Ae™ " "cos(0)+Be™" “sen(0)

K2t K%t
Como sen(0)=0y cos(0) =1 solo queda. 0=Ae ,si e # 0 entonces
A=0.

En la otra condicion u(1,t) =0 se tiene:
k%t
u(Lt)=Be " “sen(k)=0

K2t e
Reemplazando: 0= Be sen(k) y como e =0y B=0

Entonces: 0=senk

Calculando se obtiene: k=arc sen(0) luego k=nn

2
Reemplazando en: U(Xx,t) = Be_k tsen(kx) obtenemos:

2
u(x,t) = Be_(nn) tsen( nnx)

-n 2n2t

Resolviendo se tiene la expresion: U(Xx,t) = Be sen(nmXx)

considerando la otra condicion: 1(x,0) =sen(rxx) tenemos que:
sen(nx) = Bsen(nmx)

De donde: 1=B y tX=NnX=1=nN de donde n=1

e

Reemplazando en la ecuacion obtenemos: U(X,t) =€ tSen(TcX) que es la

solucién de la ecuacion diferencial dada.

Tomando valores para x, t y reemplazando en la solucion se tiene el siguiente

cuadro:
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x1=0.1| x2=0.15 | x3=0.20 | x4=0.30 | x5=0.40 | x6=0.50 | x7=0.60 | x8=0.70 | x9=0.80 |x10=0.90| x11=1
0.1 0.15 0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80 0.90 1

t1=0 0.3090 | 0.4540 0.5878 | 0.8090 | 0.9511 1.0000 | 0.9511 0.8090 | 0.5878 | 0.3090 0.0000
t2=0.025| 0.2414 | 0.3547 0.4593 | 0.6321 0.7431 0.7813 | 0.7431 0.6321 0.4593 | 0.2414 0.0000
t3=0.05 | 0.1887 | 0.2772 0.3588 | 0.4939 | 0.5806 | 0.6105 | 0.5806 | 0.4939 | 0.3588 | 0.1887 0.0000
t4=0.10 | 0.1152 | 0.1692 0.2191 0.3015 | 0.3545 | 0.3727 | 0.3545 | 0.3015 | 0.2191 0.1152 0.0000
t5=0.15 | 0.0703 | 0.1033 0.1337 | 0.1841 0.2164 | 0.2275 | 0.2164 | 0.1841 0.1337 | 0.0703 0.0000
t6=0.20 | 0.0429 | 0.0631 0.0816 | 0.1124 | 0.1321 0.1389 | 0.1321 0.1124 | 0.0816 | 0.0429 0.0000
t7=0.25 | 0.0262 | 0.0385 0.0498 | 0.0686 | 0.0807 | 0.0848 | 0.0807 | 0.0686 | 0.0498 | 0.0262 0.0000
t8=0.30 | 0.0160 | 0.0235 0.0304 | 0.0419 | 0.0492 | 0.0518 | 0.0492 | 0.0419 | 0.0304 | 0.0160 0.0000
t9=0.35 | 0.0098 | 0.0143 0.0186 | 0.0256 | 0.0301 0.0316 | 0.0301 0.0256 | 0.0186 | 0.0098 0.0000
t10=0.40| 0.0060 | 0.0088 0.0113 | 0.0156 | 0.0184 | 0.0193 | 0.0184 | 0.0156 | 0.0113 | 0.0060 0.0000
t11=0.45| 0.0036 | 0.0053 0.0069 | 0.0095 | 0.0112 | 0.0118 | 0.0112 | 0.0095 | 0.0069 | 0.0036 0.0000
t12=0.50| 0.0022 | 0.0033 0.0042 | 0.0058 | 0.0068 | 0.0072 | 0.0068 | 0.0058 | 0.0042 | 0.0022 0.0000

Cuadro 3.1.1: Solucion por el método de separaciéon de variables
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3.2 METODO DE DIFERENCIAS FINITAS

El Método consiste en una aproximaciéon de derivadas parciales por
expresiones algebraicas envolviendo los valores de la variable dependiente en
un limitado numero de puntos seleccionados.

Como resultado de la aproximacién, la ecuacién diferencial parcial que describe
el problema es reemplazada por un numero finito de ecuaciones algebraicas,
escritas en términos de los valores de la variable dependiente en puntos
seleccionados dentro de la region de solucion, con sus valores en algunos puntos
vecinos. En base a esto la solucidn por diferencias finitas basicamente involucra
3 pasos:

Desratizacién, Aproximacion de la ecuacidén diferencial y Solucion de las

ecuaciones de diferencia.

3.2.1 DISCRETIZACION DEL DOMINIO

Consideremos el dominio como el intervalo Q =[0,1] este dominio es dividido en

un numero finito de sub dominios o subintervalos igualmente espaciados de

longitud AXx el cual es un numero real positivo.

DEFINICION 3.2.1.- Sea Ax un numero real positivo, llamado diferencia finita;
una malla en el dominio €2 < IR es un conjunto de puntos

’CZ{Xn}CQ, tal que cada Xn esta en el interior o en la frontera de un

subdominio y satisface.

X =X _+AX y X
n n-

n+1 =X, —AX

1

i AX=X_ -X
Es decir se cumple n " *n-1

Estos puntos también se llaman nodos y la forma de elecciéon no es unica, la
obtencion de subdominios junto con la eleccion de los nodos se denomina

discretizacion del dominio Q.
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En lafigura 3.2.1 se presenta al punto Xn de la malla, localizado entre los puntos

X X
n-1Y "n+1

AX
—
& . @

Xn—1 Xn Xn+1

Figura 3.2.1: malla unidimensional

Una de las elecciones mas comunes para los nodos son aquellos ubicados en la

frontera del subdominio, es decir, sus coordenadas son de la forma:

xn:nAx; n=123...,N

siendo N el numero de subdominios, también se puede elegir en el interior del

subdominio.
3.2.2 DISCRETIZACION DE LA VARIABLE

DEFINICION 3.2.2.- Una funcién discreta v, es aquella que esta definida en

una malla T, tal que a cada punto Xn le asocia un numero

u_.
n

OBSERVACION. -

Si tenemos una funcion continua U (t) definida en Q — R, se asocia una
funcidn discreta, es decir U es discretizado sobre la malla, definiendo
U =uUx

n ( n)'
Cuando la subdivisién del dominio no es uniforme, se tiene una sucesién de

diferencias AXn =X —Xn para cada n.

n+1
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Supongamos que un =0 para In|>N, donde n es suficientemente grande tal
que Xn ¢ (), denotando la funcién discreta por: u={un} y neZ, es decir

u= {un}: (....,u_z,u_l,uo,ul,uz,....).

DEFINICION 3.2.3.- Sean f = {fn} y 4= {gn} dos funciones discretas

definidas sobre una malla T, el producto internode f vy

§ se define por: <f,g > h= %hfngn’ donde h es un factor de escala asociado

i h = max {x -X }
al tamano de la malla n 1 %n+1"%n

De la definicién anterior se obtiene la L2 —norma o norma euclidiana.

1/2
IETIN Y

Existen otras normas para funciones discretas tales como:

La norma de la suma HfH:Zh‘fl‘
i

la norma del maximo ‘f‘x = miaxh‘fi‘

3.2.3 DISCRETIZACION DE LA ECUACION DIFERENCIAL

Una aproximacién en diferencia a una derivada acopla la informaciéon en los

puntos vecinos de una malla, este acoplamiento se realiza con la serie de Taylor
de una funcién en una vecindad del punto. Asi la expansién de U(X+AX)

alrededor del punto x es:

d2u (Ax)2 . dSu (Ax)3
dX2 2! dX3 3!

U(X+Ax) = u(x)+3—qu +
X

Utilizando la nomenclatura para la version discreta, esta serie de Taylor puede

ser escrita como:
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2 2 (3 3
A A
u .=u +(duj Axa| 47U (Ax) | du (AX) . (3.22)
n+1 "n | dx n dx 2 21 3 3
n n

De la misma forma, el valor de U(X—AX) puede ser escrito como un—l y

expandido como:

2 2 3 3
u L =u —(d—”j axae| 8| (A7 fdTu | ()7 (3.2.3)
n-1 n dx n dX2 21 dx3 31
n n

Resolviendo para la primera derivada se obtiene:

() el du| (? (¢Fu) (*
dx n AX dX2 21 dX3 3t
n n

Donde O(Ax) denota el término que contiene la primera y las potencias mayores
de (Ax) y si esta serie es truncada después del primer término tenemos una

diferencia finita que aproxima la primera derivada en el punto n, esto es:

du Ui1 %
( i jn ~ FEEERRIRIRRRRR (3.2.5)

El error de truncamiento que resulta de esta aproximacion se dice que es de

orden de AX, por que (Ax) aparece en el primer término de la serie truncada.

Por lo tanto el error de truncacién en la ecuacioén (3.2.3) se dice que es de primer
orden es decir es exacta de primer orden, la precedente aproximacion se realiza
en el punto n y utiliza el punto n+1 por lo que se llama una aproximacién de
diferencia hacia adelante.

De la misma manera, podemos derivar la aproximacion de la diferencia hacia

atras de la ecuacion (3.2.5) como:
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(d_uj MUy [dPu] @7 [dPul @’
dx J, AX ] 20 3] 3T
n n

u -u
:n—rl—l+o(AX)
AX

(d_uj N U U1
dx AX
La cual es también exacta de primer orden.

Una aproximacion de diferencia mas precisa que la de primer orden, es la

obtenida substrayendo la ecuacion (3.2.3) de la ecuacién (3.2.2) y du/dx,

entonces

u -Uu
(d_u} —_n+l n +O(Ax)2
dx Jp 2AX

u -u
~_n+1 "n-1

2AX

Esta aproximacion es llamada diferencia central porque esta centrada en el punto
N. Las diferencias hacia adelante y hacia atras también pueden ser diferencias

centrales, pero no centradas en el punto n sino en los puntos (n +1/2) y en

(n—1/2) respectivamente.

Para obtener una aproximacion de diferencia finita de la segunda derivada, las

ecuaciones (3.2.3) y (3.2.2) son sumadas, y el resultado es resuelta para

dzu/dxz, generando

d’u _ 1172 Y, _1+O(Ax)2
dx? 0 (Ax)2

El primer término del lado derecho es usado para una aproximacion de diferencia

finita para la segunda derivada, es decir;
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2 -
d"u zun+1 R
dx? N (Ax)2

Esta aproximacién de la segunda derivada se llama diferencia central segunda,

siendo el error de truncamiento de segundo orden.

3.2.4 PROPIEDADES DE LAS DIFERENCIAS FINITAS
1. A(Uk +UI):AUk +AUI

2. A(Uk — Ul ) = Auk —AUI

3. Alawy ) =aAuy, aeR
n, _ n-1
4. A Uk —A(A Uk)

5. AN(AMu ) =AMy, )

3.3 METODO DE DIFERENCIAS FINITAS PARA ECUACIONES
DIFERENCIALES PARCIALES
3.3.1 ECUACION DE CALOR UNIDIMENSIONAL DEL TIPO PARABOLICO

Consideremos la ecuacioén de calor unidimensional:

ut(x,t)zocuxx(x,t) para 0<x<ayO<t<b................. (3.3.1)

con la condicion inicial

U(x,0)=f(x) parat=0y0<x<a

y con las condiciones de contorno

T/L(O,t)zgl(t);C:L para X=0y 0<t<b
u(a,t)zgz(t)zczpara X=ay0<t<hb

La ecuacién de calor modela la distribucion de temperaturas en un alambre

aislado, cuyos extremos se mantienen a temperaturas constantes C1 y c2, a

partir de una distribucion inicial de temperaturas a lo largo del alambre T(X).
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3.3.2 DISCRETIZACION DE LA ECUACION DE CALOR UNIDIMENSIONAL

DEL TIPO PARABOLICO

Figura 3.3.1 malla para resolver u, (X,t) = oU (x,t) enlaregion R.

Dividimos el rectangulo R ={(X,t):0<x<a;0<t<b} en n-1 por m-1
rectangulos de lados Ax=h y At=Kk, como se muestra en la Figura 3.3.1

empezando en la fila de mas abajo, donde t=t1=0 y la solucion es

u(xi,tj) =f(xi), desarrollamos un meétodo para calcular las aproximaciones a

los valores exactos U(X,t) en los puntos de la malla

{ui j zu(xi,tj) :i=1,2,..n}, para j=2,3,........ m.

Como la malla rectangular estda compuesta por lineas verticales separadas entre
si en h unidades y lineas horizontales con separacion entre si de k unidades

. " . a b
entonces seleccionamos dos enteros positivos n y m para defini: h=—y k=—

n m
donde las lineas verticales y horizontales de la reticula estaran definidas

mediante: Xi=ih, 1=0,12,...,n ytj=jk, j=0,1,2,....m.
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Usando la féormula de diferencia finitas para la primera derivada y segunda

derivada respectivamente se tiene:

X, 1) —T0)

f'(xi)= "
) f(x. l)—2f(x.)+f(x._1)
f (Xi): 1+ h2| |
Wt oyl
S R
u, (x,t) = o FOWMK) o (3.3.2)
w . —oud +ud
u (t)y=—xl T =1 om2y (3.3.3)

XX

Teniendo en cuenta que el tamano de los rectangulos de la malla es uniforme en

cada fila: X, 4 =X; +h vy Xi_

+1 1

=X. —h y en cada columna: t. , =t. +Kk,
[ J+1 )

despreciando los términos O(K) y O(hz) , usando la aproximacion uij en vez

de u(xi ,tj) en las ecuaciones (3.3.2) y (3.3.3) y sustituyendo lo que se obtiene

en la ecuacioén de calor (3.3.1) queda como:

u.j +1_ u.j u.j - 2uij + uij_

I | _ 1+1 1
k e h2
LLJJrl—LLJ:OLL (u.J —2u1+u.j )
i I h2 1+1 I -1
Despejando uij +1 finalmente tenemos:
u.j+1:u.j+k u.j —2u.j+u.j donde k:ocL
I I 1+1 I 1-1) h2
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que es la férmula para la ecuacion de calor donde se necesita los valores de:

M.J 1 MJ y MJ

- [ 1+1
u.j+1
i
[ ]
! e— —— —0 )11
1—-1 ] 1+1
(1—27\.)u1.

Figura 3.3.2: Esquema de la ecuacion en diferencias para la ecuacion de calor

Consideremos una varilla de 1 cm. de longitud, como se muestra en el grafico y

con una temperatura inicial de 0° C.

Q O

F—1cm—

Identifiquemos primero los datos: la constante a. =1 Cm2 /s, a=1 y t=0.5,

seleccionemos N=5y m=50, entonces h = a_ % =0.2cm;
n
kZBZE:les,
m 50
luego calculemos el valorde A: A = OLLZ = 1&12 =0.25
2 (02)

Reemplazando en la férmula de discretizacion:

uj+1 = u.j +A u.j —Zuj +u.j
i I 1+1 i -1
u22 =0.3090+0.25(0.5878 — 2(0.3090) + 0) =0.3015
u§ =0.5878-+0.25(0.8090 — 2(0.5878) + 0.3090) = 0.5734
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uf = 0.8090+0.25(0.9511— 2(0.8090) + 0.5878) = 0.7892

u52 =0.9511+0.25(1— 2(0.9511) + 0.8090) = 0.9278

12

& =1+0.25(0.9511- 2(1) +0.9755) = 0.9755

u72 =0.9511+0.254(0.8090 — 2(0.9511) +1) = 0.9278

2
Ug

ug =0.5878 +0.25(0.3090 — 2(0.5878) + 0.8090) = 0.5734

”120 = 0.3090 + 0.25(0 — 2(0.3090) + 0.5878) = 0.3015

=0.8090 +0.25(1—2(0.9511) + 0.8090) = 0.7892

ug = 0.3015+0.25(0.5734 — 2(0.3015) + 0) = 0.2941
ug’ = 0.5734 +0.254(0.7892 — 2(0.3015) + 0.3015) = 0.5594

uf = 0.7892 +0.25(0.9278 — 2(0.9511) + 0.8090) = 0.7892
ug’ = 0.9278+0.25(0.9755— 2(0.9278) +0.7892) = 0.9051

ug =0.9755+0.25(0.9278 — 2(0.9755) + 0.9278) = 0.9517

u73 = 0.9278+0.25(0.7892 — 2(0.9278) +0.9755) = 0.9051

3
Ug

ug’ =0.5734 +0.25(0.3015 — 2(0.5734) + 0.7892) = 0.5594

u130 = 0.3015+0.25(0.0773— 2(0.3015) + 0.5734) = 0.3134

=0.7892 +0.25(0.5734 — 2(0.7892) + 0.9278) = 0.7699

ug — 0.2941 + 0.25(0.5594 — 2(0.2941) + 0) = 0.2869

ut

5 =0.5594+0.25(0. 7699 — 2(0.5594) +0.2941) = 0.5457

uj =0.7699 +0.25(0.9051 — 2(0.7699) + 0.5594) = 0.7511

ug = 0.9051+ 0.25(0.9517 — 2(0.9051) + 0.7699) = 0.8829
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u?

& =0.9517+0.25(0.9051 - 2(0.9517) + 0.9051) = 0.9284

u;‘ =0.9051+ 0.25(0.7699 — 2(0.9051) + 0.9517) = 0.8829

ug =0.7699 +0.25(0.5594 — 2(0.7699) + 0.9051) = 0.7511

ug' = 0.5594 + 0.25(0.3134 — 2(0.5594) + 0.7699) = 0.5505

ul“o =0.3134+0.25(0.1140 — 2(0.3134) + 0.5594) = 0.3250

u2

5= 0.2869 + 0.25(0.5457 — 2(0.2869) + 0) = 0.2799

ug — 0.5457 +0.25(0.7511— 2(0.5457) + 0.2869) = 0.5323

uj = 0.7511+0.25(0.8829 — 2(0.7511) + 0.5457) = 0.7327

@é = 0.8829 +0.25(0.9284 — 2(0.8829) + 0.7511) = 0.8613

ug = 0.9284 +0.25(0.8829 — 2(0.9284) + 0.8829) = 0.9056

u75 = 0.8829 +0.25(0.7511— 2(0.8829) + 0.9284) = 0.8613

u85 =0.7511+ 0.25(0.5505 — 2(0.7511) + 0.8829) = 0.7339

ug = 0.5505 + 0.25(0.3250 — 2(0.5505) + 0.7511) = 0.5443

ufo = 0.3250 + 0.25(0.1353 — 2(0.3250) + 0.5505) = 0.3340

Se tiene el siguiente cuadro:
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x1=0] x2=01 | x3=0.2 | x4=0.3 | x5=0.4 | x6=0.5 | x7=0.6 | x8=0.7 | x9=0.8 | x10=0.9 | x11=1
0.00| 010 | 020 | 030 | 040 | 050 | 060 | 070 | 0.80 0.90 1.00
t1=0 | 0.00 | 0.00 | 0.3090 | 0.5878 | 0.8090 | 0.9511 | 1.0000 | 0.9511 | 0.8090 | 0.5878 | 0.3090 | 0.0000
t2=1 | 0.10 | 0.00 | 0.3015 | 0.5734 | 0.7892 | 0.9278 | 0.9755 | 0.9278 | 0.7892 | 0.5734 | 0.3015 | 0.0773
t3=2 | 0.20 | 0.00 | 0.2941 | 0.5594 | 0.7699 | 0.9051 | 0.9517 | 0.9051 | 0.7699 | 0.5594 | 0.3134 | 0.1140
t4=3 | 0.30 | 0.00 | 0.2869 | 0.5457 | 0.7511 | 0.8829 | 0.9284 | 0.8829 | 0.7511 | 0.5505 | 0.3250 | 0.1353
t5=4 | 0.40 | 0.00 | 0.2799 | 0.5323 | 0.7327 | 0.8613 | 0.9056 | 0.8613 | 0.7339 | 0.5443 | 0.3340 | 0.1489
6=5 | 0.50 | 0.00 | 0.2730 | 0.5193 | 0.7148 | 0.8402 | 08835 | 0.8405 | 0.7183 | 0.5391 | 0.3403 | 0.1580
t7=6 | 0.60 | 0.00 | 0.2663 | 0.5066 | 0.6973 | 0.8197 | 0.8619 | 0.8207 | 0.7041 | 0.5342 | 0.3444 | 0.1641
t8=7 | 0.70 | 0.00 | 92598 | 04942 | 0.6802 | 0.7996 | 0.8411 | 0.8019 | 0.6908 | 0.5292 | 0.3468 | 0.1681
t9=8 | 0.80 | 0.00 | 02535 | 04821 | (4636 | 0.7801 | 0.8209 | 0.7839 | 0.6782 | 0.5240 | 0.3477 | 0.1708
t10=0 | 0.90 | 0.00 | 02473 | 0.4703 | 06473 | 07612 | 0415 | 07667 | 0.6661 | 0.5185 | 0.3476 | 0.1723

Cuadro 3.3.3: Discretizacion de la ecuacion de calor
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Utilizando el cuadro 3.1.1 y comparando con el cuadro 3.3.3 tenemos una

muestra de los valores con sus aproximaciones respectivas correspondientes.

Exacta Aproximacion
u(x,t) = e_’t2t sen(mx) “”lj e u”lj " xLuiJJrl - 2u,|1 " uij—lj
1(0.3,0.10) = 0.3015 u120 =0.3015
1(0.1,0.025) = 0.2414 M%O —0.2412
1(0.25;0.025) = 0.5525 ug — 05505
1(0.25;0.10) = 0.2635 ug —0.2663
1(0.30;0.025) = 0.6321 ”}10 —- 06315
1(0.35;0.025) = 0.6962 uff — 06973
1(0.40;0.025) = 0.7431 uéo —0.7428
1(0.35;0.050) = 0.5440 ug 05443
1(0.5;0.025) = 0.7813 Ug —0.7801

Cuadro 3.3.4: comparacion de soluciones de ambos métodos

3.3.3 ORDEN DE APROXIMACION O(hn)
DEFINICION 3.3.1.- Se dice que una funcién f(h) es de orden g(h) cuando

h—0, y se denota por f(h) =0(g(h)), si existen

constantes C y C tales que:
| f(h)| < C|g(h)| siempre que |h|<c
DEFINICION 3.3.2.- Sea la funcién p(h) que aproxima a la funcién f(h) y que

existen una constante real M>0 y un numero natural n

[f(h) —p(h)

‘ - <M para h suficientemente pequefio, entonces se dice
"

tales que

que p(h) aproxima a f(h) con orden de aproximacion O(hn), y escribe
f(h) = p(h) +O(h™).
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[f (h) —p(h)|

Escribiendo la relacion ‘ o
h ‘

<M como [f(h)-p(h)|< I\/I‘hn‘, vemos que

O(hn)es el lugar de la cota del error M‘hn‘ .

DEFINICION 3.3.3.- Sean las funciones f(h) = p(h) +O(h"), g(h) = q(h) +O(h™
y sea r=min{m,n}, entonces se cumple:
i) f(h)+g(h) =p(h) +q(h) +O(h")
if) f(h)g(h) =p(h)a(h) +O(h")

iii) m=&+O(hr), con g(h)=0 y q(h) =0

g(h) a(h)
DEFINICION 3.3.4.- Sea la funcién f e C" +1[a, b] , si Xg ¥ X=Xq5+ h estan en
n f(k) (X )
[a,b], entonces f(x,+h)= > Tohk +o(h"*ly.
k=0 )

PROPIEDADES ORDEN DE APROXIMACION

i) o(hP)+o(hP)=0(nP)

iy o(hP)+0o(h%)=0(h"), siendo r=min{p,q}

iii) O(hPYo(hY) =0(h%), siendo s=p+q

3.3.4 CONSISTENCIA, ORDEN DE PRECISION, ESTABILIDAD Y
CONVERGENCIA

DEFINICION 3.3.5.- Dada la condicion inicial uo(x), para la cual existe una

solucion 1(x,t) de la ecuacion diferencial parcial. Un

esquema de diferencias finitas de un solo paso que aproxima la ecuacion

diferencial parcial se dice que es un esquema convergente si todas las

soluciones ujn , dadas por el esquema de diferencias finitas tal que uJQ converge
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a uo(x) cuando jh — x; se cumple ujn — u(x,t) siempre que (jh,nk) - (x,1t)

cuando h,k — 0.

DEFINICION 3.3.6.- Dada una ecuacion diferencial parcial P(at,ax)u:f(x,t) y

un esquema de diferencias finitas Ph K

u =f; décimos que
el esquema de diferencias finitas es consistente con la ecuacion diferencial

parcial, si para cualquier funcién suave ®&(x,t) se cumple P®—-P_,® —0

h, k

cuando h,k — 0 donde la convergencia es puntual, en cada punto de la malla.

OBSERVACIONES

1.- En algunos esquemas se necesita precisar la forma en que h y K tienden a
cero a fin de obtener la consistencia.

2.- Cuando nos referimos a una curva suave, se entiende que es una funcién
suficientemente diferenciable.

3.- En el esquema de diferencias finitas, el operador de diferencias Ph K €S el

que caracteriza tal esquema, el cual puede estar definido en funcién de los

operadores discretos conocidos.

DEFINICION 3.3.7.- Ph es consistente conP hasta un tiempo T en una

k

norma |.|, siy solo si

‘Ph,kq" P‘PH =|ke(h)]; y ©(h)—0

cuando k—0.

t(h) es el error de truncamiento local en tiempo n -
DEFINICION 3.3.8.- un esquema de diferencias finitas es convergente en la

norma | .|, si y solo si

uij —viJH — 0 cuando h,k—>0.
es convergente de orden (p,q) en lanorma |.| siy solo si

] o(r®)ro(k)
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3.3.5 ESTABILIDAD

DEFINICION 3.3.9.- Un problema de valor inicial se dice que esta bien definido

en una norma ||.| si y solamente si existe solucion, es unica y depende

continuamente de los datos iniciales, es decir existe una constante C y « tal

que
[ 0] < e |ug09 | oo (3.3.4)

DEFINICION 3.3.10.- El método de diferencias finitas para la ecuacién de calor

unidimensional se dice que es estable si A<0.5; es
. 2 2
decir, siempre que 2c“k<h”.
Si tomamos h =0.01 y ¢ =10, debemos tomar k < 5.10_5 que puede resultar

demasiado pequefio si no queremos que se prolongue el numero de

operaciones que debemos realizar.

DEFINICION 3.3.11.- Un esquema de diferencias finitas P uij =0 es estable

h,k
si y solamente si existen constantes K, B yalguna norma

| |tal que u"

< KeBt H MOH, t=nk, K,p independiente de h,k

DEFINICION 3.3.12.- Un esquema de diferencias finitas es cualquier esquema
que puede escribirse en la forma: uij+1:Quij, donde Q es operador de

diferencias lineal.

En general, cuando el esquema es de multiple paso, se puede escribir:
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3.3.6 ESTABILIDAD DE VON NEWMANN
3.3.6.1 CONDICION DE ESTABILIDAD DE VON NEWMANN

El factor de amplificacién g(0,k,h) se dice que satisface la condicion de Von

Newmann, si existe una constante C >0 (independientes de 6,k,h) tal que

|9(8,k, h)|<1+Ck, k es el paso del tiempo.

TEOREMA 3.3.1.- Un esquema de diferencias finitas es estable en la norma L2
si y solo si satisface la condicion de Von Newmann.

si g(6,k,h) =g(6) entonces la condicién de Von Neumann se puede sustituir por:
lo(6)| <1.

TEOREMA 3.3.2 (teorema de Lax).- Sea un esquema de diferencias finitas

estable y consistente con orden de precision (p,q) . Entonces

el esquema es convergente de orden (p,q).

DEMOSTRACION

Un esquema lineal, de un solo paso, con coeficientes constantes se escribe en

la siguiente forma:

ujn+1=Qujn, N30 (3.3.4)

donde Q=Qp, i , de acuerdo a esto se tiene:
ul =Qu" "t -Qu" %)
_ _._.Qn _1(Qu0) _ Qnuo

donde Qn es el operador de diferencias finitas Q aplicado n veces.

desde que el esquema es estable. Para todo T >0, existe C_. > 0tal que

T
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2 2
[l =er ]
h h
Usando (3.3.4), tenemos que
2 2 2 2
Jour = = u] el <c:u]
h h h h

Sea u(x,t) una solucién de la ecuacion Pu=0. Como el esquema es

consistente con orden de precision (p,q) se cumple, con

P U= (u"*1oQu")

_ _ Py — p q
Ph,ku_Ph,ku Pu=0(h")+0(k™")

Es decir u" =Q" "1y + 0(hP) + oY)

Sea WN=u"-+v" el error en el n-ésimo paso, con WO:uO—Vozo,

entonces, se cumple
w" =ow" ~11 0Py + oK)

—Q2W" 2 L 9(0(hP) + 0(k%)) + O(hP) + O(k9)

sucesivamente
w0 "L AP q
=Q W-+ ¥ QN O(h")+0(k™))
j=0
n

-1 .
> QlohP)+0oKy)
j=0

de esto se obtiene

|- 3 oot on®
j=0
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n-1
p q b
SJZ:OCTJ_(O(h )+O0(k™)), T; tj—jk

=0(hP) + oK)
Por tanto el método es convergente de orden (p,q).

TEOREMA 3.3.3.- Si un esquema de diferencias finitas es estable y consistente
con orden de precision (1;2), entonces este esquema es
convergente de orden (1;2).

DEMOSTRACION
a) Primero demostraremos la estabilidad del esquema utilizando el criterio de

Von Newman, consideremos el siguiente esquema expresada en la forma:

u,j+1—u,j:x uj+1—2uj+1+u,j+l cA>0
i i 1+1 i -1

despejando uij tenemos:

1
1

w =+ 20wt Tl
I I 1+1 -
sustituyendo uij por gJeice, (C:x/—_l) tenemos:
gjeiCE) —(1+ ZX)ngrleiCG —X(g”le(i +1)co _gj+1e(i —1)c6)
dividiendo por gj tenemos:

aiCO _ 1+ Zk)geice 3 x(geicﬁece B geicee—ce)

Multiplicando por e_iCe tenemos:
1=(1+20)g-2 (geCe + ge_ce)

Simplificando tenemos:

1= g[l—k(ece —2+e_ce)J
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asi tenemos el factor de amplificacion de la forma:
1

g:
1-2.(e%9 — 24679
0 co
_ 1 5 como e2 _eg 2 :chen(gj
o _co ?
1-1|e2 —e 2

1
1- 7»(20)2 sen? g

3 1
1+ 4xsen22

0
observemos que |g|=g >0, por otro lado tenemos que 0< sen? > <1 entonces

1s1+4an2231+4x

de esto se tiene la desigualdad

1 1

0< < <1
1+4h 14 psen?

N D

es decir
0<g<1l<1+koO

esta ultima desigualdad es la condicion de Von Neumann, por consiguiente, el

esquema es estable.

b) Demostremos ahora la consistencia y el orden de precision utilizando la serie

de Taylor.
Sea el operador diferencial continuo P dado por:
2
p_ 0 o0

el mismo que aplicado a una funcién suave ¢ se tiene
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en tanto que el operador discreto P aplicado a una variable discreta es el

K, h
siguiente:
J uij B uij - ulj _ zuij * uIJ—l 3.3.6
Pk hUi = ” - I ( )

Utilizando la funcion suave ¢ y desarrollando por la serie de Taylor en el punto

i Y _ I
(xi,tj) las expresiones: <|>i —q)(xi,tj k), ¢i+1_¢(xi+h,tj) y
) _ _ :
q)i_l_q)(xi h,tj) tenemos:

para ¢(xi,tj—k) en ¢(xi,tj) es: ¢(Xi’tj_k):¢(xi’tj)_k¢t (xi,tj)+O(k2),
en la notacion de indices, tenemos:
=00 -k, + 00 o (3.3.7)

para <1>(xi —h,tj) en (xi,tj) es:

¢(xi—h,tj):¢(xi,tj)—%h¢x(xi,tj)+%h2¢xx(xi,tj)—%h3¢ (.t +0h en

XXX

notacion de indices se tiene:

¢ij_1=¢ij—h¢ A2 “Lu3y oy (3.3.8)

X 21 TXX 31 TXXX

de manera similar para <|>(xi + h,tj) en (xi,tj) , obtenemos:

byl 1.2 1.3
¢i+l_¢i+h¢x+2!h ¢xx+3!h (I)xxx

Las derivadas ¢t' d)x’ ¢xx’ ) son evaluadas en el punto (xi,tj):(ih,jk).

XXX
Sustituyendo las series (3.3.7), (3.3.8) y (3.3.9) en el operador discretizado

Pk h¢? dado en (3.3.6), obtenemos:
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Pk’h¢=%[¢ij—¢ij+k¢t+0(k2)} {¢J+h¢ +2h2 —h¢ .+t ~2¢)

X 21 XX 3

vl o, + 0%~ b3

+O(h4)J
X 21 XX 31 XXX

Simplificando se escribe como:

P =1 [kq) +O(k2)} 5 [h2¢xx+0(h4)+0(h4)}

IDk, h¢ - (¢t +0(Kk)) - (Otd)XX + O(h2) n O(hz))

Simplificando y teniendo en cuenta la notacién del operador diferencial P y por

propiedad O(h?)+O(h?) = O(h?), tenemos:
Py = b ~aby +00)+0(h%)

— P+ O(K) + O(h?)

de donde tenemos la forma:
Po—P,  $=0(K)+O(N) ...c..ccccccccc (3.3.10)

observando que

Po—P, 160, cuando h,k—0
Luego el esquema de diferencias finitas es consistente para la ecuacién
diferencial parcial U, =ou

t XX’

De la ecuacién (3.3.10) vemos que el orden de precision es (1,2), 1 en el tiempo

y 2 en el espacio.

Por consiguiente, de a) y b) y por el teorema (3.3.2), el esquema es convergente.
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CAPITULO IV
APLICACION DEL METODO DE DIFERENCIAS FINITAS
A LA DESVIACION DE UNA VIGA

Sea una viga de longitud L homogénea que tiene seccion transversal uniforme
en toda su longitud. Cuando no recibe carga alguna, incluyendo su propio peso,
la curva que une los centroides de sus secciones transversales es una recta que
se llama eje de simetria. Si a una viga se le aplica una carga en un plano vertical
que contenga al eje de simetria, sufre una distorsion y la curva que une los
centroides de las secciones transversales se llama curva de desviacion, curva
elastica o simplemente elastica. La elastica aproxima la forma de la viga.

Supongamos que el eje x coincide con el eje de simetria y que la desviacidon y(x)
medida desde el eje, es positiva si es abajo. En teoria de la elasticidad se
demuestra que el momento flexionante M(x) en un punto x a lo largo de la viga,
se relaciona con la carga por unidad de longitud w(x) mediante la ecuacion:
d2m
2 (
dx

Ademas, el momento flexionante M(x) es proporcional a la curvatura k, de la

elastica:
MX)=EIK .ooviiiieeeiie, (4.2)

Donde E e | son constantes, E es el mdédulo de Young de elasticidad del material
de la viga e | es el momento de inercia de la seccidn transversal de ésta respecto
de un eje llamado neutro y el producto El se denomina rigidez a la flexion de la
viga.

y
2 3/2
1+y'

desviacion y(x) es pequenia, la pendiente y'~ 0, de modo que {1+ y'

Segun el calculo diferencial, la curvatura es k= Cuando la

2 3/2
~1.

si k=y", la ecuacion (4.2) se transforma en M(x) =Ely". La segunda derivada

de esta ecuacion es:
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2 2 4
d ?:E|d2yeeﬂl% ..................... (4.3)
dx dx dx

Aplicamos el resultado de la ecuacion (4.1) para reemplazar

d’Mm . L . .
d_2 en la ecuacion (4.3) y vemos que la desviacion y(x) satisface la ecuacion
X

diferencial de cuarto orden:

4

Ef?%:w@) ..................... (4.4)
X

ddy ~ w(x)

TR (4.5)

Las condiciones en la frontera asociadas a esta ecuacion dependen de la forma
en que estan sostenidos los extremos de la viga, una viga en voladizo esta
empotrada en ambos extremos.

Para una viga en voladizo, la desviacion y(x) debe satisfacer las dos condiciones

siguientes en el extremo empotrado en x=0:

y(0) =0 porque no hay desviacion en ese lugar, y y'(0) =0 porque la curva de

desviacién es tangente al eje x, la pendiente de la curva de desviacion es cero
en ese punto.
Cuando x =L las condiciones del extremo libre son:

y"(L) =0 porque el momento flexionante es cero.

y"(L) =0 porque la fuerza cortante es cero.

3
La funcion F(x) :%—M = Eld—g se llama fuerza cortante. Si un extremo de una
X dx
viga esta simplemente apoyado, se debe cumplir que y(0)=0 y y"(0)=0 en ese
extremo. La tabla siguiente es un resumen de las condiciones en la frontera

asociadas con la ecuacion (4.5).

EXTREMOS DE LA VIGA CONDICIONES EN LA FRONTERA
Empotrado y(0)=0, y'(0)=0
Libre y"(0)=0, y"(0)=0
Simplemente apoyado y(0)=0, y"(0)=0
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4.1.- METODO DE LAS DIFERENCIAS FINITAS. -

Figura 4.1.- Modelo de viga empotrada-empotrada
Se ilustra el calculo de los desplazamientos de una viga empotrada-
empotrada sometida a la carga rectangular indicada en la figura 4.1 para ello se

debe resolver la siguiente ecuacion diferencial por el proceso de discretizacion.

La ecuacion (4.8) se cumple en todos los puntos de la viga, cuando se resuelve
con diferencias finitas, se discretiza el dominio, como se muestra en la figura 4.1
y la ecuacién diferencial se escribe en forma de operadores; con esto la ecuaciéon

es exacta en los puntos discretos y aproximada en los tramos de los puntos.

Figura 4.2.- Discretizacion del dominio para una viga empotrada-empotrada

El paso h es igual a la longitud del elemento dividido para el numero de

divisiones N . En la figura 4.2 se ha notado con yi a un punto cualquiera, el

que esta a la derecha sera el punto yi+1 y el que esta a la izquierda sera yi 1

La ecuacion diferencial (4.8) que va a resolver se puede escribir de la siguiente

forma:

Yooex = El
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donde W0 en este ejemplo de viga continua siempre va ser constante sea cual

sea el punto donde se quiera analizar la deflexion.
Utilizando la propiedad 3 de (3.2.4) para la cuarta derivada, tenemos:

Uj o —4Uj 9 +6U; —4u _q+Uj_5

y =d+e M4 1 M=2 M=c L. (4.10)
XXXX ha
Al reemplazar la ecuacion (4.10) en (4.9) obtenemos:
El 4 6u. —4 =W,
h—4(ui+2— Ui+1+ Ui— Ui_1+ui_2)— (| I (411)

Y1 Yo Y4 Yo Vo Y4 Y Y,
o) o o o> ¢ & &

Figura 4.3. Identificacion de varios puntos discretos cercanos al nudo inicial

El primer punto discreto de un elemento en el nudo inicial se le identifica como

Y Y el ultimo punto en el nudo final se le identifica con Yn-

La ecuacion (4.10) se aplica desde el punto Y1 hasta el punto Yp_1,Yaque los

desplazamientos en el empotramiento valen cero, entonces serian puntos

conocidos.

El procedimiento para encontrar el desplazamiento en el punto Yy, es

aplicar la ecuaciéon 4.10 y pivotear en el mismo es decir Yj =Yq, Yy nos damos

cuenta que se necesita un punto auxiliar que no existe a la izquierda del nudo

inicial, el mismo que se identifica en la Figura 4.5 como Y_1- Al igual que cuando
vamos a encontrar el desplazamiento en el punto y, _ 1, vamos a necesitar otro
punto auxiliar a la derecha del nudo final, el cual identificamos como y,, . ;. Estos

puntos auxiliares se deben expresar en funcién de los puntos reales, para ello a
continuacion se hace la demostracion.

Conocemos el giro en punto 0, que es igual cero debido al empotramiento.
Entonces, para demostracion partimos de este dato, pues el giro es la primera
derivada del desplazamiento con respecto a x.

e:ﬂ:
dx
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Aplicando la ecuacion (4.12) con la primera derivada simétrica y reemplazando

el giro conocido tenemos

0= Y1-Y1
2h
0=y1-Y
Como resultado tenemos
Y 1=

El mismo procedimiento para el punto Yn 41 Y tenemos como resultado

Yn+1=Yn-1
Mientras menos puntos auxiliares se ocupen en el problema se tendra una
solucion con mayor exactitud.
Conociendo esta ultima demostracion, podemos aplicar la ecuacion (4.11) desde

el punto Y1 hasta el punto y, _4 y se obtiene un sistema de ecuaciones lineales

de la forma:

Donde
S es la matriz de diferencias

Y es el vector que contiene a los desplazamientos verticales en cada punto

discreto.

Q* es el vector de cargas discretas.

La matriz S que resulta es la siguiente:
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Entonces el sistema (4.13) quedaria

(7 -4 1 11 W P
4 6 -4 1 Y2 P
1 -4 6 -4 1 Y3 P,
1 -4 6 -4 1 : :
S= * =

1 -4 6 4| |y,o| |P
1 -4 Yoa| [P

Una vez que ya tengamos resuelto el sistema obtendremos los valores de los
desplazamientos en cada punto discreto. Teniendo los desplazamientos se
podria decir que esta resuelta la viga empotrada-empotrada, ya que el momento
es la segunda derivada del desplazamiento y el los cortes con la tercera
derivada, que junto con diferencias finitas tendremos los valores de los mismos.

Para el momento

M:—Elﬂ
dx?
|\/|:hE—2'(uI L2 g) (4.15)
Para el cortante
d3u
y=—EI@
_—%(—ui_z+2ui_1—2ui+1+ui+2) ............... (4.16)

Convencién de signos

El desplazamiento vertical es positivo si se dirige hacia abajo.
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4.2.- RESULTADOS:

Figura 4.4.- Modelo de viga empotrada - empotrada con datos
Datos

L = 6m.; Longitud de la viga

W =3T/m.; carga uniformemente distribuida

E = 21000000T / m?: Médulo de elasticidad
a =0.3m; ancho de la viga

d =0.45m; alto de la viga

n =15; Numero de puntos discretos al interior de la viga

Y-1% Y1 Y2 Y3 Y ¥s Y6 Y7 Ys Yo 310 511312313 %1435 D16 217

h,h h

Figura 4.5.- Discretizacion de la viga
Este problema se resuelve utilizando el programa computacional Matlab para al
modelo de viga empotrada - empotrada, el cual calcula el vector desplazamiento
y las reacciones del empotramientos en los dos nudos.
[ =0.0023

El =4.7841e+04
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Matriz S multiplicada por EI/h*4

El =1.0e+07*

1.6934

—-0.9677 14515

0.2419

0

O O O O O O O o o o o

0.2419

o

O O O O O o o o o o

—-0.9677 0.2419

0

-0.9677 0.2419

—-0.9677 14515

-0.9677

—-0.9677 1.4515
-0.9677 1.4515
-0.9677 14515
-0.9677 1.4515

0.2419
0

O O O O O o o o o

0.2419
0

O O O O o o o o

0
0
0.2419

0
0
0

—-0.9677 0.2419
-0.9677 0.2419

0.2419
0

O O O O o o o

0.2419
0

O O O O o o

0
0
0

0

-0.9677 0.2419

-0.9677 1.4515

0.2419
0

O O O o o

o O o o

0

O O O o o

0

-0.9677 0.2419
-0.9677 0.2419

-0.9677 14515
-0.9677 1.4515
—-0.9677 14515
—-0.9677 14515
—-0.9677 14515

0.2419
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o O o o

0.2419
0

0
0
0

O O O o o o

0

O O O O o o o

0

-0.9677 0.2419
-0.9677 0.2419
-0.9677 0.2419

0.2419
0
0
0

0.2419
0
0

O O O O O o o o

o

0.2419
0

O O O O O o o o o

0

-0.9677 0.2419

-0.9677 14515

0.2419

O O O O O O o o o o

0

O O O O O O O o o o o

0

—-0.9677 0.2419

-0.9677

-0.9677 1.6934




Matriz Q y vector desplazamiento Y

O
Il
W W W W wWwwWwWwwWwwwwoww w w

El vector de desplazamientos en los puntos asignados es:
Y = 1.0e-03*

0.0132
0.0434
0.0826
0.1240
0.1620
0.1922
0.2116
0.2183
0.2116
0.1922
0.1620
0.1240
0.0826
0.0434
0.0132
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MOMENTOS

El momento de empotramiento en el nudo inicial es: Ma = 8.9648
El momento de empotramiento en el nudo final es: Mb = -8.9648
La reaccion vertical en el nudo inicial es: Ra =7.3125

La reaccion vertical en el nudo final es: Rb =7.3125

Figura 4.6.- Resultado
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CONCLUSIONES

A continuacion, se tiene las conclusiones a las que se ha llegado con el presente

trabajo de investigacion:

» El método de diferencias finitas nos permite determinar la solucién numérica de
las ecuaciones diferenciales parciales del tipo parabdlico utilizando Ila
discretizacion de la ecuacion diferencial.

» La solucion de las ecuaciones diferenciales parciales del tipo parabdlico
determinada mediante el método clasico de separacion de variables y el de
diferencias finitas son semejantes y muy aproximadas, como se muestra en el
cuadro 3.4.4 siendo el método de diferencias finitas el mas optimo.

» Debido al avance tecnoldgico es posible encontrar la solucién a una aplicacion
de la ecuacion diferencial parcial del tipo parabdlico mediante el método de
diferencias finitas utilizando el programa computacional Matlab que nos permite

acelerar los procesos y a visualizar geométricamente nuestros resultados
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SUGERENCIAS

Continuar con el estudio sobre Ecuaciones Diferenciales Parciales y sus
aplicaciones en las diferentes areas de Ciencia e Ingenieria como el estudio de
estructuras compuestas por barras, estructuras masivas tales como muros,
silos, tanques, presas, etc.

Utilizar como guia para los estudiantes de la Escuela Profesional de
Matematicas y carreras afines, donde se desarrolle el tema de Ecuaciones
diferenciales Parciales del tipo Parabdlicas por diferencias finitas.

Recomendar el uso del software matematico Matlab como soporte para la
solucién numérica de Ecuaciones Diferenciales Parciales del tipo Parabdlico
mediante el método de diferencias finitas.

utilizar otros métodos que permita encontrar una mejor aproximacion a la
solucion numérica con diferencias finitas.

Continuar con la aplicacién del método de diferencias finitas para la resolucion

de las ecuaciones diferenciales parciales del tipo eliptico e hiperbdlico.
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ANEXO

PROGRAMA MATLAB
% Programa para calcular los desplazamientos de una viga
% empotrada-empotrada y las reacciones utilizando el método de diferencias
finitas
format short
%Datos del Problema
clc;clear all
L=6; % longitud de la viga (m)
W=3; %carga distribuida uniforme (T/m)
E=21000000; %moddulo de elasticidad (T/m”2)
a=0.30; %ancho de la viga (m)
d=0.45; %alto de viga (m)
I=a*(d"3)/12; %momento de inercia de la viga (m"4)
EI=E*| %caracteristico de la viga (T*m”2)
n=15; %punto de divisiones interiores de la viga
% Vxxxx=W/EI
h=L/(n+1); %distancia entre punto de divisién
S=zeros(n); %matriz generalizada
Y%Uxxxx=(1/h"4)*(1)-(-4)-((6))-(-4)-(1)
%cuarta derivada DF simétricas ordinarias por factores
%aplicando diferencias finitas las formulas simétricas ordinarias
%procedemos calcular la matriz generalizada cuadrada de orden n
S(1,1)=7; %posicion 1x1
S(n,n)=7; %posicion nxn
for i=2:n-1
S(i,i)=6; % valores de la diagonal principal
end

for i=2:n
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S(i,i-1)=-4; %valores por debajo de la diagonal principal
end
for i=1:n-1

S(i,i+1)=-4; % valores por encima de la diagonal principal
end
for i=3:n

S(i,i-2)=1; %valores por debajo de la diagonal principal
end
fori=1:n-2

S(i,i+2)=1; %valores por encima de la diagonal principal
end
S Y%matriz generalizada con sus respectivos valores
S=S*El/h*4; %matriz de diferencia finitas
S Y%matriz final
Q=zeros(n,1); %vector solucién
fori=1:n

Q(i,1)=W; %valores del vector igualado a la carga distribuida constante
end
Q
%Solucion del sistema de ecuaciones por el Método Ax=b Gauss-Jordan
n=length(Q);
S=[S,Q]; %matriz ampliada
fore=1:n

S(e,e:n+1)=S(e,e:n+1)/S(e,e);

fori=1:n

if i~=e
S(i,e:n+1)=S(i,e:n+1)-S(i,e)*S(e,e:n+1);
end

end
end
V=S(1:n,n+1);
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disp('El vector de desplazamientos en los puntos asignados es: ')
V% vector de desplazamientos
disp('"El momento de empotramiento en el nudo inicial es: ')
Ma=EI*(2*V(1,1))/h"*2 %momento nudo inicial
disp('"El momento de empotramiento en el nudo final es: ')
Mb=-EI*((2*V(n,1))/h"*2) %momento nudo final
%Regresion progresiva 3era derivada
disp('La reaccion vertical en el nudo inicial es: ")
Ra=-EI*(1/h*3*(3*V(1,1)-3*V(2,1)+V(3,1))) %Reaccion vertical nudo inicial
%Regresion regresiva 3era derivada
disp('La reaccion vertical en el nudo final es: ')
Rb=EI/h*3*(-3*V(n,1)+3*V(n-1,1)-1*V(n-2,1)) %Reaccion vertical nudo final
%grafica de la deformada
fori=1:n
u(i)=h*i;
end
x=0:h:L;
y=0;
plot(x,y,'0")
hold on
i=[0 h];
r=[0 -V(1)];
f1=[L-h L];
f2=[-V(n) O];
title('Deformada 15 puntos')
text(4,-0.000168," \rightarrow n=15')
plot(u,-V,'ci,r,'c",f1,f2,'c'); grid on
axis([0 L -0.00025 0]);
x=0:h:L;
y=0;
plot(x,y,'0").
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MATRIZ DE CONSISTENCIA ) )
TITULO: “ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES DEL TIPO PARABOLICO MEDIANTE EL METODO DE
DIFERENCIAS FINITAS”

PROBLEMA

OBJETIVOS

HIPOTESIS

VARIABLES

PROBLEMA GENERAL

¢ Es posible encontrar la
solucién de una ecuacion
diferencial parcial
mediante el método de
diferencias finitas?.

PROBL’EMAS

ESPECIFICOS
¢ Sera posible utilizar el
proceso de iscretizacion en
la solucion de una
ecuacion diferencial parcial
del tipo parabdlico
mediante el método de
diferencias finitas?.

$Se podra obtener los
mismos resultados en
forma analitica, mediante
los métodos de separacion

OBJETIVO GENERAL
Aplicar el método de diferencias
finitas para encontrar la solucion
de la ecuacion diferencial parcial

del tipo parabdlico.

OBJETIVOS ESPECIFICOS

» Determinar la solucién de una
ecuacion diferencial parcial del
tipo parabdlico utilizando el
método de diferencias finitas
mediante la discretizacion del
dominio, de la variable y de la
ecuacion diferencial.

» Comparar las soluciones
obtenidas mediante los métodos
clasicos y el método de las
diferencias finitas.

» Sera

solucién a una aplicacion de la

posible encontrar Ia

HIPOTESIS GENERAL

Existe solucion de ecuaciones
diferenciales parciales mediante el
método de diferencias finitas

HIPOTESIS ESPECIFICOS

» Utilizando la seria de Taylor, para la
aproximacion de las derivadas,
obtenemos el esquema de
discretizacion en diferencias finitas
del cual obtenemos una ecuacion
algebraica que hallara soluciones

aproximadas para la ecuacion

diferencial parcial del tipo parabdlico.

» Con el desarrollo del algoritmo en el

Matlab

visualizacion de la

programa permitira

aproximada a una aplicacion de la

solucion

VARIABLE
INDEPENDIENTE

Método de
diferencias finitas.

VARIABLE
DEPENDIENTE

Solucién de la
ecuaciéon diferencial
parcial del tipo
parabadlico.
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de variables y el de ecuacion diferencial parcial del ecuacion diferencial parcial del tipo
diferencias finitas? tipo parabolico mediante el| parabdlico.
método de diferencias finitas
utilizando el programa

computacional Matlab.
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