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PRESENTACIÓN 

La presente tesis, titulada “Estudio y Evaluación del Comportamiento Dinámico de la 

Estructura del Shiploader de 1600 Ton/h de Capacidad mediante Análisis Modal Operacional 

y Métodos Computacionales en la Compañía Minera Antamina”, ha sido elaborada en 

cumplimiento parcial de los requisitos para optar el título profesional de Ingeniero Mecánico 

en la Universidad Nacional de San Antonio Abad del Cusco (UNSAAC). 

Este trabajo fue desarrollado en el contexto operativo de la Compañía Minera Antamina, y 

tiene como objetivo principal caracterizar el comportamiento dinámico del Shiploader, un 

equipo de gran escala utilizado para el embarque de concentrado mineral. Dado su rol crítico 

en la cadena logística, resulta fundamental conocer sus propiedades dinámicas para asegurar 

su funcionamiento seguro y confiable. 

Para ello, se aplicó el Análisis Modal Operacional (OMA), técnica de medición que permite 

identificar frecuencias naturales y modos de vibración de la estructura bajo condiciones reales 

de funcionamiento. Complementariamente, se elaboró un modelo computacional mediante el 

método de elementos finitos (FEM), con el que se simuló su comportamiento dinámico. La 

validación del modelo se realizó comparando los resultados numéricos con los obtenidos 

durante la medición en campo. 

La integración de estas técnicas no solo permitió verificar la respuesta dinámica de la 

estructura, sino también evidenció el potencial del OMA y la simulación como herramientas 

conjuntas para el monitoreo estructural en sistemas industriales complejos. Este trabajo 

representa un aporte técnico al análisis estructural aplicado a la minería y un paso importante 

en la formación profesional del autor. 

 

 

Br. Miguel Kevin Ludeña Santos 
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RESUMEN 

El presente trabajo de tesis, titulado “ESTUDIO Y EVALUACIÓN DEL COMPORTAMIENTO 

DINÁMICO A LA ESTRUCTURA DEL SHIPLOADER DE 1600 Ton/h DE CAPACIDAD 

MEDIANTE ANÁLISIS MODAL OPERACIONAL Y MÉTODOS COMPUTACIONALES EN LA 

COMPAÑÍA MINERA ANTAMINA”, tiene como objetivo principal analizar y evaluar el 

comportamiento dinámico de dicha estructura, determinando sus frecuencias naturales y 

modos de vibración a través de tres enfoques complementarios: el análisis modal operacional 

(OMA), el método de elementos finitos (FEM) desarrollado mediante software especializado, 

y una validación analítica basada en formulaciones matemáticas basadas en elementos finitos. 

El estudio busca validar y contrastar los resultados obtenidos en campo mediante el analisis 

modal operacional, con los modelos computacionales y analíticos, a fin de verificar la 

consistencia y confiabilidad de los parámetros dinámicos determinados. Asimismo, se 

evaluará la condición dinámica de la estructura, asegurando que parámetros como las 

frecuencias naturales, niveles de vibración y otros obtenidos, no generen alguna condición de 

riesgo así garantizando la integridad estructural del Shiploader. 

Los parámetros vibratorios también serán evaluados conforme a lo establecido en la norma 

DIN 4150-3 (Structural Vibration – Effects of Vibration on Structures), asegurando que las 

vibraciones estructurales se mantengan dentro de límites aceptables. Para el desarrollo de los 

distintos análisis, se utilizó información técnica proporcionada por la Compañía Minera 

Antamina (Datasheets, manuales, guías y planos), así como los datos recolectados durante la 

ejecución de trabajos de campo (inspección visual y análisis modal operacional) realizados 

durante el funcionamiento normal del Shiploader, el cual cuenta con más de 20 años de 

operación continua. 

 

Palabras claves: Analisis modal operacional, Vibraciones, Shiploader, Espectro de 

frecuencia, Participación de masa, Analisis de elementos finitos. 
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ABSTRACT 

The present thesis work, entitled “STUDY AND EVALUATION OF THE DYNAMIC 

BEHAVIOR OF THE 1600 Ton/h CAPACITY SHIPLOADER STRUCTURE THROUGH 

OPERATIONAL MODAL ANALYSIS AND COMPUTATIONAL METHODS AT ANTAMINA 

MINING COMPANY”, has as its main objective to analyze and evaluate the dynamic behavior 

of said structure, determining its natural frequencies and mode shapes through three 

complementary approaches: operational modal analysis (OMA), the finite element method 

(FEM) developed using specialized software, and an analytical validation based on structural 

formulations based on finite elements. 

The study aims to validate and contrast the results obtained in the field through Operational 

Modal Analysis (OMA) with computational and analytical models, in order to verify the 

consistency and reliability of the determined dynamic parameters. Additionally, the dynamic 

condition of the structure will be evaluated, ensuring that parameters such as natural 

frequencies, vibration levels, and others obtained do not generate any risk conditions, thus 

guaranteeing the structural integrity of the Shiploader. 

The vibrational parameters will also be evaluated in accordance with the standard DIN 4150-

3 (Structural Vibration – Effects of Vibration on Structures), ensuring that the structural 

vibrations remain within acceptable limits. For the development of the different analyses, 

technical information provided by Antamina mining company was used (datasheets, manuals, 

guides, and drawings), as well as the data collected during the execution of field work (visual 

inspection and operational modal analysis) carried out during the normal operation of the 

Shiploader, which has more than 20 years of continuous operation. 

Keywords: Operational modal analysis, Shiploader, Frequency spectrum, Mass 

participation, Finite element analysis.
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CAPÍTULO I 

1 PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA 

1.1 Planteamiento del problema  

El puerto punta Lobitos está ubicado a 1 kilometro al oeste del puerto de Huarmey, el 

mismo que se halla a 140 kilómetros al sur de Chimbote y a 300 kilómetros al norte de Lima, 

el puerto está diseñado para filtrar los concentrados de cobre y zinc provenientes de la 

concentradora ubicada en Yanacancha y así exportar el mineral a los diferentes puertos de 

desembarque de los compradores, el terminal cuenta con instalaciones costeras y marítimas 

para recibir, filtrar y almacenar los concentrados; tal es el caso del muelle de 271 metros de 

largo que una estructura el cual a su vez soporta una faja transportadora que lleva el mineral 

y descarga hacia los barcos de carga, este sistema estructural y equipo (faja transportadora) es 

denominado “cargador de barcos” (Shiploader en adelante) cuenta con una estructura de acero 

y un brazo telescópico giratorio de 1600 Ton/h de capacidad que permite depositar los 

concentrados directamente a las bodegas de los barcos. 

 

Figura 1. Ubicación del puerto Punta Lobitos, Ubicación del Shiploader. 

Fuente: Imagen modificada por el autor a partir de Google Earth (2023). 
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La compañía minera Antamina como parte de sus actividades de mantenimiento y 

rutinas de inspección programadas a la estructura del Shiploader, observó la presencia de 

agentes y mecanismos de corrosión y oxidación excesiva de algunos elementos de la 

estructura. 

 A continuación, se detallan algunos de los hallazgos más relevantes encontrados en la 

estructura del Shiploader. 

Tabla 1. Hallazgos en los elementos estructurales del Shiploader. 

Fuente: Elaboración propia a partir de los datos proporcionados por Antamina S.A. 

SHIPLOADER 

HALLAZGOS DESCRIPCION 

PERNOS DE 
CONEXIÓN 

Se han encontrado pernos y tuercas de conexión 
con corrosión excesiva 

CORROSION EN 
ELEMENTOS 

ESTRUCTURALES 

Se encontraron columnas, vigas y arriostres con 
oxidación y corrosión; severa perdida del espesor 

del elemento 

NIVELES DE 
VIBRACION 

Se detectaron niveles de vibración ligeramente 
por encima de lo habitual en los últimos meses 

sobre todo en el brazo telescópico, parte de 
descarga del mineral 

 

 

Figura 2. Mecanismo de falla por corrosión en elementos de la estructura. 

Fuente: Fotos proporcionadas por la empresa Makyl E.C.S. (2023). 
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Figura 3. Presencia de corrosión en elementos de la estructura. 

Fuente: Fotos proporcionadas por la empresa Makyl E.C.S. (2023). 

 

Tras los hallazgos expuestos, sumado la falta de un correcto plan de mantenimiento 

predictivo y tras más de 20 años de operación continua; la compañía minera Antamina S.A. 

solicito a Makyl E.C.S. E.I.R.L., el estudio y evaluación de las condiciones dinámicas actuales 

de la estructura del Shiploader de capacidad de 1600 Ton/hora, esto con el fin de garantizar 

la integridad estructural del activo para así tomar medidas necesarias en caso existiese algún 

evento que pudiera ocasionar algún tipo de falla más adelante; esto debido a que el activo 

analizado lleva más de 20 años de operación continua y no cuenta con un sistema de monitoreo 

o plan de mantenimiento adecuado. 

El conocer el comportamiento dinámico de una estructura y poder evaluar sus 

parámetros son importante para el análisis de ingeniería ya que debido a esto podemos 

conocer los parámetros estructurales y las condiciones de su comportamiento durante su 

operación normal, así por ejemplo conocer las frecuencias naturales del sistema, niveles de 

vibración y las formas o modos de vibración; conocer todos estos parámetros es importante 

para los analisis de ingeniería ya que entender y evaluar esto, ayudara a evitar algún tipo de 

falla inducido ya sea por las condiciones de la estructura o por los cambios geométricos 

detectados, así como los mecanismos de corrosión y niveles de vibración anómalos. Para poder 
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evaluar, diagnosticar y validar dicha información dinámica obtenida, se usará la norma DIN 

4150-3 la cual nos indica los niveles de vibración admisibles para este tipo de estructuras en 

mm/s, de igual forma se hará uso de la norma ISO 10816-3, entre otras herramientas 

computacionales que ayudaran a determinar las condiciones dinámicas actuales de la 

estructura del Shiploader y la condición en la que se encuentra actualmente. 

1.2 Problema General 

1.2.1 Formulación del problema 

¿Cómo obtener los parámetros dinámicos de la estructura del Shiploader de 1600 

Ton/h de capacidad en la compañía minera Antamina? 

1.2.2 Problemas específicos 

• ¿De qué manera simplificar la estructura del Shiploader tal que esta pueda 

ayudarnos a entender el fenómeno físico que describe su comportamiento? 

• ¿De qué forma o método podemos obtener los parámetros principales de la 

estructura del Shiploader que ayuden a determinar las condiciones dinámicas? 

• ¿Cómo y de qué forma determinar los parámetros dinámicos de la estructura 

del Shiploader considerando simulaciones computacionales? 

• ¿Con que método determinar los parámetros dinámicos en campo utilizando 

sensores que captan el comportamiento dinámico de la estructura del 

Shiploader? 

• ¿Cómo determinar la efectividad y veracidad de los valores obtenidos mediante 

los diferentes análisis realizados, como comprender si dichos parámetros son 

una señal de buen o mal funcionamiento de la estructura del Shiploader? 

1.3 Justificación 

De acuerdo a los trabajos realizados en campo, (inspección visual, medición de 

vibración, análisis modal operacional) junto a la previa coordinación y autorización por parte 

de la compañía minera Antamina S.A. hacia la empresa Makyl E.C.S. E.I.R.L, se procedió a 

realizar las diferentes actividades en campo para obtener toda la información necesaria para 

el correcto estudio dinámico del Shiploader, esto conllevo a realizar  mediciones en campo 
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usando acelerómetros; dicho esto, la presente tesis estará enfocada en obtener los parámetros 

dinámicos de la estructura del Shiploader a través de diferentes técnicas de análisis; analítico 

y computacional; y las mediciones hechas en campo, esto con el fin de poder contrastar, 

analizar y evaluar la data e información obtenida, esto para posteriormente verificar aplicando 

las diferentes normativas y determinar la posibilidad y/o existencia de alguna condición 

dinámica que pueda inducir a algún tipo de falla más adelante (así como la resonancia 

estructural). Estos estudios son importantes para tomar medidas preventivas y evitar fallas 

que afecten el correcto funcionamiento de la estructura, a continuación, se muestra casos 

similares relacionados al proyecto de tesis a realizar. 

Tabla 2. Casos de Falla en proyectos realizados anteriormente por Makyl E.C.S - Casos internacionales. 

Fuente: Elaboración propia en base a datos proporcionado por Makyl E.C.S (2023) y datos obtenidos en internet. 

AÑO DESCRIPCION UBICACIÓN TIPO DE 
FALLA 

POSIBLES 
CAUSAS 

2022 

A solicitud de la compañía 
minera, se solicitó el análisis 
de integridad estructural de 
las fajas CV07 y CV10 para 

mejoras de funcionamiento. 

Compania 
Minera Southern 

Perú Copper 
Corporation 

Solicitud para la 
toma de mejoras 

por años de 
funcionamiento. 

Altos niveles de 
vibración sobre 

los componentes 
de la faja. 

2023 

Rotura del eje de la polea N°14 
de la zona motriz, conllevando 

a fallas en los elementos 
estructurales aledaños. 

Unidad Minera 
Chinalco 

Ruptura y 
deformaciones 
plásticas por 

impacto. 

Montaje erróneo 
del eje, sobre 

carga, 
desalineamiento 

del eje. 

2023 
Fisuras en las bridas de 

conexión de la tapa del molino 
SAG. 

Unidad Minera 
Quellaveco 

Fisuras en las 
tapas del molino 

SAG. 

Sobrecarga del 
equipo, fuerzas 

de impacto sobre 
pesan lo 

admitido. 

2023 

Alta vibración en las 
estructuras soporte de las 
zarandas 1 y 2, originando 

fisuras en estructuras. 

Unidad Minera 
Quellaveco 

Fisuras en 
estructuras. 

Altos niveles de 
vibración, inicios 

de resonancia. 

2024 

Se detecto alta vibración de la 
bomba Warman PP601 al 
momento de aumentar y o 
variar las condiciones de 

funcionamiento del equipo. 

Sociedad Minera 
Cerro Verde 

Altos niveles de 
vibración que se 
transmiten de la 

bomba a la 
estructura 

Desgaste interno, 
desalineamiento. 
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1831 Colapso del puente de 
Broughton. 

Manchester- 
INGLATERRA 

Colapso 
inminente del 

puente. 

Resonancia 
(frecuencia 

inducida por el 
paso del 
ejercito). 

1940 Colapso del puente Tacoma. Washington -
USA 

Colapso 
inminente del 

puente. 

Resonancia, mal 
diseño 

estructural. 

2013 

Los arcos del puente "arcos de 
alconetar" entraron en 

resonancia con vientos de 25 
km/h activando su segundo 

armónico. 

Rio tajo -
ESPAÑA 

desplazamientos 
exagerados 

oscilantes en los 
arcos del puente. 

Resonancia de 
los arcos con el 

segundo 
armónico. 

 

Por otra parte, según el portal web https://www.rescateperu.com/colapso-

estructural.html indica que, existen causas típicas por las que pueden suceder este tipo de 

eventos sobre estructuras, las cuales se indican a continuación: 

 

Tabla 3. Causas de colapsos y fallas estructurales. 

Fuente: Elaboración propia en base a los datos de https://www.rescateperu.com. 

CAUSAS DE LOS COLAPSOS Y FALLAS 
ESTRUCTURALES 

ERRORES DE 
CÁLCULO 

Dimensionamiento inadecuado, 
malas consideraciones de carga, falta 

de conocimiento sobre análisis 
estructural 

 
DEFECTOS 

CONSTRUCTIVOS 
(CALIDAD) 

Material de mala calidad y/o defectos 
constructivos, el uso de materiales no 

certificados o hechizos 

 

 

 MANTENIMIENTO 

Filtración de agentes que debiliten las 
estructuras, así como el agua. 

Mala planificación y control de los 
activos y estructuras 

 

 

USO Incremento o sobrecargas estáticas y 
dinámicas 

 

 

CAUSAS NATURALES Terremotos, deslizamientos, 
huracanes e inundaciones 

 

 
 

 

https://www.rescateperu.com/colapso-estructural.html
https://www.rescateperu.com/colapso-estructural.html
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De igual forma, la Universidad militar Nueva Granada, en su artículo “Casos aplicados 

del análisis causa raíz (A.C.R.)”, indica y explica que se debe tener en cuenta las condiciones 

cuando un elemento estructural falle al igual que las que lo ocasionan, esto servirá para 

detectar de manera eficaz la causa del problema. 

 

Figura 4. Mecanismos principales de falla en elementos mecánicos y estructurales. 

Fuente: Universidad militar Nueva Granada (2018), Casos aplicados del análisis causa raíz. 

 

La figura anterior muestra un aspecto importante, la mayor causante de fallas en 

elementos de máquinas y/o estructura, es la fatiga; por ende, el conocimiento de las 

condiciones dinámicas y estáticas de cualquier elemento de maquina y/o estructura son 

importantes en cualquier estudio a realizar. 

1.4 Objetivos 

1.4.1 Objetivo General 

Realizar el estudio y la evaluación del comportamiento dinámico de la estructura del 

Shiploader de 1600 Ton/h de capacidad mediante análisis modal operacional (OMA) y 

métodos computacionales en la compañía minera Antamina.  

1.4.2 Objetivos Específicos 

• Realizar los modelos conceptuales de la estructura del Shiploader. 

• Determinar y obtener los valores de frecuencia natural de la estructura del 

Shiploader por el método de elementos finitos de forma analítica, de igual 
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forma realizar la verificación del estado límite de resistencia como parte de los 

cálculos analíticos. 

• Determinar y obtener los valores de frecuencia natural de la estructura del 

Shiploader mediante métodos computacionales.  

• Determinar y obtener los valores de frecuencia natural de la estructura del 

Shiploader mediante el análisis modal operacional (OMA) hecho en campo. 

• Interpretar y comparar los resultados obtenidos de los distintos análisis 

realizados, para luego evaluar con las distintas normas vigentes que regulan el 

análisis dinámico. 

1.5 Hipótesis 

1.5.1 Hipótesis General 

La evaluación de los parámetros y estudio de las condiciones dinámicas de un sistema 

estructural mediante métodos computacionales y técnicas de medición en campo; ayudan a 

comprender el comportamiento dinámico de la estructura analizada, esto con el fin de poder 

diagnosticar y posteriormente interpretar la condición de operación actual del sistema 

estructural analizado comparándolo con los lineamientos e indicaciones que se dan en las 

diferentes normativas internacionales. 

1.5.2 Hipótesis Especificas 

• Realizar el modelo conceptual de una estructura es de suma importancia, ya 

que este es una herramienta útil que ayuda a entender el fenómeno físico y el 

comportamiento estructural de forma más clara y sencilla, también ayuda a 

entender como es el funcionamiento bajo las cargas que actúan sobre la 

estructura durante un instante de medición o análisis. 

• El método de los elementos finitos FEM realizado de forma analítica, ayuda a 

determinar los diferentes parámetros estructurales, tales como fuerzas 

internas, reacción y frecuencias naturales de manera directa a través de un 

análisis matricial. Adicionalmente la integración de criterios de diseño por 

estados límites de resistencia, permite verificar que las solicitaciones obtenidas 
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no superen la capacidad de resistencia de los elementos estructurales, 

garantizando así la seguridad y confiabilidad de la estructura. 

• Los métodos computacionales basados en el método de elementos finitos 

ayudan de forma más rápida y fácil a determinar los parámetros dinámicos, así 

como frecuencia natural y modos de vibración de un sistema estructural, cosa 

que se complica si se realiza de forma analítica. 

• Los resultados de la técnica de medición como el OMA realizado en campo, 

deberán reflejar las condiciones dinámicas reales del Shiploader durante su 

funcionamiento, lo cual es útil para poder dar una primera interpretación del 

fenómeno dinámico que se va suscitando en el instante de medición. 

• Los diferentes análisis de las condiciones dinámicas de la estructura del 

Shiploader deben de ser capaces de poder determinar la condición dinámica 

actual de la estructura; la validación de los datos por los métodos empleados, 

esto sumado a la evaluación bajo las diferentes normativas vigentes, darán un 

panorama más amplio y realista de la condición dinámica estructural del 

Shiploader. 

1.6 Variables 

Para el desarrollo del presente estudio, se han identificado las variables que 

intervienen en el comportamiento dinámico de la estructura del Shiploader. 

1.6.1 Variables Independientes 

• Parámetros mecánicos de operación. 

• Parámetros físicos del equipo y equipos involucrados. 

1.6.2 Variables Dependientes 

• Comportamiento dinámico del sistema estructural. 

1.7 Alcance y Limitaciones 

1.7.1 Alcance 

El alcance del presente trabajo de tesis es realizar el estudio y la evaluación del 

comportamiento dinámico de la estructura del Shiploader de 1600 Ton/h de capacidad; esto 
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se efectuará mediante el análisis modal operacional (OMA en adelante) y por el método de 

elementos finitos (FEM en adelante) el cual se desarrollará de forma analítica matricial, de 

igual forma los métodos utilizados se apoyarán de la verificación por simulación 

computacional. 

1.7.2 Limitaciones 

El trabajo de tesis tendrá las siguientes limitantes: 

• El análisis se realizará bajos las condiciones de carga de operación al momento 

realizar el estudio y medición en campo, 1600 Ton/h.  

• De igual manera el trabajo de tesis se limita a únicamente a la descripción de 

los equipos de instrumentación utilizados para el trabajo. 

• Para el cálculo FEM matricial, se considerará únicamente el cálculo sobre el 

plano “X-Y” (plano de elevación frontal de la estructura). 

• Se realizará la verificación de los estados límites de resistencia aplicando la 

normativa AISC – LRFD únicamente a los elementos principales de la 

estructura del Shiploader (Boom y Main Structure). 

• Para las distintas evaluaciones a realizar tanto las mediciones en campo como 

los analisis numéricos, se considerar la estructura del Boom cuando este se 

encuentre en su punto máximo de elongación (23 m aproximadamente) y 

orientado a 0° horizontalmente. 
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CAPÍTULO II 

2 MARCO TEÓRICO 

2.1 Antecedentes 

Para el desarrollo del presente trabajo de tesis, “Estudio y evaluación del 

comportamiento dinámico a la estructura del SHIPLOADER de 1600 ton/h de capacidad 

mediante análisis modal operacional y métodos computacionales en la compañía minera 

Antamina”; se tuvo en consideración los siguientes antecedentes:  se tuvo en consideración los 

siguientes antecedentes: 

En la tesis “Estudio del comportamiento dinámico del puente ferroviario 

Sumbay – Arequipa, debido a la variación de velocidad y carga minera de la 

maquina locomotora GT42AC” indica que: Los resultados del análisis dinámico 

obtenidos tanto por métodos experimentales y numéricos presentan un porcentajes de error, 

el cual se encuentra dentro de lo admitido y se encuentran en un rango dentro de lo aceptable; 

esto indica que los resultados obtenidos por ambos métodos reflejan las condiciones originales 

a las que se atraviesa el activo analizado, esto acompañado de diferentes análisis que 

demuestran que los resultados obtenidos son válidos. (Amilcar Quispe Saire – Elmer Ayma 

Marca, 2023).  

En la tesis: “Análisis del comportamiento dinámico de una estructura ligera 

sometida a la acción de un peatón” indica que: determinar que el método empleado para 

la caracterización dinámica de la losa mediante un ensayo modal ha resultado ser totalmente 

fiable, se puede afirmar que el ensayo de impacto con martillo modal es suficientemente valido 

para provocar una excitación controlada sobre estructuras similares. (Urruticoechea 

Olloquiegui, 2018).  

En la tesis: “Estudio del comportamiento dinámico de la faja 

transportadora CV-002B tramo 1-4 mediante el Análisis modal operacional en la 

sociedad minera El Brocal” indica que: el análisis modal operacional es un método eficaz 

y eficiente para determinar el comportamiento dinámico proporcionando valores de 
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frecuencia natural y modos de vibración teniendo un porcentaje de error en comparación con 

métodos analíticos menores al 5% de error. (Carlos Huarayo Ortogorin, 2022).  

En la tesis “Diagnostico estructural utilizando análisis modal operacional 

en edificaciones históricas; caso: Templo de San Francisco de Asis de Marcapata, 

provincia de Quispicanchis – Cusco” indica que: el OMA es una metodología de gran 

alcance para sistemas estructurales puesto que permite estudiar el comportamiento dinámico 

de una estructura a través de técnicas no destructivas sin interferir o modificar las condiciones 

de funcionamiento, es decir, en su estado de operación. (Susan Choquemaqui Mozo - Matt 

Airton Valer Medina, 2023). 

2.2 Marco teórico 

2.2.1 Estructuras 

Una estructura es un sistema de partes conectadas que soporta cargas; ejemplos 

comunes en ingeniería estructural son los edificios, puentes y torres, y en otras ramas, las 

estructuras de barcos, aviones, recipientes a presión y sistemas mecánicos.  

 

Figura 5. Estructura de acero (izquierda), estructura de concreto (derecha). 

Fuente: https://www.jarcosa.com/estructuras-metalicas/estructuras-en-concreto/. 

 

La Figura 5 muestra estructuras de uso industrial, a la izquierda se puede ver una 

estructura basada en elementos de acero, mientras que a la derecha se aprecia otra estructura 

https://www.jarcosa.com/estructuras-metalicas/estructuras-en-concreto/
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de concreto, ambas estructuras cumplen funciones diferentes las cuales fueron definidas al 

momento de ejecutar su diseño. 

2.2.2 Estructuras de acero 

Las estructuras acero y las de concreto son 2 de los materiales más comúnmente 

usados en la construcción de edificaciones y otras estructuras, ambos tienen ventajas y 

desventajas que los hacen adecuados para diferentes aplicaciones, por lo general las 

estructuras de acero son empleados para soportar cargas dinámicas debido a las propiedades 

elásticas que tienen y la alta resistencia a la tracción en comparación con el concreto. 

Algunas de las ventajas que se tiene de la construcción en acero estructural son las 

siguientes: 

• Alta Resistencia a la Tracción y Peso Ligero. 

• Flexibilidad de Diseño, Alta ductilidad, Rapidez de Construcción. 

• Resistencia bajo Cargas Dinámicas. 

 Las estructuras de acero son comúnmente utilizadas en la gran industria (minera, 

pesquera, cementera, entre otras) por su alta ductilidad y resistencia a cargas dinámicas en 

comparación con el concreto, a continuación, se detalla algunos tipos de estructuras más 

comúnmente encontrados en la industria. 

• Estructura de fajas transportadoras  

• Estructuras de naves industriales y galpones 

• Estructuras soportes de zarandas y equipos rotativos. 

• Estructuras que embarcan mineral a barcazas (Shiploader). 

• Estructura de máquinas, soporte de bombas 
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Figura 6. Estructura de una faja transportadora. 

Fuente: https://tecnologiaminera.com/. 

 

 

Figura 7. Estructura de acero estructural para planta concentradora. 

Fuente: https://immsa.com/estructuras-para-mineria/. 

 

 

Figura 8. Estructura Shiploader de 1600 Ton/hora de capacidad, compañía minera Antamina. 

Fuente: Fotos proporcionadas por la empresa Makyl E.C.S. (2023). 

https://tecnologiaminera.com/
https://immsa.com/estructuras-para-mineria/
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Las figuras anteriores muestran ejemplos claros de sistemas estructurales que se 

encuentran comúnmente en la industria minera; una particularidad de dichas estructuras es 

que están bajo el efecto de cargas tanto estáticas como dinámicas las cuales son provocados 

por la inducción de algún equipo en movimiento o máquinas aledañas a estas. 

2.2.3 Faja transportadora 

Una faja o cinta transportadoras es un dispositivo utilizado para trasladar materiales 

de un lugar a otro en un proceso de manejo de materiales. Son ampliamente utilizadas en la 

industria para facilitar el movimiento continuo de productos y materiales a lo largo de una 

línea de producción o dentro de planta industrial. 

Los componentes principales de una faja transportadora se muestran en la siguiente 

figura: 

A continuación, se muestra el esquema de una cinta transportadora. 

 

Figura 9. Esquema de una faja transportadora. 

Fuente: https://www.researchgate.net/figure/Esquema-de-las-partes-de-la-cinta-

transportadora_fig64_321533608. 

 

2.2.4 Capacidad de transporte de una faja transportadora 

Las fajas transportadoras se usan principalmente para transportar materiales 

granulados. La sección trasversal del material sobre una cinta es medida en un plano normal 
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a ella. Sobre un Conveyor inclinado o declinado, el material tiende a conformar su ángulo de 

carga mediante un plano vertical lo cual hace decrecer el área “As”, con el coseno del ángulo 

de la pendiente del Conveyor, así tal como se muestra en la Figura 10 (CEMA, 2014). 

 

 

Figura 10. Área de la sección transversal de la carga. 

Fuente: CEMA (2014), Belt conveyors for bulk materials (7ª ed.). 

 

Para poder determinar la capacidad de transporte de la faja, se emplea la siguiente 

expresión: 

 𝑄𝑄 = 𝐴𝐴 ∗ 𝑣𝑣 ∗ 𝑘𝑘 ∗ 3600 (1) 

Donde: 

• Q: Es la capacidad de transporte (m^3/s) 

• v: Es la velocidad de la faja (m/s) 

• k: Es el coeficiente de Angulo inclinado 

Estos datos de capacidad de carga son importantes al momento de considerar el peso 

de la carga debido al material que soporta la faja transportadora. 

2.2.5  Resistencia de Materiales 

La resistencia de materiales es una rama fundamental de la ingeniería mecánica que 

estudia como los materiales se comportan o responden a las cargas y fuerzas aplicadas sobre 

ellos, su objetivo principal es analizar y predecir el comportamiento de los materiales cuando 
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están sometidos a diferentes tipos de esfuerzos; así como la tensión, compresión, flexión y 

torsión, y como estos esfuerzos afectan la integridad y el desempeño de las estructuras y/o 

componentes de máquinas.  

2.2.6 Propiedades de los materiales 

Las propiedades de los materiales son características fundamentales e intrínsecas de 

un elemento que determina como un material reacciona a la aplicación de fuerzas y cargas 

aplicadas sobre ellas, estas propiedades son fundamentales para el diseño y análisis en 

ingeniería, ya que esto puede afectar en el rendimiento y durabilidad de los componentes de 

estructuras y elementos de máquina, algunas de propiedades más relevantes son las 

siguientes: 

• Módulo de elasticidad (E). 

• Limite elástico o de fluencia. 

• Resistencia a la tracción. 

• Ductilidad. 

• Fragilidad. 

Existen otras propiedades que son importantes dependiendo del estudio al que se vaya 

a realizar, así como las propiedades térmicas, eléctricas y químicas. Para el desarrollo de la 

presente tesis, se considerará las propiedades más relevantes del acero estructural según el 

ASTM-A36 (ver Anexo A), las cuales son propias de los elementos estructurales del Shiploader, 

dichas propiedades se detallan a continuación: 

Tabla 4. Propiedades del acero estructural ASTM-A36 

Fuente: Elaboración propia a partir de ASTM international (2020) 

PROPIEDADES DEL ACERO ESTRUCTURAL ASTM-A36 
PROPIEDADES MECÁNICAS VALOR UNIDAD 

Densidad 7850 kg/m3 
Resistencia a la tracción 400 Mpa 

Límite de fluencia 250 MPa 
Módulo de elasticidad 200 GPa 

Módulo de rigidez 77.2 GPa 
Coeficiente de expansión térmica 11.7  - 
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2.2.7 Fuerzas Internas 

Las fuerzas internas son las fuerzas que actúan dentro de un material o estructura 

debido a las cargas aplicadas externamente, estas fuerzas son responsables de mantener el 

equilibrio de sistema y están distribuidas a lo largo de las secciones transversales internas del 

material (Gere & Goodno, 2009). 

Los tipos de fuerzas más comúnmente aplicadas para el diseño mecánico son 4; fuerzas 

axiales, cortantes, flexionantes y torsión. 

 

Figura 11. Barra sometida a carga axial (ensayo de tracción de una probeta). 

Fuente: Gere & Goodno, 2009. 

 

Las fuerzas de corte son las que actúan de forma paralela al plano de la sección 

transversal de un material, esta fuerza se encarga de deformar la sección transversal del 

material provocando esfuerzos corte sobre el material. 
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Figura 12. Viga en voladizo bajo una carga “P” . 

Fuente: Gere & Goodno, 2009. 

 

Las fuerzas o momentos flectores y las fuerzas de torsión al igual que las fuerzas 

cortantes son originadas por una carga la cual hará que el material tienda a flectarse con 

respecto a un punto de apoyo o su propio eje, esta carga va provocar que la sección transversal 

del material rote. 

 

Figura 13. Eje que transmite un par de torsión “T” a una velocidad angular. 

Fuente: Gere & Goodno, 2009. 

 

Como se muestra en la figura anterior, el motor eléctrico provee de una velocidad 

angular “ω” la cual hace girar al eje y de esa forma transmitir el momento torsor constante. 

Determinar todas estas fuerzas internas son importantes para después poder 

determinar el esfuerzo en cualquier punto de análisis del material. 

2.2.8 Diagrama de fuerzas Cortantes y momentos Flectores 

Los diagramas de momento flector y fuerza cortante son importantes para el diseño, 

sobre todo para conocer lo valores máximos de las fuerzas internas a los que está sometido los 

elementos a lo largo de su longitud de análisis (Gere & Goodno, 2009), a continuación, se 

muestra un ejemplo de viga simplemente apoyada con una carga “P” concentrada. 
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Figura 14. Viga simplemente apoyada con una carga concentrada “P”. 

Fuente: Gere & Goodno, 2009. 

 

Para poder resolver el sistema, como primer paso fundamental se pasa a resolver y 

calcular las reacciones sobre el elemento haciendo uso de la ecuación de la tercera ley de 

Newton en un plano. 

 �𝐹𝐹𝑥𝑥,𝑦𝑦 = 0 (2) 

 �𝑀𝑀𝑜𝑜 = 0 (3) 

Donde: 

• Fx,y: Son las fuerzas en la dirección “x” y “y”. 

• Mo: Son los momentos con respecto a un punto de giro. 

Planteando las ecuaciones de equilibrio para la Figura 15 se tiene que: 

�𝑀𝑀𝐵𝐵 = 0 

𝑃𝑃. 𝑏𝑏 − 𝐿𝐿.𝑅𝑅𝐴𝐴 = 0 

𝑅𝑅𝐴𝐴 =
𝑃𝑃. 𝑏𝑏
𝐿𝐿

 

Posteriormente se calculó la reacción en B: 

�𝐹𝐹𝑌𝑌 = 0 

𝑅𝑅𝐴𝐴 + 𝑅𝑅𝐵𝐵 − 𝑃𝑃 = 0 

𝑅𝑅𝐵𝐵 = 𝑃𝑃 −
𝑃𝑃. 𝑏𝑏
𝐿𝐿
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𝑅𝑅𝐵𝐵 =
𝑃𝑃. (𝐿𝐿 − 𝑏𝑏)

𝐿𝐿
 

De la Figura 14 se observa que L - b = a, entonces: 

𝑅𝑅𝐵𝐵 =
𝑃𝑃. 𝑎𝑎
𝐿𝐿

 

Calculado las reacciones en los apoyos de la viga se procedió a graficar los diagramas 

de fuerza cortante y momento flector. 

 

Figura 15. Diagrama de fuerzas cortantes sobre la viga. 

Fuente: Gere & Goodno, 2009. 

 

De la misma manera se graficó el diagrama de momento flector sobre la viga. 

 

Figura 16. Diagrama de momento flector sobre la viga. 

Fuente: Gere & Goodno, 2009. 

 

Como se ve en las figuras anteriores, a partir de la obtención de las reacciones sobre la 

viga y usando las ecuaciones de equilibrio se puede graficar lo diagramas de momento flector 

y fuerza cortante. 
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2.2.9 Centroides y Momentos de Inercia 

El centroide de un área es un parámetro geométrico importante, el teorema de Steiner 

o también conocido como teorema de ejes paralelos es la relación entre el momento de inercia 

con respecto a un eje centroidal (Gere & Goodno, 2009). 

 

Figura 17. Descripción grafica de un elemento para el cálculo del momento de inercia. 

Fuente: Gere & Goodno, 2009. 

 

A partir de la figura anterior se puede determinar la ecuación de momento de inercia 

en el plano con respecto al eje “X”: 

𝐼𝐼𝑋𝑋 = �(𝑦𝑦 + 𝑑𝑑1)2. 𝑑𝑑𝑑𝑑 = �𝑦𝑦2𝑑𝑑𝑑𝑑 + � 2𝑦𝑦𝑑𝑑1𝑑𝑑𝑑𝑑 + �𝑑𝑑12𝑑𝑑𝑑𝑑 

𝐼𝐼𝑋𝑋 = �𝑦𝑦2𝑑𝑑𝑑𝑑 + 2𝑑𝑑1 �𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 + 𝑑𝑑12 �𝑑𝑑𝑑𝑑 

𝐼𝐼𝑋𝑋 = �𝑦𝑦2𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝑑𝑑12 �𝑑𝑑𝑑𝑑 

Y de igual forma el momento de inercia con respecto al eje “Y” será: 

𝐼𝐼𝑌𝑌 = �𝑥𝑥2𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝑑𝑑12 �𝑑𝑑𝑑𝑑 

Finalmente, la ecuación de Steiner con respecto a cada eje es: 

 𝐼𝐼𝑋𝑋 = 𝐼𝐼𝑋𝑋𝑋𝑋 + 𝐴𝐴𝑑𝑑12 (4) 

 𝐼𝐼𝑌𝑌 = 𝐼𝐼𝑌𝑌𝑌𝑌 + 𝐴𝐴𝑑𝑑22 (5) 
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2.2.10 Ley de Hooke 

Gran parte de las estructuras se diseñan para sufrir deformaciones relativamente 

pequeñas que involucran solo la parte recta del de diagrama esfuerzo-deformación. 

 

Figura 18. Diagrama de esfuerzo-deformación de un material dúctil. 

Fuente: Beer y Johnston (2009). 

 

 En la Figura 18, se puede apreciar que la proporción lineal del diagrama indicaría la 

relación directa entre la deformación “є” y el esfuerzo “σ”. 

Esta expresión puede describirse de la siguiente forma: 

 𝜎𝜎 = 𝐸𝐸. є (6) 

Donde: 

• σ: Es el esfuerzo. 

• E: Es el módulo de elasticidad del material. 

• є: Es la deformación unitaria. 

Esta relación se conoce como la ley de Hooke, llamada así en honor del matemático 

ingles Robert Hooke (1653-1703). (Beer & Johnston, 2009). 

2.2.11 Esfuerzo y deformación 

El esfuerzo es una medida de la fuerza interna por unidad de área dentro de un material 

que resulta de las cargas aplicadas, la forma más fácil de expresar el esfuerzo es de la siguiente 

forma: 
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 𝜎𝜎 =
𝐹𝐹
𝐴𝐴

 (7) 

Donde: 

• σ: Es el esfuerzo en pascales (Pa) 

• F: Es la fuerza interna aplicada sobre el material 

• A: Es el área de la sección transversal del material 

La deformación es el cambio de longitud o sección de un material cuando está sometido 

a una fuerza interna, este describe el cambio en las dimensiones del material en relación con 

sus dimensiones originales, la forma más fácil de expresar la deformación unitaria es de la 

siguiente forma: 

 є =
∆𝐿𝐿
𝐿𝐿𝑜𝑜

 (8) 

Donde: 

• ∆L: Es el cambio de longitud del material (deformación) 

• Lo: Es la longitud original o inicial del material 

Ahora, insertando las ecuaciones (7) y (8) en (6) a partir de la ecuación de la ley de 

Hooke se puede determinar el valor de la deformación: 

 ∆𝐿𝐿 =
𝐹𝐹. 𝐿𝐿𝑜𝑜
𝐸𝐸.𝐴𝐴

 (9) 

Donde:  

• A: Es el área de la sección transversal. 

• Lo: Es la longitud original o inicial del material. 

Por otra parte, para poder determinar los esfuerzos debido a los momentos máximos, 

así como se muestra en la Figura 16 y Figura 17 se hace uso de las siguientes expresiones: 

 𝜎𝜎𝑓𝑓 =
𝑀𝑀𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚.𝑦𝑦

𝐼𝐼
 (10) 

Donde:  

• σf: Es el esfuerzo normal máximo a flexión. 

• Mmax: Es el momento máximo encontrado. 
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• y: Es la distancia del eje neutro al borde del material. 

• I: Es el momento de inercia de la sección del material. 

Este esfuerzo a flexión ocurre cuando un elemento ya sea barra o viga experimenta una 

carga que provocara su curvatura son necesidad de la interacción de fuerzas axiales o 

torsionales; este esfuerzo genera una distribución de tensiones que variara linealmente desde 

la cara comprimida hasta la cara tensada del elemento, cabe mencionar que la sección de un 

material posee un eje neutro donde dicho esfuerzo es mínimo. 

 

Figura 19. Distribución de esfuerzos sobre la sección transversal de un material. 

Fuente: Gere & Goodno, 2009. 

 

Para poder determinar los esfuerzos máximos debido a la fuerza cortante se emplea la 

siguiente expresión: 

 𝜏𝜏𝑐𝑐 =
𝑇𝑇.𝑦𝑦
𝐽𝐽

 (11) 

Donde: 

• 𝜏𝜏: Es el esfuerzo cortante máximo. 

• T: Es el momento torsor máximo. 

• y: Es la distancia del eje neutro al borde del material. 

• J: Es el momento polar de inercia de la sección del material. 
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2.2.12 Elementos finitos (conceptos básicos) 

El método de elementos finitos FEM, es una técnica utilizada para resolver problemas 

complejos en ingeniería y ciencias aplicadas, este método consiste en dividir un problema 

continuo en pequeños segmentos lo cuales son los elementos finitos, estos se conectan en 

nodos para formar una malla, para resolver diferentes problemas existen diferentes métodos 

y diferentes elementos finitos los cuales se aplican durante el analisis, así como los elementos 

resorte, barras y vigas. 

2.2.13 Elemento Resorte 

Un elemento resorte es una representación matemática en el análisis de sistemas 

dinámicos que simula como un resorte transmite y almacena energía. 

                            

Figura 20. Modelo conceptual de un resorte. 

Fuente: https://dademuchconnection.wordpress.com/. 

 

La fuerza que ejercerá este resorte se define de la siguiente forma: 

 𝑘𝑘.𝑦𝑦2 = 𝐹𝐹 (12) 

Donde: 

• F: Es la fuerza del resorte. 

• y2: Es el desplazamiento en dicha dirección. 

• k: Es la constante de rigidez del resorte [N/m]. 

https://dademuchconnection.wordpress.com/
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Figura 21. Relación constitutiva (izquierda), resorte lineal (derecha). 

Fuente: Pontificia universidad católica del Perú (2010), Introducción a los elementos finitos. 

 

A partir de la ley constitutiva; para que exista movimiento, debe existir una fuerza, 

cada pequeño elemento del elemento global tendrá un movimiento y una cierta rigidez, si 

consideramos como un elemento finito de menor rango considerable (1 elemento finito) el cual 

tenga un origen “i” y un fin “j”, dicho elemento para cada nodo tendrá un cierto movimiento 

elemental (Uie, Uje) y una rigidez elemental (Ke). 

Este elemento estará sometido a una fuerza elemental ejercida en lo puntos “i” y “j”, 

teniendo como resultados desplazamientos en cada punto teniendo como resultado lo 

siguiente: 

 

Figura 22. Propiedades de fuerza y desplazamiento elemental de un elemento resorte. 

Fuente: Pontificia universidad católica del Perú (2010), Introducción a los elementos finitos. 

 

Resolviendo el sistema en equilibrio se tienen las siguientes expresiones matemática: 
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𝐹𝐹𝑖𝑖
(𝑒𝑒) = 𝐹𝐹𝑗𝑗

(𝑒𝑒) 

 𝐹𝐹𝑗𝑗
(𝑒𝑒) = 𝑘𝑘(𝑒𝑒). [𝑢𝑢𝑗𝑗

(𝑒𝑒) − 𝑢𝑢𝑖𝑖
(𝑒𝑒)] (13) 

Donde: 

• F(e): es la fuerza elemental del resorte. 

• k(e): es la rigidez elemental del resorte. 

• u(e): son los desplazamientos elementales de los nodos. 

Resolviendo la ecuación (13) mostrada anteriormente, se tiene: 

𝑲𝑲𝑒𝑒.𝑼𝑼𝑒𝑒 = 𝑭𝑭𝑒𝑒 

 � 𝑘𝑘
(𝑒𝑒) −𝑘𝑘(𝑒𝑒)

−𝑘𝑘(𝑒𝑒) 𝑘𝑘(𝑒𝑒) � . �
𝑢𝑢𝑖𝑖
𝑢𝑢𝑗𝑗� = �

𝐹𝐹𝑖𝑖
𝐹𝐹𝑗𝑗�

 (14) 

Donde la expresión matricial anterior es la ecuación finita del elemento resorte. 

2.2.14  Elemento Barra 

Al igual que el elemento resorte, un elemento barra es un elemento o modelo de análisis 

el cual resiste cargas axiales como las de tensión y compresión, es más comúnmente usado 

para representar miembros estructurales como vigas o marcos (estructuras lineales), el cual 

es caracterizado por su longitud, área y sección transversal. 

 

Figura 23. Sistemas de barras sometida a fuerza axial. 

Fuente: Pontificia universidad católica del Perú (2010), Introducción a los elementos finitos. 

 

Para poder determinar las reacciones y los desplazamientos de la figura anterior es 

necesario utilizar diferentes ecuaciones y procedimientos que no necesariamente son 

sencillos, en primer lugar, se procederá a subdividir el elemento tomando en cuenta su 

configuración y sistema de cargas, en este caso, en 3 partes, cada uno de estos elementos será 

un elemento finito, y la conexión entre ellos se denominará nodo. 
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De esta manera se obtendrá los elementos 1,2,3 y los nodos 1,2,3 y 4. 

 

Figura 24. Modelo de elementos finitos del sistema. 

Fuente: Pontificia universidad católica del Perú (2010), Introducción a los elementos finitos. 

 

En la figura anterior, se aprecia la subdivisión del elemento barra la cual cada elemento 

está sometido a fuerzas internas, tomando como referencia el elemento 1 se tiene los siguiente: 

 

Figura 25. Elemento finito barra elemental. 

Fuente: Pontificia universidad católica del Perú (2010), Introducción a los elementos finitos. 

 

Para resolver el sistema en equilibrio, se utilizará la ley de Hooke, obteniendo el 

siguiente resultado: 

(𝐸𝐸.𝐴𝐴)(𝑒𝑒)

𝐿𝐿(𝑒𝑒) = (𝑢𝑢𝑠𝑠2 − 𝑢𝑢𝑠𝑠1) = (𝐸𝐸.𝐴𝐴)(𝑒𝑒). 𝜀𝜀(𝑒𝑒) = 𝐴𝐴(𝑒𝑒).𝜎𝜎(𝑒𝑒) = 𝐹𝐹𝑠𝑠2
(𝑒𝑒) 

 (𝐸𝐸.𝐴𝐴)(𝑒𝑒)

𝐿𝐿(𝑒𝑒) =
𝐹𝐹𝑠𝑠2

(𝑒𝑒)

(𝑢𝑢𝑠𝑠2 − 𝑢𝑢𝑠𝑠1) (15) 

Donde: 

• A(e): Es el área elemental del elemento barra. 

• L(e): Es la longitud elemental del elemento barra. 

• ɛ(e): Es la deformación elemental del elemento barra. 

• us: Son los desplazamientos del elemento barra. 

• F(e): Es la fuerza interna aplicada sobre el elemento. 
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Resolviendo el sistema en equilibrio se tienen las siguientes expresiones matemática: 

𝑲𝑲𝑒𝑒.𝑼𝑼𝑒𝑒 = 𝑭𝑭𝑒𝑒 

 
(𝐸𝐸.𝐴𝐴)(𝑒𝑒)

𝐿𝐿(𝑒𝑒) . � 1 −1
−1 1 � . �

𝑢𝑢𝑖𝑖
𝑢𝑢𝑗𝑗� = �

𝐹𝐹𝑠𝑠1
(𝑒𝑒)

𝐹𝐹𝑠𝑠2
(𝑒𝑒)� (16) 

Donde la expresión anterior es la ecuación finita del elemento barra. 

 

Figura 26. Elemento finito barra elemental (inclinado). 

Fuente: Pontificia universidad católica del Perú (2010), Introducción a los elementos finitos. 

 

Para el caso de barras con una cierta orientación o inclinación (armaduras) así como 

se muestra en la Figura 26, se tiene la siguiente expresión: 

 
(𝐸𝐸.𝐴𝐴)(𝑒𝑒)

𝐿𝐿(𝑒𝑒) . �
cos 𝑎𝑎 . cos 𝑎𝑎 cos 𝑎𝑎 . sin𝑎𝑎

 sin𝑎𝑎 . sin𝑎𝑎
− cos 𝑎𝑎 . cos 𝑎𝑎 − cos𝑎𝑎 . sin 𝑎𝑎
−cos 𝑎𝑎 . sin𝑎𝑎 sin𝑎𝑎 . sin𝑎𝑎       

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠  
cos 𝑎𝑎 . cos 𝑎𝑎      cos 𝑎𝑎 . sin𝑎𝑎

      sin𝑎𝑎 . sin 𝑎𝑎

� . �

𝑢𝑢1
𝑣𝑣1
𝑢𝑢2
𝑣𝑣2

� =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡𝐹𝐹𝑥𝑥1

(𝑒𝑒)

𝐹𝐹𝑦𝑦1
(𝑒𝑒)

𝐹𝐹𝑥𝑥2
(𝑒𝑒)

𝐹𝐹𝑦𝑦2
(𝑒𝑒)
⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 (17) 

Donde la expresión anterior es la ecuación finita elemental para cualquier elemento 

barra. 

2.2.15   Elemento Viga 

Un elemento viga es un elemento o modelo de análisis el cual resiste cargas a flexión o 

bajo cargas transversales, este está caracterizado por su momento de inercia y propiedades del 

material; su aplicación es fundamental en el análisis estructural, ayudando al análisis de 

puentes, marcos y componentes flexibles (Pontificia Universidad Católica del Perú, 2010). 
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Figura 27. Elemento finito viga. 

Fuente: Pontificia universidad católica del Perú (2010), Introducción a los elementos finitos. 

 

las propiedades del elemento viga, este elemento consta de 4 grados de libertad, 2 

desplazamientos y 2 giros, y para poder obtener la matriz de rigidez utilizaremos también el 

método directo. 

 

Figura 28. Elemento finito viga. 

Fuente: Pontificia universidad católica del Perú (2010), Introducción a los elementos finitos. 

 

Entonces a matriz de rigidez tendrá la siguiente forma: 

 �

𝑘𝑘11 𝑘𝑘12
𝑘𝑘21 𝑘𝑘22

𝑘𝑘13 𝑘𝑘14
𝑘𝑘23 𝑘𝑘24

𝑘𝑘31 𝑘𝑘32
𝑘𝑘41 𝑘𝑘42

𝑘𝑘33 𝑘𝑘34
𝑘𝑘43 𝑘𝑘44

� . �

𝑤𝑤𝑖𝑖
𝑞𝑞𝑖𝑖
𝑤𝑤𝑗𝑗
𝑞𝑞𝑗𝑗
� =

⎣
⎢
⎢
⎡
𝑉𝑉𝑖𝑖
𝑀𝑀𝑖𝑖
𝑉𝑉𝑗𝑗
𝑀𝑀𝑗𝑗⎦
⎥
⎥
⎤
 (18) 

Para poder determinar los valores de “k” existen varios métodos analíticos de 

resolución, pero con el fin de facilitar los análisis y disminuir la carga visual y las diferentes 

operaciones matemáticas que se deberán realizar, se empleara la siguiente tabla: 
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Tabla 5. Coeficiente de Rigidez para distintas condiciones de borde del elemento finito viga. 

Fuente: Pontificia universidad católica del Perú (2010), Introducción a los elementos finitos. 

  

  

  

  

 

 

 

Estos parámetros son el resultado de resolver las ecuaciones de deflexión y curvatura 

de vigas. 

2.2.16   Matriz de Masas 

Para poder determinar los parámetros dinámicos, así como las frecuencias naturales, 

es importante conocer las masas que están involucradas en un sistema estructural, la matriz 
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de masa es la representación de como la masa se distribuye entre los grados de libertad nodales 

y es fundamental para resolver problemas de vibración, existen 2 tipos de matrices masa que 

pueden usarse para diferentes tipos de análisis: 

• Matriz de masa lumped (concentrada), esta matriz supone que la masa del 

elemento este concentrado en sus nodos y eso usa para análisis estructurales 

estáticos, es una matriz diagonal. 

𝑀𝑀𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 =
𝜌𝜌.𝐴𝐴. 𝐿𝐿

2
. �1 0

0 1� 

• Matriz de masa consistente, esta matriz se obtiene por integración de las 

funciones de forma del elemento, distribuye la masa de manera proporcional a 

lo largo del elemento y refleja el acoplamiento entre nodos, es más precisa y se 

usa en análisis dinámicos. (Bathe, 2006) 

𝑀𝑀𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 =
𝜌𝜌.𝐴𝐴. 𝐿𝐿

6
. �2 1

1 2� 

Donde: 

• A: Es el área de la sección del elemento estructural 

• L: Es la longitud del elemento 

• ρ: Es la densidad del elemento 

Para este caso de estudio, se utilizará la matriz de masa consistente debido a su 

precisión, además que es esta es más usada en diferentes análisis dinámicos. 

Para el caso de un elemento barra inclinada como se muestra en la Figura 31, la matriz 

de masas es: 

 𝑀𝑀 =
𝜌𝜌.𝐴𝐴.𝐿𝐿

6
. �

2. cos2 𝑎𝑎 2. cos 𝑎𝑎 . sin𝑎𝑎
 2. sin2 𝑎𝑎

cos2 𝑎𝑎 cos 𝑎𝑎 . sin𝑎𝑎
cos𝑎𝑎 . sin 𝑎𝑎 sin2 𝑎𝑎

       
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠  

2. cos 𝑎𝑎2      2. cos 𝑎𝑎 . sin𝑎𝑎
     2. sin2 𝑎𝑎

� (19) 

Para un elemento viga, así como se muestra en la Figura 34, la matriz de masa es: 

 𝑀𝑀 =
𝜌𝜌.𝐴𝐴.𝐿𝐿

420
. �

156 22. 𝐿𝐿
22. 𝐿𝐿 4. 𝐿𝐿2

54 −13. 𝐿𝐿
13. 𝐿𝐿 −3. 𝐿𝐿2

54 13. 𝐿𝐿
−13. 𝐿𝐿 −3. 𝐿𝐿2

156 −22. 𝐿𝐿
−22. 𝐿𝐿 4. 𝐿𝐿2

� (20) 
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2.2.17   Análisis estructural (Verificación de los estados limites), Fundamentos 

del método LRFD 

El método LRFD se basa en la filosofía de diseño por estados limites, donde se 

considera 2 tipos de fallas: 

• Estado limite ultimo (resistencia): Asociado al colapso o pérdida de capacidad 

estructural. 

• Estado límite de servicio: Asociado con el uso normal de la estructura, 

verificando deformaciones excesivas, vibraciones, etc.). 

El objetivo del LRFD es asegurar que, bajo las combinaciones de carga más crítica (por 

lo general se considera cargas vivas y el peso propio de la estructura para los primeros 

análisis), la resistencia reducida de los elementos estructurales sea mayor o igual que la 

demanda solicitante, lo cual se expresa mediante la siguiente ecuación: 

 ∅.𝑅𝑅𝑛𝑛 ≥ ɣ𝑖𝑖 .𝑄𝑄𝑖𝑖 (21) 

Donde: 

• ∅: Es el factor de resistencia <1.0, depende del tipo de verificación, si es a 

compresión, corte o flexión. 

• Rn: Es la resistencia nominal del elemento 

• ɣ𝑖𝑖: Es el factor de amplificación de la carga. 

• Qi: Es el valor de las cargas aplicadas sobre la estructura. 

Esta metodología proporciona un enfoque más probabilístico considerando la 

variabilidad tanto de las cargas como de las resistencias, lo que permite un dice más seguro y 

eficiente en comparación con métodos tradicionales como el ASD (Allowable Stress Design) 

(AISC, 2016). 

2.2.18   Norma AISC 360, Aplicación del LRFD 

Según AISC (2016), las combinaciones de carga más importantes y de mayor 

implicancia durante el diseño mediante el método LRFD son: 

 1.4𝐷𝐷 (22) 
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 1.2𝐷𝐷 + 1.6𝐿𝐿 (23) 

Donde: 

• D: Es la carga muerta o peso propio de la estructura (Dead Load) 

• L: Es la carga viva sobre la estructura (Live Load) 

Además, la norma establece las fórmulas para calcular la resistencia nominal “Rn” en 

diferentes tipos de solicitaciones: tracción, compresión, flexión, corte y torsión. 

Por ejemplo, para un elemento sometido a tracción, la resistencia disponible se calcula 

a partir de la ecuación (21) de la siguiente forma: 

 ∅𝑡𝑡 .𝑅𝑅𝑛𝑛 = ∅𝑡𝑡 .𝐴𝐴𝑔𝑔.𝐹𝐹𝑦𝑦 (24) 

Donde: 

• Rn: Es la resistencia nominal 

• Ag: Es el área bruta de la sección 

• Fy: Es el límite de fluencia del acero 

• ∅𝑡𝑡: Es factor de resistencia para tracción (0.9)  

Finalmente, el método LRFD presenta varias ventajas frente a otros enfoques de diseño 

así tales como: 

• Mayor coherencia y optimización del uso de materiales 

• Ofrece una metodología más realista, al combinar los efectos de las cargas 

máximas obtenidas durante el proceso de diseño. 

2.2.19  Vibraciones mecánicas 

Cualquier movimiento que se repite después de un intervalo de tiempo se llama 

vibración u oscilación, el vaivén de un péndulo y el movimiento de una cuerda pulsada son 

ejemplos claros y comunes de vibración. La teoría de las vibraciones mecánicas tiene que ver 

con el estudio de los movimientos oscilatorios de los cuerpos y las fuerzas asociadas con ellos 

(Rao, 2012). 
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Figura 29. Grafica de una vibración inducida por una fuerza que varía en el tiempo. 

Fuente: Pontificia universidad católica del Perú (2010), Introducción a las vibraciones mecánicas. 

 

2.2.20 Sistemas de un Grado de Libertad  

Se denomina sistemas de un grado de libertad a aquellos sistemas que pueden moverse 

o seguir un único patrón de movimiento, por lo general, el sistema posee una sola inercia, por 

lo tanto, se necesita una magnitud física para describir su comportamiento dinámico. Este 

sistema puede ser representado por el siguiente esquema: 

 

Figura 30. Representación de un sistema de un grado de libertad. 

Fuente: Pontificia universidad católica del Perú (2010), Introducción a las vibraciones mecánicas. 

 

Para el sistema mostrado en la figura anterior, el diagrama de cuerpo libre (DCL) del 

sistema tendría la siguiente configuración: 

 

Figura 31. DCL de un sistema de un grado de libertad. 

Fuente: Pontificia universidad católica del Perú (2010), Introducción a las vibraciones mecánicas. 
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Aplicando “La Segunda ley de Newton se obtiene la ecuación diferencial que describe 

el comportamiento dinámico del cuerpo. 

 𝑚𝑚. 𝑥̈𝑥 = 𝐹𝐹(𝑡𝑡) + 𝐹𝐹𝑅𝑅 + 𝐹𝐹𝐴𝐴 (25) 

Donde: 

• F(t): es la fuerza que actúa sobre el cuerpo. 

• Fr: es la fuerza del resorte. 

• FA: es la fuerza del amortiguador. 

• m.ẍ: es la fuerza dinámica. 

En la ecuación (25) se muestra una ecuación diferencial de segundo orden, el cual 

puede ser lineal o no lineal, esto dependerá de cómo es el comportamiento de la fuerza del 

resorte y del amortiguador con respecto a parámetro “x”. 

 

Figura 32. Comportamiento de la fuerza del resorte y del amortiguador en función de “x”. 

Fuente: Pontificia universidad católica del Perú (2010), Introducción a las vibraciones mecánicas. 

 

La gran mayoría de máquinas son diseñadas de masa “m” para trabajar en el rango 

lineal; por otra parte, si en la ecuación (25), los diferentes parámetros de fuerzas expresamos 

en función de la rigidez “k”, amortiguamiento “c” y dividimos todo entre la masa “m” del 

sistema, se obtiene la siguiente ecuación diferencial lineal de segundo orden. 

 𝑥̈𝑥 =
𝐹𝐹(𝑜𝑜)
𝑚𝑚

+
𝑘𝑘
𝑚𝑚

. 𝑥𝑥 +
𝑐𝑐
𝑚𝑚

. 𝑥̇𝑥 (26) 

Por otra parte, se tiene la siguiente expresión: 

 𝑊𝑊𝑛𝑛
2 =

𝑘𝑘
𝑚𝑚

 (27) 
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De igual forma se tiene la siguiente expresión: 

 2. 𝜉𝜉.𝑊𝑊𝑛𝑛 =
𝑐𝑐
𝑚𝑚

 (28) 

Donde: 

• k: Es la rigidez del sistema. 

• m:  Es la masa del sistema. 

• c: Es el amortiguamiento del sistema. 

• 𝜉𝜉: Coeficiente de amortiguamiento. 

• Wn: es la frecuencia natural en [rad/s]. 

Si sustituimos las ecuaciones (27) y (28) en (26), se obtiene la siguiente expresión: 

 𝑥̈𝑥 + 2. 𝜉𝜉.𝑊𝑊𝑛𝑛 . 𝑥̇𝑥 + 𝑊𝑊𝑛𝑛
2. 𝑥𝑥 =

𝐹𝐹0
𝑚𝑚
⋅ cos𝜔𝜔𝜔𝜔 (29) 

La ecuación (29) representa la ecuación diferencial general de las vibraciones 

amortiguadas forzadas de un sistema de un grado de libertad. 

2.2.21  Vibración Libre no Amortiguada  

Una vibración libre no amortiguada hace mención del sistema que no posea 

ciertamente un dispositivo de amortiguamiento y la fuerza externa es nula, eso quiere decir 

que no existe una fuera externa que haga posible el movimiento del cuerpo; según lo antes 

mencionado se tiene la siguiente expresión: 

 𝑥̈𝑥 + 𝑊𝑊𝑛𝑛
2. 𝑥𝑥 = 0 (30) 

2.2.22   Vibración Libre Amortiguada  

En la mayoría de las maquinas siempre existen mayor o menor medida 

amortiguamiento que puede ser producto de muchos fenómenos, está claro que este elemento 

disipara energía en un ciclo de trabajo, entonces la ecuación (29) se reduce a la siguiente: 

 𝑥̈𝑥 + 2. 𝜉𝜉.𝑊𝑊𝑛𝑛 . 𝑥̇𝑥 + 𝑊𝑊𝑛𝑛
2. 𝑥𝑥 = 0 (31) 

Para este tipo de vibración existirá una función única de decremento logarítmico el 

cual muestra como el amortiguador disipa la energía para un determinado tiempo. 
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Figura 33. Decremento logarítmico para una vibración libre amortiguada. 

Fuente: Pontificia universidad católica del Perú (2010), Introducción a las vibraciones mecánicas. 

 

2.2.23   Vibración Forzada no Amortiguada  

Para el cao de estas vibraciones al igual que las antes ya mencionadas, existe la 

presencia de una fuerza externa el cual hace posible el movimiento, para el caso mencionado 

se tiene la siguiente expresión: 

 𝑥̈𝑥 + 𝑊𝑊𝑛𝑛
2. 𝑥𝑥 =

𝐹𝐹0
𝑚𝑚
⋅ cos𝜔𝜔𝜔𝜔 (32) 

Esta ecuación diferencial de según orden posee 2 soluciones, una homogénea y la otra 

inhomogenea, la solución inhomogenea es la siguiente: 

𝑋𝑋(𝑡𝑡) = 𝑋𝑋𝐻𝐻(𝑡𝑡) + 𝑋𝑋𝑅𝑅(𝑡𝑡) 

𝑋̇𝑋𝑅𝑅(𝑡𝑡) = 𝑉𝑉. cos𝜔𝜔𝜔𝜔 

𝑋̈𝑋𝑅𝑅(𝑡𝑡) = −𝜔𝜔2.𝑉𝑉. cos𝜔𝜔𝜔𝜔 

Remplazando las soluciones en la ecuación (32) se tiene lo siguiente: 

(𝜔𝜔𝑛𝑛2 − 𝜔𝜔2).𝑉𝑉. 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜔𝜔𝜔𝜔 =
𝐹𝐹0
𝑚𝑚

. 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜔𝜔𝜔𝜔 

Posteriormente, se determina la función de amplificación: 

𝑉𝑉 =
𝐹𝐹0
𝑚𝑚
⋅

1
𝜔𝜔𝑛𝑛2 − 𝜔𝜔2 

Factorizando 𝜔𝜔𝑛𝑛2 se tiene la siguiente expresión: 

𝑉𝑉 =
𝐹𝐹0
𝑚𝑚
⋅

1

𝜔𝜔𝑛𝑛2. [1 − 𝜔𝜔2

𝜔𝜔𝑛𝑛2
]
 

Finalmente, se tiene reemplazando el valor de “r” en la ecuación se tiene la siguiente 

expresión: 
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 𝑉𝑉 =
𝐹𝐹0
𝑘𝑘
⋅

1
[1 − 𝑟𝑟2]

 (33) 

Donde: 

• r: Es la relación entre la frecuencia de excitación y la frecuencia natural y se 

calcula de la siguiente forma: 

 𝑟𝑟 =
𝜔𝜔
𝜔𝜔𝑛𝑛

 (34) 

La ecuación (33) indica que la fuerza transmitida está directamente relacionada con la 

relación de frecuencias, se observa que cuando este llegue al valor de 1, se dará el fenómeno 

de resonancia; esta expresión se relaciona a la transmisibilidad que tendrá el sistema. 

2.2.24   Vibración Forzada Amortiguada  

Finalmente, los casos reales que se dan a menudamente en las máquinas y estructuras 

son las vibraciones forzadas no amortiguadas, la expresión general para las vibraciones 

forzadas amortiguadas es la ecuación (35). 

 𝑥̈𝑥 + 2. 𝜉𝜉.𝑊𝑊𝑛𝑛 . 𝑥̇𝑥 + 𝑊𝑊𝑛𝑛
2. 𝑥𝑥 =

𝐹𝐹0
𝑚𝑚
⋅ cos𝜔𝜔𝜔𝜔 (35) 

2.2.25   Función de amplificación y Angulo de desfase 

La relación de la amplitud de la respuesta a la del movimiento de la base se llama 

transmisibilidad del desplazamiento. 

 

Figura 34. Variación de la transmisibilidad y el Angulo de desfase. 

Fuente: Rao, S. S. (2012). 
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2.2.26   Resonancia y Transmisibilidad 

Siempre que la frecuencia natural de la vibración de una máquina de una estructura 

coincide con la frecuencia de la excitación externa se presenta un fenómeno conocido como 

resonancia, el cual conduce a deflexiones y vibraciones excesivas (Rao, 2012). 

Así como se muestra en la Figura 34 se observa que mientras la relación de frecuencias 

esté próxima a 1, el valor de la fuerza transmitida es disparada verticalmente ocasionando altos 

niveles de vibración y desplazamiento como se había indicado. 

2.2.27   Sistemas de 2 Grados de Libertad  

Los sistemas que requieren 2 coordenadas independientes para describir su 

movimiento se llama sistemas de 2 grados de libertad (S. Rao 5ta edición, 2012). 

 

Figura 35. Representación de un sistema de 2 grados de libertad, sistema masa-amortiguador-resorte. 

Fuente: Rao, S. S. (2012). 

La figura anterior describe 2 cuerpos con distintas masas m1 y m2, los cuales, para 

poder describir su movimiento a través de su línea de acción, están diferenciado por 2 sistemas 

de coordenadas independiente uno del otro, para poder determinar la ecuación diferencial del 

movimiento del dicho sistema se empleará las siguientes expresiones: 

 𝑚𝑚1. 𝑥𝑥1̈ + (𝑐𝑐1 + 𝑐𝑐2).𝑥𝑥1̇ − 𝑐𝑐2. 𝑥𝑥2̇ + (𝑘𝑘1 + 𝑘𝑘2).𝑥𝑥1 − 𝑘𝑘2.𝑥𝑥2 = 𝑓𝑓1 (36) 

 𝑚𝑚2.𝑥𝑥2̈ + (𝑐𝑐3 + 𝑐𝑐2). 𝑥𝑥2̇ − 𝑐𝑐2. 𝑥𝑥1̇ + (𝑘𝑘3 + 𝑘𝑘2).𝑥𝑥2 − 𝑘𝑘2. 𝑥𝑥1 = 𝑓𝑓2 (37) 

Tomando las ecuaciones (36) y (37) junto al DCL de la Figura 35, se tiene lo siguiente: 

 

Figura 36. D.C.L. de un Sistema resorte-masa-amortiguador de 2 grados de libertad. 

Fuente: Rao, S. S. (2012). 
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Si consideramos que el sistema es un sistema libre donde la fuerza externa es F = 0, y 

despreciamos el amortiguamiento (c=0); ordenando los términos de las ecuaciones, entonces 

se tiene las siguientes expresiones: 

𝑚𝑚1. 𝑥𝑥1̈ + (𝑘𝑘1 + 𝑘𝑘2).𝑥𝑥1 − 𝑘𝑘2. 𝑥𝑥2 = 0 

𝑚𝑚2. 𝑥𝑥2̈ + (𝑘𝑘3 + 𝑘𝑘2).𝑥𝑥2 − 𝑘𝑘2.𝑥𝑥1 = 0 

Expresando de forma matricial el sistema de ecuaciones se obtiene finalmente: 

 �𝑚𝑚1 0
0 𝑚𝑚2

� . �𝑥̈𝑥1𝑥̈𝑥2
� + �𝑘𝑘1 + 𝑘𝑘2 −𝑘𝑘3

−𝑘𝑘3 𝑘𝑘3 + 𝑘𝑘2
� . �

𝑥𝑥1
𝑥𝑥2� = �00� (38) 

𝑀𝑀. 𝑋̈𝑋 + 𝐾𝐾.𝑋𝑋 = 0 

Donde: 

• M: Es la matriz de masa 

• K: Es la matriz de rigidez 

2.2.28   Frecuencias Naturales 

Para obtener las frecuencias naturales se debe partir de la ecuación (30), la cual 

derivando 2 veces correspondientemente se tienen las siguientes expresiones: 

𝑥𝑥(𝑡𝑡) = 𝑥𝑥𝑜𝑜 ⋅ cos𝜔𝜔𝜔𝜔 

𝑥̈𝑥(𝑡𝑡) = −𝜔𝜔2. 𝑥𝑥𝑜𝑜 ⋅ cos𝜔𝜔𝜔𝜔 

Introduciendo estas expresiones en la ecuación (38) se obtiene la siguiente expresión: 

 [𝐾𝐾 − 𝜔𝜔2.𝑀𝑀].𝑥𝑥𝑜𝑜 . cos𝜔𝜔𝜔𝜔 = 0 (39) 

 Matricialmente, para que la condición se cumpla se debe cumplir que cos𝜔𝜔𝜔𝜔 ≠

0; hecho mención esto, se debe cumplir lo siguiente: 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑. [𝐾𝐾 − 𝜔𝜔2.𝑀𝑀] = 0 

Desarrollando la ecuación matricial, considerando los valores de k1, k2 y k3 iguales y m1 

= m2, se tiene lo siguiente: 

�2.𝑘𝑘 − 𝜔𝜔2.𝑚𝑚 −𝑘𝑘
−𝑘𝑘 2. 𝑘𝑘 − 𝜔𝜔2.𝑚𝑚

� = 0 

(2. 𝑘𝑘 − 𝜔𝜔2.𝑚𝑚)2 − (−𝑘𝑘)2 = 0 

4. 𝑘𝑘2 − 2. 𝑘𝑘.𝜔𝜔2.𝑚𝑚 + 𝜔𝜔4.𝑚𝑚2 − 𝑘𝑘2 = 0 
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𝜔𝜔4.𝑚𝑚2 − 2. 𝑘𝑘.𝜔𝜔2.𝑚𝑚 + 3. 𝑘𝑘2 = 0 

 𝜔𝜔4 − 2.
𝑘𝑘
𝑚𝑚

.𝜔𝜔2. +3. (
𝑘𝑘
𝑚𝑚

)2 = 0 (40) 

La ecuación (40) es el polinomio característico de 4to grado, para poder obtener las 

frecuencias naturales, se debe realizar el siguiente cambio de variable: 

𝜆𝜆 = 𝜔𝜔2 

Teniendo finalmente el siguiente polinomio: 

𝜆𝜆2 − 2
𝑘𝑘
𝑚𝑚
𝜆𝜆 + 3(

𝑘𝑘
𝑚𝑚

)2 = 0 

Al resolver la dicha ecuación y realizando el cambio de variable, las raíces obtenidas de 

dicha expresión serán los valores de las frecuencias naturales del sistema de 2 grados de 

libertad. 

 𝜔𝜔1 = �3. 𝑘𝑘
𝑚𝑚

    �
𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟
𝑠𝑠 � , 𝜔𝜔2 = �3. 𝑘𝑘

𝑚𝑚
    (

𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟
𝑠𝑠

) (41) 

Donde 𝜔𝜔1 𝑦𝑦 𝜔𝜔2 son las frecuencias naturales de sistema de 2 grados de libertad 

2.2.29   Análisis Modal Operacional (OMA) 

El análisis modal es una herramienta fundamental para entender como alguna 

estructura, maquina o mecanismo responden a cargas dinámicas; y en este mismo contexto, 

los modos de vibración son las formas especificas en que un sistema puede vibrar de forma 

libre sin fuerzas externas actuando sobre el sistema (Rao, 2012). 

Según (Ventura & Brincker, 2015), el campo de la ingeniería que estudia las 

propiedades modales de sistemas bajo vibraciones ambientales o normales condiciones 

operativas se llama OMA proporciona métodos útiles para el análisis modal de muchas áreas 

de la ingeniería estructural. Identificación de propiedades modales de una estructura es el 

proceso de correlacionar las características dinámicas de un modelo matemático con las 

propiedades físicas del sistema derivadas de mediciones experimentales. 

Según (Andersen, 2018) el análisis modal asume como fuerzas de entrada a la 

excitación mecánicas presentes en la estructura, asumiendo que dichas vibraciones poseen 

una distribución espectral estadística Gaussiana, el cual gracias a técnicas matemáticas de 
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análisis de señales aleatorias permite determinar la dinámica del sistema con un alto grado de 

certidumbre sin tener que utilizar alguna fuerza conocida como excitación y sin tener que 

detener la operación de la estructura en estudio. 

 

Figura 37. Esquema de caja negra de un sistema combinado. 

Fuente: Andersen, P. (2018). Introduction to Operational Modal Analysis. Aalborg University, Denmark. 

 

En la figura anterior, “H” representa la respuesta de frecuencia del sistema y es 

extraída sin necesidad del uso de fuerzas de ingreso conocidas, solamente utiliza la vibración 

propia de la estructura y no necesita detener su operación para realizarse, esta técnica es 

utilizada para extraer las propiedades dinámicas de la estructura analizada. 

2.2.30 Espectros de frecuencia 

El dominio de la frecuencia es uno de los termino más usados para describir el análisis 

de funciones matemáticas, señales o de movimiento periódico respecto a su frecuencia, estas 

señales están relacionadas con las series de Fourier, mientras que las señales no periódicas 

están relacionadas con la transformada rápida de Fourier (Vibration Institute, 2011). 

Según (Escudero, 2011), el dominio de la frecuencia es uno de los términos más 

utilizados para describir el análisis de funciones matemáticas, señales de movimiento o de 

movimiento periódico respecto a su frecuencia, y como se había mencionado estas señales 

están relacionados con las series de Fourier. 
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Figura 38. Señales en el dominio del tiempo y en el dominio de la frecuencia (espectro). 

Fuente:  Escudero (2011). 

 

2.2.31   Transformada de Fourier 

Las señales directas de una máquina, mecanismo o estructura son las vibraciones en el 

dominio del tiempo, en estas señales se encuentra plasmada toda la información acerca del 

comportamiento de cada componente de la máquina; al momento de realizar un diagnóstico , 

estas señales están cargadas de bastante información en forma muy compleja , las cuales 

comprenden de señales características de cada componente de la máquina, por lo cual 

prácticamente queda imposible distinguir a simple vista sus comportamientos dinámicos 

característicos (Chopra, 2014). 

2.2.32   Power Spectrum Density (PSD) 

La Densidad Espectral de Potencia (PSD en adelante) es una herramienta fundamental 

en el análisis de vibraciones y señales, que describe cómo se distribuye la energía o potencia 

de una señal en función de la frecuencia. En sistemas físicos, particularmente en estructuras 

o maquinaria, la PSD permite identificar frecuencias en las que ocurre una concentración 

significativa de energía vibratoria, lo cual es esencial para detectar resonancias, modos 

naturales y fenómenos de fatiga. 

Matemáticamente, si x(t) es una señal de tiempo estacionaria, su PSD Sxx(f) se define 

como la transformada de Fourier de su función de autocorrelación. Alternativamente, se 

puede estimar en la práctica aplicando la Transformada Rápida de Fourier (FFT) y técnicas 

como el promedio de ventanas (Welch): 
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 𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑓𝑓) = lim
𝑇𝑇→∞

1
𝑇𝑇

|𝑋𝑋𝑇𝑇(𝑓𝑓)|2 (42) 

Donde: 

• Sxx: Es la densidad espectral de potencia. 

• XT: Es la transformada de Fourier de la señal truncada en un tiempo T. 

• T: Es la Ventana de tiempo de observación. 

El PSD se expresa comúnmente en unidades de potencia por Hertz [(m/s2)2/Hz] 

cuando se trata de aceleraciones. Esta propiedad permite una evaluación objetiva y 

comparable del contenido de frecuencia de señales de diferentes condiciones. 

2.2.33   Instrumentos de Medición 

El sensor que transforma el movimiento mecánico en una señal eléctrica es conectado 

a un instrumento que proporciona una lectura analítica. La lectura puede ser tan simple como 

un numero en un medidor o una forma de onda en un osciloscopio. Para el estudio y 

recolección de datos que servirán para poder determinar los valores del análisis modal 

operación OMA, se usarán acelerómetros triaxiales con las siguientes características: 

Tabla 6. Acelerómetro triaxial, ENDAQ S3-D16 y W5-D40. 

Fuente: Elaboración propia a partir de los datos técnicos del fabricante ENDAQ (2024). 

 
ENDAQ - VIBRATION SENSOR 

Modelo: S3-D16 

Descripción: High Sensitive, industrial 

MEMS Accelerometer 

 

 

 
ENDAQ - VIBRATION SENSOR 

Modelo: W5-D40 

Descripción: High Sensitive, industrial 
MEMS Accelerometer 

 

 

 

De igual forma, la ficha técnica de los acelerómetros utilizados para las mediciones 

realizadas en campo se presenta en el Anexo B. 
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CAPÍTULO III 

3 ANALISIS Y CÁLCULOS 

Para poder determinar y efectuar los diferentes cálculos para la obtención de los 

parámetros dinámicos del Shiploader, se debe conocer la estructura del Shiploader, al igual 

que los parámetros mecánicos de operación, así también como las condiciones de operación, 

pesos, entre otros; por lo general estos datos siempre son proporcionados por el fabricante o 

diseñador del equipo. 

 

Figura 39. Partes principales del Shiploader. 

Fuente: Tomada de plano proporcionado por Antamina S.A. (2023). 

 

3.1 Datos Técnicos 

A continuación, se detallan los datos técnicos de operación y propiedades principales 

de los componentes de la estructura del Shiploader los cuales fueron obtenidos a partir de los 

datos proporcionados por Antamina S.A., mediante el manual del fabricante (Man Takraf, 

s.f.). 

Tabla 7. Condiciones de Operación del Shiploader. 

Fuente: Elaboración propia a partir de Operationg Manual- Shiploader, Man Takraf (s.f). 

CONDICIONES DE OPERACIÓN 
Clima Clima marino* 
Temperatura min/max +5.0 °C/+24.0 °C 
Temperatura ambiente +17.5 °C 

Nota: Clima marino indica que el equipo trabaja en ambiente con alta salinidad y 

humedad, condiciones típicas de la orilla del mar. 

 

 



  48 

Tabla 8. Propiedades de la pluma telescópica “Boom” del Shiploader. 

Fuente: Elaboración propia a partir de Operationg Manual- Shiploader, Man Takraf (s.f). 

DATOS TECNICO DE LA PLUMA TELESCÓPICA 
Longitud telescópica 21 m 
Velocidad de viaje de la pluma  2 - 20 m/min 
Tipo de transmisión Cremallera y Piñón 
Caja de cambio Bisel helicoidal montado horizontalmente 
Relación de transmisión 1 : 68.5 
Velocidad del motor 1200 rpm 
Potencia 56 kW (75 HP) 

 

Tabla 9. Propiedades del cilindro hidráulico. 

Fuente: Elaboración propia a partir de Operationg Manual- Shiploader, Man Takraf (s.f). 

DATOS TECNICOS DEL CILINDRO HIDRÁULICO 
Diámetro exterior del cilindro 420 mm 
Diámetro del vástago 327 mm 
Posición inicial 0° ≈ 7584.6 mm 
Carrera ≈ 5523.6 mm – 9585.6 mm 
Material vástago Acero al carbono SAE 4140 (no especifica) 
Material cilindro Acero al carbono AISI 1020 (no especifica) 

 

Tabla 10. Propiedades de la Cinta o faja transportadora. 

Fuente: Elaboración propia a partir de Operationg Manual- Shiploader, Man Takraf (s.f). 

DATOS TECNICOS DE LA FAJA TRANSPORTADORA 
Ancho de la faja 1050 mm 
Velocidad de la faja 2.0 m/sec 
Capacidad 1600 tph 

 

Tabla 11. Propiedades de la polea y los polines. 

Fuente: Elaboración propia a partir de Operationg Manual- Shiploader, Man Takraf (s.f). 

DATOS TECNICOS DE LA POLEA Y POLINES 
Diámetro 630 mm 
Tipo Nylon/Poliéster 
Peso de polea 17.9 kg/m 
Carga máxima de tensión 115 kN 
Diámetro de polín de carga 127 mm 
Diámetro de polín de retorno 127 mm 
Angulo de carga 35° 
Angulo de retorno 5° 

 

Tabla 12. Propiedades del material transportado. 

Fuente: Elaboración propia a partir de Operationg Manual- Shiploader, Man Takraf (s.f). 

PROPIEDADES DEL MATERIAL DE TRANSPORTE 
Capacidad nominal 1600 tph 
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Material Concentrado de Zinc Concentrado de Cobre 
Densidad (Volumen) 1.9 ton/m3 2.0 ton/m3 
Densidad (Peso) 2.1 ton/m3 2.6 ton/m3 
Angulo de carga 20° 20° 
Contenido de humedad 7% 7% 

 

Tabla 13. Pesos de los componentes de la estructura del Shiploader. 

Fuente: Elaboración propia a partir de Operationg Manual- Shiploader, Man Takraf (s.f). 

PESOS DE LA ESTRUCTURA DEL SHIPLOADER 
Peso de la estructura 230 ton 
Contrapeso 180 ton 
Peso de los equipos 75 ton 
Chute de descarga tipo banano (Loading Spout) 1.5 ton 
Peso Total aprox. 485 ton 

 

Como se había comentado anteriormente, estas propiedades de los elementos del 

Shiploader fueron obtenidos a partir del manual del fabricante el cual fue proporcionado por 

Antamina S.A.; lo cual se muestra en el Anexo C, por otra parte, las propiedades mecánicas de 

los elementos estructurales son de acuerdo como se menciona en la Tabla 4. 

3.2 Enfoque Integral para el Análisis 

El enfoque integral para el desarrollo de los diferentes tipos de evaluación y análisis 

abarca tres métodos importantes: un análisis matricial basado en formulaciones teóricas por 

el método de elementos finitos, un análisis mediante pruebas y mediciones en campo 

utilizando sensores y herramientas que ayuden a medir y capturar las condiciones dinámicas 

del activo analizado, y un análisis computacional mediante algún software de elementos finitos 

que ayude a ratificar los datos obtenidos. 

Para validar los resultados obtenidos, los 3 enfoques deben ser compatibles, es decir, 

los valores obtenidos mediante los distintos métodos y/o enfoques deben presentar valores 

similares entre sí con un mínimo grado de error. Esta comparación permite evaluar la 

precisión de cada método y a su vez determina la efectividad de los resultados obtenidos, en 

este caso, los valores de los parámetros dinámicos del Shiploader. 
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Figura 40. Filosofía para el análisis de integridad estructura de activos. 

Fuente: Elaboración propia a partir de los datos proporcionadas por Makyl E.C.S. (2023). 

 

3.3 Cálculos Analíticos 

Previo a cualquier tipo de análisis a efectuar, es necesario conocer la formación del 

Shiploader, esto ayudará a entender el comportamiento y funcionamiento de la estructura, de 

igual forma facilitará el desarrollo de los modelos conceptuales a emplear para los diferentes 

análisis a realizar más adelante. 

De igual forma, en la siguiente tabla se muestra los pesos de los elementos esenciales 

que conforman la estructura del Shiploader, los cuales serán útiles para desarrollar los 

diferentes análisis. 

Tabla 14. Pesos de lo componentes más importantes del Shiploader. 

Elaboración propia a partir de Operationg Manual- Shiploader, Man Takraf (s.f). 

Componente Estructural Masa (kg) 

Contrapeso (CounterWeight) 180 000 

Pluma telescópica (Boom) 80500 aprox.  
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Estructura base del 
Shiploader (Main Structure) 

149500 aprox. 

Chute de descarga tipo 
banano (Loading spout) 

1500 

 

Las características geométricas de los perfiles estructurales del Shiploader se muestran 

en la Tabla 22 y de igual forma en los planos de la estructura mostrados en el Anexo O.  

3.4 Cálculo del Estado Limite de Resistencia 

Antes de realizar los diferentes análisis dinámicos de la estructura del Shiploader, se 

hizo la verificación de los estados límites de resistencia de los elementos principales de la 

estructura (para este análisis se considerará la estructura del Main Structure y el Boom) para 

lo cual se planteó el siguiente modelo conceptual de analisis. 

 

Figura 41. Modelo conceptual simplificado del Shiploader. 

Fuente: Elaboración propia. 

 

La figura anterior muestra una conceptualización simplificada de la estructura del 

Shiploader, este modelo conceptual servirá para determinar las fuerzas internas (fuerzas 

cortantes y momentos flectores) sobre la estructura del Shiploader lo cual es necesario para 

verificar el estado límite de resistencia según la normativa AISC 360-16. 

Las diferentes condiciones de carga sobre la estructura, así como carga muerta (D) son 

como se muestra en la Tabla 13, mientras que para las condiciones de carga viva (L), la Tabla 

13 indica que los pesos de los equipos son de 75 Ton, por fines prácticos para análisis, se 

considerara el 25% de este peso como carga viva aparte del peso del mineral; estos valores se 

muestran en la siguiente tabla: 
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Tabla 15. Condiciones de cargas vivas sobre la estructura. 

Fuente: Elaboración propia a partir de Operationg Manual- Shiploader, Man Takraf (s.f). 

PESOS (cargas vivas) 
Peso de los equipos sobre la estructura del Shiploader 18.75 Ton 
Peso del material (1600 Ton/h ; v: 2.00 m/sec.) 0.222 ton/m 

 

Según como se muestra en la Tabla 13, la carga muerta “D” de toda la estructura (Main 

Structure + Boom) es de 230 ton.; sin embargo, en la Tabla 14 indica que, el peso aproximado 

para la estructura principal Main Structure es de 149.5 ton. de todo el peso (65% aprox.) y la 

estructura del Boom es de 80.5 ton. (35% aprox.). Dicho esto, se procedió a graficar las fuerzas 

actuantes (carga) sobre la estructura del Shiploader. 

 

Figura 42. Distribución de cargas muertas “D” (peso propio) sobre el Shiploader. 

Fuente: Elaboración propia. 

 

 

Figura 43. Distribución de cargas vivas “L” (peso de equipos y material) sobre el Shiploader. 

Fuente: Elaboración propia. 

 

Posteriormente, como se indica en la ecuación (22) y (23) ambas condiciones de carga 

serán multiplicados por un factor de amplificación de carga, 1.2 para la carga muerta y 1.6 para 

la carga viva, obteniendo así las cargas globales sobre la estructura del Shiploader. 
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Figura 44. Distribución de cargas 1.2D+1.6L (combinación de carga según AISC) sobre el Shiploader. 

Fuente: Elaboración propia. 

 

Determinado las cargas que actúan sobre la estructura del Shiploader, se procedió a 

calcular y graficar los diagramas de fuerzas cortantes y momentos flectores para 

posteriormente realizar la verificación de los elementos de la estructura según como se indica 

en la normativa AISC 360-16 LRFD. Para obtener los diagramas de fuerzas se empleará la 

herramienta “Show Forces/Stresses” integrada en el software SAP2000 v.22, desarrollado por 

Computers and Structures, Ins. 
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Figura 45. Diagramas de reacciones, fuerzas cortantes y momentos flectores, unid. en Ton. y metros. 

Fuente: Elaboración propia con SAP2000 v.22 (Computers and Structures, Inc.). 

 

Las reacciones obtenidas a partir de los analisis realizados y mostrados en la Figura 45 

se resumen en la siguiente tabla: 

Tabla 16. Reacciones sobre la estructura del Shiploader. 

Fuente: Elaboración propia, unidades en Toneladas. 

Punto A B 

Reacción 128.56 ton. 
(1260.77 kN) 

173.38 ton. 
(1700.2 kN) 

 

También se obtuvieron los valores de las fuerzas cortantes y momentos flectores los 

cuales se describen en la siguiente tabla: 
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Tabla 17. Fuerzas sobre la estructura del Shiploader. 

Fuente: Elaboración propia, unidades en Toneladas y metros. 

Punto Cortante max. Momento max. 
G 108 ton 

 (1059.12 kN) 
0 

A 150.4 ton  
(1474.92 kN) 

2067.2 ton.m 
 (20272.3 kN.m) 

B 124.51 ton 
 (1221.04 kN) 

2427.8 ton.m  
(23808.5 kN.m) 

D 100.93 ton 
 (989.75 kN) 

1424.6 ton.m 
 (13970.5 kN.m) 

E 63.02 ton  
(618 kN) 

760.62 ton.m 
 (7459.17 kN.m) 

F 0 0 
 

Determinado los momentos flectores y las fuerzas cortantes, se procedió a verificar el 

estado límite para los elementos estructurales analizados. 

Para determinar el estado limite se empleará la ecuación (24) realizando un análisis 

para la fuerza cortante máxima y momento flector máximo calculados para la estructura 

principal (Main Structure) y el Boom del Shiploader, estas fuerzas máximas se muestran en la 

siguiente tabla: 

Tabla 18. Fueras máximas sobre la estructura del Shiploader. 

Fuente: Elaboración propia, unidades en Toneladas y metros. 

Estructura Cortante Max. Momento Max. 
Main 

Structure 
150.4 ton. 

 (1474.92 kN) 
2427.79 ton.m 

(23808.5 kN.m) 

Boom 100.93 ton. 
(989.75 kN) 

760.62 ton.m 
 (7459.17 kN.m) 

 

Según especificaciones del AISC para la verificación a flexión debe cumplirse lo 

siguiente: 

𝑀𝑀𝑢𝑢 < ∅𝑓𝑓 .𝑀𝑀𝑛𝑛 

Además, debe cumplir con las siguientes ecuaciones: 

𝑀𝑀𝑝𝑝 < 1.5 ∗ 𝑀𝑀𝑦𝑦 

  𝑀𝑀𝑝𝑝 = 𝐹𝐹𝑦𝑦 .𝑍𝑍;   𝑀𝑀𝑦𝑦 = 𝐹𝐹𝑦𝑦 . 𝑆𝑆   

Donde: 

• Mu: Es el momento requerido calculado 

• Mn: Es el momento ultimo a flexión. 
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• My: Es el momento de fluencia. 

• Mp: Es el momento plástico. 

• ∅: Es el factor de resistencia a flexión (0.9). 

• Fy: Es el esfuerzo de fluencia (250 Mpa o 25.5 Kg/mm^2). 

• Z: Es el módulo de sección plástica del perfil. 

• S: Es el módulo de sección elástica del perfil. 

Para poder realizar los cálculos respectivos es necesario obtener el módulo de sección 

plástica y de sección elástica del perfil de la estructura del Shiploader donde se efectúan los 

máximos momentos flectores y fuerzas cortantes; para calcular dichos parámetros necesarios, 

se verifico las medidas geométricas de los perfiles de la estructura en los planos 

proporcionados por Antamina S.A. los cuales se muestran en el Anexo O, y para determinar 

los parámetros necesarios se empleó la herramienta de análisis “Section Designer” integrada 

en el software SAP2000 v.22, desarrollado por Computers and Structures, Ins. 
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Figura 46. Analisis del módulo de sección y modulo plástico del perfil a analizar, unidades en “mm”. 

Fuente: Elaboración propia con SAP2000 v.22 (Computers and Structures, Inc.). 

 

Gracias a esta herramienta dentro del paquete de análisis del software SAP2000 V.22, 

se pudo determinar los parámetros del módulo de sección “S” y modulo plástico “Z”, a 

continuación, se procedió a realizar el cálculo de los estados límites a la flexión, determinando 

así momento plástico “Mp” y el momento de fluencia My”. 

 



  58 

Tabla 19. Cálculo de estados límites a la flexión para el perfil de la estructura principal. 

Fuente: Elaboración propia. 

Momento plástico Mp Momento de fluencia My 

𝑀𝑀𝑝𝑝 = 𝐹𝐹𝑦𝑦 .𝑍𝑍 

𝑀𝑀𝑝𝑝 = 25.5
𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑚𝑚𝑚𝑚2 ∗ 99.674 ∗ 106𝑚𝑚𝑚𝑚3 

𝑀𝑀𝑝𝑝 = 2541.687 ∗ 106𝑘𝑘𝑘𝑘.𝑚𝑚𝑚𝑚 

𝑀𝑀𝑦𝑦 = 𝐹𝐹𝑦𝑦 .𝑆𝑆 

𝑀𝑀𝑦𝑦 = 25.5
𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑚𝑚𝑚𝑚2 ∗ 92.066 ∗ 106𝑚𝑚𝑚𝑚3 

𝑀𝑀𝑦𝑦 = 2347.682 ∗ 106𝑘𝑘𝑘𝑘.𝑚𝑚𝑚𝑚 

Se debe cumplir que: 

𝑀𝑀𝑝𝑝 < 1.5 ∗ 𝑀𝑀𝑦𝑦 

2541.687 ∗ 106 < 1.5 ∗ 2347.682 ∗ 106 

2541.687 ∗ 106 < 3521.52 ∗ 106               ok¡ 

Ahora se verifica los estados límites de resistencia a flexión: 

𝑀𝑀𝑢𝑢 < ∅𝑓𝑓 .𝑀𝑀𝑛𝑛 

2427.79 ∗ 106𝑘𝑘𝑘𝑘.𝑚𝑚𝑚𝑚 < 0.9 ∗ 3521.52 ∗ 106𝑘𝑘𝑘𝑘.𝑚𝑚 

2427.79 ∗ 106 𝑘𝑘𝑘𝑘.𝑚𝑚𝑚𝑚 < 3169.37 ∗ 106 𝑘𝑘𝑘𝑘.𝑚𝑚𝑚𝑚         ok¡ 

 

De igual forma se verifico los estados límites a la flexión para el perfil correspondiente 

al Boom, cuyas propiedades geométricas se muestran a continuación: 

 

Figura 47. Análisis del módulo de sección y modulo plástico del perfil a analizar del Boom, unidades en “mm” 

Fuente: Elaboración propia con SAP2000 v.22 (Computers and Structures, Inc.) 
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Tabla 20. Cálculo de estados límites a la flexión para el perfil del Boom. 

Fuente: Elaboración propia. 

Momento plástico Mp Momento de fluencia My 

𝑀𝑀𝑝𝑝 = 𝐹𝐹𝑦𝑦 .𝑍𝑍 

𝑀𝑀𝑝𝑝 = 25.5
𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑚𝑚𝑚𝑚2 ∗ 42.039 ∗ 106𝑚𝑚𝑚𝑚3 

𝑀𝑀𝑝𝑝 = 1071.99 ∗ 106𝑘𝑘𝑘𝑘.𝑚𝑚𝑚𝑚 

𝑀𝑀𝑦𝑦 = 𝐹𝐹𝑦𝑦 .𝑆𝑆 

𝑀𝑀𝑦𝑦 = 25.5
𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑚𝑚𝑚𝑚2 ∗ 27.484 ∗ 106𝑚𝑚𝑚𝑚3 

𝑀𝑀𝑦𝑦 = 700.84 ∗ 106𝑘𝑘𝑘𝑘.𝑚𝑚𝑚𝑚 

Se debe cumplir que: 

𝑀𝑀𝑝𝑝 < 1.5 ∗ 𝑀𝑀𝑦𝑦 

1071.99 ∗ 106 < 1.5 ∗ 700.84 ∗ 106 

1071.99 ∗ 106 < 1051.26 ∗ 106     no cumple ¡ 

Entonces Mn será Mp 

Ahora se verifica los estados límites de resistencia a flexión: 

𝑀𝑀𝑢𝑢 < ∅𝑓𝑓 .𝑀𝑀𝑛𝑛 

760.62 ∗ 106 𝑘𝑘𝑘𝑘.𝑚𝑚𝑚𝑚 < 0.9 ∗ 1071.99 ∗ 106 𝑘𝑘𝑘𝑘.𝑚𝑚𝑚𝑚 

760.62 ∗ 106 𝑘𝑘𝑘𝑘.𝑚𝑚𝑚𝑚 < 964.79 ∗ 106 𝑘𝑘𝑘𝑘.𝑚𝑚𝑚𝑚         ok¡ 

 

Se corrobora que el perfil del Boom y del Main Structure del Shiploader cumplen con 

el estado límite de resistencia a la flexión según el AISC 360. Posteriormente, se verifico los 

estados límite de resistencia al corte. 

Para realizar la verificación al corte se empleará la ecuación (21) integrando a dicha 

ecuación las fuerzas cortantes obtenidas en la Figura 45, de esta forma se tiene la siguiente 

ecuación: 

𝑉𝑉𝑢𝑢 < ∅.𝑉𝑉𝑛𝑛 

De igual forma se tiene que: 

𝑉𝑉𝑛𝑛 = 0.6 ∗ 𝐹𝐹𝑦𝑦 ∗ 𝐴𝐴𝑤𝑤 ∗ 𝐶𝐶𝑤𝑤 

Donde: 

• Vu: Es la fuerza cortante requerido calculado. 

• Vn: Es la fuerza cortante ultima. 
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• ∅: Es el factor de resistencia al corte (0.9). 

• Fy: Es el esfuerzo de fluencia (250 Mpa o 25.5 Kg/mm^2). 

• Aw: Es el área total de la sección utilizada. 

• Cw: Es el coeficiente de resistencia al corte (para perfiles laminados Cw=1). 

El factor de área “Aw” del perfil de la estructura principal y del Boom del Shiploader se 

obtendrá a partir de la Figura 46 y Figura 47; hecho mención, esto se tiene lo siguiente: 

Tabla 21. Cálculo de estados límites al corte para el perfil de la estructura principal del Boom. 

Fuente: Elaboración propia. 

Verificación al corte de la estructura principal Verificación al corte del Boom 

𝑉𝑉𝑛𝑛 = 0.6 ∗ 𝐹𝐹𝑦𝑦 ∗ 𝐴𝐴𝑤𝑤 ∗ 𝐶𝐶𝑤𝑤 

𝑉𝑉𝑛𝑛 = 0.6 ∗ 25.5
𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑚𝑚𝑚𝑚2 ∗ 56448 𝑚𝑚𝑚𝑚2 ∗ 1 

𝑉𝑉𝑛𝑛 = 863654.4 𝑘𝑘𝑘𝑘 

Se debe verificar que: 

𝑉𝑉𝑢𝑢 < ∅.𝑉𝑉𝑛𝑛 

150400 𝑘𝑘𝑘𝑘 < 0.9 ∗ 863654.4 

150400 𝑘𝑘𝑘𝑘 < 777288.96 𝑘𝑘𝑘𝑘    𝑜𝑜𝑜𝑜¡ 

𝑉𝑉𝑛𝑛 = 0.6 ∗ 𝐹𝐹𝑦𝑦 ∗ 𝐴𝐴𝑤𝑤 ∗ 𝐶𝐶𝑤𝑤 

𝑉𝑉𝑛𝑛 = 0.6 ∗ 25.5
𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑚𝑚𝑚𝑚2 ∗ 39708 𝑚𝑚𝑚𝑚2 ∗ 1 

𝑉𝑉𝑛𝑛 = 607532.4 𝑘𝑘𝑘𝑘 

Se debe verificar que: 

𝑉𝑉𝑢𝑢 < ∅.𝑉𝑉𝑛𝑛 

150400 𝑘𝑘𝑘𝑘 < 0.9 ∗ 607532.4 𝑘𝑘𝑘𝑘 

100930 𝑘𝑘𝑘𝑘 < 546779.16 𝑘𝑘𝑘𝑘    𝑜𝑜𝑜𝑜¡ 

 

Se corrobora que el perfil del Boom y de la estructura principal (Main Structure) del 

Shiploader cumplen con el estado límite de resistencia al corte según el AISC 360.  

3.5 Cálculos y Análisis Dinámicos 

Para efectuar los cálculos dinámicos, al igual que el cálculo del estado limite, se 

procedió a realizar un modelo conceptual que ayude a determinar las diferentes condiciones 

de masa y rigidez, junto a otros parámetros que serán necesarios para efectuar los diferentes 

análisis dinámicos, dicho modelo conceptual se muestra a continuación en la siguiente figura: 
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Figura 48. Modelo conceptual de la estructura del Shiploader para el analisis dinámico (parte superior, Main 

Structure; parte inferior, Boom). 

Fuente: Elaboración propia. 

 

Como se ve en la figura anterior, se puede apreciar un modelamiento alámbrico más 

completo de la estructura del Shiploader en la cual se muestra los elementos estructurales 

principales del Shiploader al igual que las dimensiones generales y las masas actuantes sobre 

la estructura (contrapeso y el chute de descarga tipo banano). 

A continuación, se muestra la Tabla 22, en el cual se indica las propiedades geométricas 

de cada elemento teniendo como referencia la numeración mostrada en la Figura 48, cabe 

mencionar que dichos perfiles “I” son perfiles fabricados (soldados) a partir de planchas de 

acero ASTM A36. 

Tabla 22. Propiedades de los elementos estructurales del Shiploader. 

Fuente: Elaboración propia. 

ITEM PERFIL 
(Fabricado) 

AREA 
(mm^2) 

LONG. 
(mm) 

DENS. 
(kg/m^3) 

“Ix” 10^6 
(mm^4) 

“Iy” 10^6 
(mm^4) 

1 I 500x300x16x25 23000 5850 7850 1201.04 112.67 
2 Tub. Ø=219.1x8.2 5433.01 3750 7850 30.25 30.25 
3 Tub. Ø=273.1x12.7 10389.50 5130 7850 88.27 88.27 
4 Tub. Ø=168.3x7.1 3595.62 3750 7850 11.7 11.7 
5 Tub. Ø=273.1x12.7 10389.50 5483 7850 88.27 88.27 
6 I 250x250x10x16 10500 3750 7850 154.7 41.69 
7 Tub. Ø=273.1x12.7 10389.50 5483 7850 88.27 88.27 
8 I 250x250x10x16 10500 3750 7850 154.7 41.69 
9 Tub. Ø=273.1x12.7 10389.50 5062 7850 88.27 88.27 

10 I 250x250x10x16 10500 3750 7850 154.7 41.69 
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11 Tub. Ø=273.1x9.3 7707.39 5062 7850 67.13 67.13 
12 Tub. Ø=168.3x7.1 3595.62 3750 7850 11.7 11.7 
13 Tub. Ø=273.1x9.3 7707.39 5062 7850 67.13 67.13 
14 Tub. Ø=273.1x9.3 7707.39 3750 7850 67.13 67.13 
15 Tub. Ø=273.1x9.3 7707.39 5062 7850 67.13 67.13 
16 Tub. Ø=168.3x7.1 3595.62 3750 7850 11.7 11.7 
17 Tub. Ø=273.1x9.3 7707.39 5062 7850 67.13 67.13 
18 Tub. Ø=168.3x7.1 3595.62 3750 7850 11.7 11.7 
19 Tub. Ø=273.1x9.3 7707.39 5062 7850 67.13 67.13 
20 Tub. Ø=168.3x7.1 3595.62 3750 7850 11.7 11.7 
21 Tub. Ø=273.1x9.3 7707.39 5062 7850 67.13 67.13 
22 I 250x250x10x16 10500 3750 7850 154.7 41.69 
23 Tub. Ø=273.1x9.3 7707.39 5062 7850 67.13 67.13 
24 I 300x300x16x20 16800 3750 7850 343.6 90.1 
25 I 500x400x16x30 32000 4490 7850 1853.87 320.17 
26 I 500x300x12x16 15600 3500 7850 764.22 72.07 
27 I 500x300x12x16 15600 4000 7850 764.22 72.07 
28 I 500x300x12x16 15600 4000 7850 764.22 72.07 
29 I 500x300x12x16 15600 3400 7850 764.22 72.07 
30 I 500x300x12x16 15600 3400 7850 764.22 72.07 
31 I 500x300x12x16 15600 3400 7850 764.22 72.07 
32 I 500x300x12x16 15600 3400 7850 764.22 72.07 
33 I 500x300x12x16 15600 3400 7850 764.22 72.07 
34 I 500x300x12x16 15600 3400 7850 764.22 72.07 
35 I 500x300x12x16 15600 3400 7850 764.22 72.07 
36 I 500x300x12x16 15600 3400 7850 764.22 72.07 
37 I 300X300X12X16 13200 3500 7850 266.86 72.04 
38 I 300X300X12X16 13200 4000 7850 266.86 72.04 
39 I 300X300X12X16 13200 4000 7850 266.86 72.04 
40 I 300X300X12X16 13200 3400 7850 266.86 72.04 
41 I 300X300X12X16 13200 3400 7850 266.86 72.04 
42 I 300X300X12X16 13200 3400 7850 266.86 72.04 
43 I 300X300X12X16 13200 3400 7850 266.86 72.04 
44 I 300X300X12X16 13200 3400 7850 266.86 72.04 
45 I 300X300X12X16 13200 3400 7850 266.86 72.04 
46 I 300X300X12X16 13200 3400 7850 266.86 72.04 
47 I 300X300X12X16 13200 3400 7850 266.86 72.04 
48 Diagonal (Cilindro 

Hidráulico) 
 
- 

 
7584.6 

 
- 

 
- 

 
- 

49 Columna Central - 7916 7850 - - 
50 Boom - 23780 7850 - - 

Nota: La nomenclatura “Ix” y “Iy” hace referencia a los momentos de inercia en su 

respectivo eje, mientras que la nomenclatura “I” hace referencia a perfiles fabricados a 

partir de planchas soldadas. 
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En la tabla anterior se muestra algunas de las propiedades más importantes de los 

elementos de la estructura del Shiploader, así como el área, la longitud, densidad 

correspondiente al material A36 y los momentos de inercia en “X” y “Y” correspondientemente 

(con referencia al plano de analisis tal como se muestra en la Figura 48), estos parámetros son 

importantes para determinar las condiciones dinámicas de la estructura; de igual forma, estos 

valores serán calculados según como se indica en las ecuaciones (4) y (5); a continuación se 

muestra dicho procedimiento (los valores de momento de inercia y área para los elementos 

48, 49 y 50, también serán calculados más adelante). 

3.5.1 Cálculo de Momento de Inercia 

Previo al cálculo, para la orientación de los momentos de inercia de los elementos 

estructurales se deberá tomar en cuenta la indicación y dirección de los ejes según como se 

muestra en la Figura 18, donde el eje “X” es el eje de las abscisas (dirección horizontal) y el eje 

“Y” es el eje de las ordenadas (dirección vertical). De igual forma para el desarrollo de los 

momentos de inercia según como plantea el teorema de Steiner para los perfiles “I” y los 

perfiles tubulares, se tendrá la siguiente disposición: 

 

Figura 49. Disposición geométrica para los elementos estructurales del Shiploader. 

Fuente: Elaboración propia. 

 

Donde: 

• b: Es la base del patin. 

• h: Es la altura del alma. 

• tb: Es el espesor del patin del perfil. 
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• th: Es el espesor del alma. 

• C: Es la distancia del centro de gravedad del perfil al centro de gravedad de 

patin. 

• C.G.: Es el centro de gravedad del perfil. 

• D: Es el diámetro exterior. 

• d: Es el diámetro interior. 

Son los parámetros para determinar los momentos de inercia. 

Para el caso de los perfiles “I” fabricados a partir de planchas soldadas (Tabla 22) el 

primer digito corresponde a la altura del alma “h”; el segundo digito corresponde a la longitud 

del patin “b”; el tercero corresponde a al ancho del alma “th”; y el cuarto digito corresponde al 

ancho del patin “tb”. De igual forma para los perfiles tubulares el primer digito indica el 

diámetro exterior “D”; y el segundo termino corresponde al espesor de dicho perfil. 

A continuación, se muestra el desarrollo del cálculo de los momentos de inercia para 

los perfiles estructurales del Shiploader 

Tabla 23. Cálculo de momento de Inercia para I 500x300x16x25. 

Fuente: Elaboración propia. 

Momento de inercia respecto al eje “X” Momento de inercia respecto al eje “Y” 

Para el rectángulo 1: 

𝐴𝐴1 = 𝑏𝑏. 𝑡𝑡𝑡𝑡 

𝐴𝐴1 = 300.25 = 7500 𝑚𝑚𝑚𝑚2 

𝐼𝐼1 =
1

12
. 𝑏𝑏. 𝑡𝑡𝑡𝑡3 

𝐼𝐼1 =
1

12
. 300. 253 = 390625 𝑚𝑚𝑚𝑚4 

𝐶𝐶 =
𝐻𝐻
2
−.
𝑡𝑡𝑡𝑡
2

 

𝐶𝐶 =
500

2
−

25
2

= 262.5 

𝐼𝐼𝑥𝑥1 = 𝐼𝐼1 + 𝐴𝐴1.𝐶𝐶2 

𝐼𝐼𝑥𝑥1 = 517187500 mm4 

Para el rectángulo 1: 

𝐴𝐴1 = 𝑏𝑏. 𝑡𝑡𝑡𝑡 

𝐴𝐴1 = 300.25 = 7500 𝑚𝑚𝑚𝑚2 

𝐼𝐼1 =
1

12
. 𝑡𝑡𝑡𝑡. 𝑏𝑏3 

𝐼𝐼1 =
1

12
. 25. 3003 = 56250000 𝑚𝑚𝑚𝑚4 

𝐶𝐶 = 0 

𝐼𝐼𝑦𝑦1 = 𝐼𝐼1 + 𝐴𝐴1.𝐶𝐶2 

𝐼𝐼𝑦𝑦1 = 56250000 mm4 

Para el rectángulo 2: 

𝐼𝐼𝑦𝑦1 = 𝐼𝐼𝑦𝑦2 
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Para el rectángulo 2: 

𝐼𝐼𝑥𝑥1 = 𝐼𝐼𝑥𝑥2 

Para el rectángulo 3: 

𝐴𝐴3 = ℎ. 𝑡𝑡ℎ 

𝐴𝐴3 = 500.16 = 8000 𝑚𝑚𝑚𝑚2 

𝐼𝐼3 =
1

12
. 𝑡𝑡ℎ. ℎ3 

𝐼𝐼3 =
1

12
. 16.5003 = 166666666.7 𝑚𝑚𝑚𝑚4 

𝐶𝐶 = 0 

𝐼𝐼𝑥𝑥2 = 𝐼𝐼3 + 𝐴𝐴3.𝐶𝐶2 

𝐼𝐼𝑥𝑥1 = 166666666.7 𝑚𝑚𝑚𝑚4 

El momento de inercia en “X” es: 

𝐼𝐼𝑋𝑋 = 𝐼𝐼𝑥𝑥1 + 2. 𝐼𝐼𝑥𝑥1 

𝑰𝑰𝑿𝑿 = 𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏 𝐦𝐦𝐦𝐦𝟒𝟒 

Para el rectángulo 3: 

𝐴𝐴3 = ℎ. 𝑡𝑡ℎ 

𝐴𝐴3 = 500.16 = 8000 𝑚𝑚𝑚𝑚2 

𝐼𝐼3 =
1

12
.ℎ. 𝑡𝑡ℎ3 

𝐼𝐼3 =
1

12
. 500. 163 = 170666.667 𝑚𝑚𝑚𝑚4 

𝐶𝐶 = 0 

𝐼𝐼𝑥𝑥2 = 𝐼𝐼3 + 𝐴𝐴3.𝐶𝐶2 

𝐼𝐼𝑥𝑥1 = 170666.667 𝑚𝑚𝑚𝑚4 

El momento de inercia en “Y” es: 

𝐼𝐼𝑌𝑌 = 𝐼𝐼𝑦𝑦1 + 2. 𝐼𝐼𝑦𝑦1 

𝑰𝑰𝑿𝑿 = 𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏.𝟕𝟕 𝐦𝐦𝐦𝐦𝟒𝟒 

 

Tabla 24. Cálculo de momento de Inercia para I 250x250x10x16. 

Fuente: Elaboración propia. 

Momento de inercia respecto al eje “X” Momento de inercia respecto al eje “Y” 

Para el rectángulo 1: 

𝐴𝐴1 = 𝑏𝑏. 𝑡𝑡𝑡𝑡 

𝐴𝐴1 = 250.16 = 4000 𝑚𝑚𝑚𝑚2 

𝐼𝐼1 =
1

12
. 𝑏𝑏. 𝑡𝑡𝑡𝑡3 

𝐼𝐼1 =
1

12
. 250. 163 = 85333.33 𝑚𝑚𝑚𝑚4 

𝐶𝐶 =
𝐻𝐻
2
−.
𝑡𝑡𝑡𝑡
2

 

𝐶𝐶 =
250

2
−

16
2

= 133 

𝐼𝐼𝑥𝑥1 = 𝐼𝐼1 + 𝐴𝐴1.𝐶𝐶2 

Para el rectángulo 1: 

𝐴𝐴1 = 𝑏𝑏. 𝑡𝑡𝑡𝑡 

𝐴𝐴1 = 250.16 = 4000 𝑚𝑚𝑚𝑚2 

𝐼𝐼1 =
1

12
. 𝑡𝑡𝑡𝑡. 𝑏𝑏3 

𝐼𝐼1 =
1

12
. 16. 2503 = 20833333.33 𝑚𝑚𝑚𝑚4 

𝐶𝐶 = 0 

𝐼𝐼𝑦𝑦1 = 𝐼𝐼1 + 𝐴𝐴1.𝐶𝐶2 

𝐼𝐼𝑦𝑦1 = 20833333.33 mm4 

Para el rectángulo 2: 
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𝐼𝐼𝑥𝑥1 = 70841333 mm4 

Para el rectángulo 2: 

𝐼𝐼𝑥𝑥1 = 𝐼𝐼𝑥𝑥2 

Para el rectángulo 3: 

𝐴𝐴3 = ℎ. 𝑡𝑡ℎ 

𝐴𝐴3 = 250.10 = 2500 𝑚𝑚𝑚𝑚2 

𝐼𝐼3 =
1

12
. 𝑡𝑡ℎ. ℎ3 

𝐼𝐼3 =
1

12
. 10.2503 = 13020833 𝑚𝑚𝑚𝑚4 

𝐶𝐶 = 0 

𝐼𝐼𝑥𝑥2 = 𝐼𝐼3 + 𝐴𝐴3.𝐶𝐶2 

𝐼𝐼𝑥𝑥1 = 13020833 𝑚𝑚𝑚𝑚4 

El momento de inercia en “X” es: 

𝐼𝐼𝑋𝑋 = 𝐼𝐼𝑥𝑥1 + 2. 𝐼𝐼𝑥𝑥1 

𝑰𝑰𝑿𝑿 = 𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏 𝐦𝐦𝐦𝐦𝟒𝟒 

𝐼𝐼𝑦𝑦1 = 𝐼𝐼𝑦𝑦2 

Para el rectángulo 3: 

𝐴𝐴3 = ℎ. 𝑡𝑡ℎ 

𝐴𝐴3 = 500.16 = 8000 𝑚𝑚𝑚𝑚2 

𝐼𝐼3 =
1

12
.ℎ. 𝑡𝑡ℎ3 

𝐼𝐼3 =
1

12
. 250. 103 = 20833.33 𝑚𝑚𝑚𝑚4 

𝐶𝐶 = 0 

𝐼𝐼𝑥𝑥2 = 𝐼𝐼3 + 𝐴𝐴3.𝐶𝐶2 

𝐼𝐼𝑥𝑥1 = 20833.33 𝑚𝑚𝑚𝑚4 

El momento de inercia en “Y” es: 

𝐼𝐼𝑌𝑌 = 𝐼𝐼𝑦𝑦1 + 2. 𝐼𝐼𝑦𝑦1 

𝑰𝑰𝑿𝑿 = 𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒 𝐦𝐦𝐦𝐦𝟒𝟒 

 

Tabla 25. Cálculo de momento de Inercia para I 300x300x16x20. 

Fuente: Elaboración propia. 

Momento de inercia respecto al eje “X” Momento de inercia respecto al eje “Y” 

Para el rectángulo 1: 

𝐴𝐴1 = 𝑏𝑏. 𝑡𝑡𝑡𝑡 

𝐴𝐴1 = 300.20 = 6000 𝑚𝑚𝑚𝑚2 

𝐼𝐼1 =
1

12
. 𝑏𝑏. 𝑡𝑡𝑡𝑡3 

𝐼𝐼1 =
1

12
. 300. 203 = 200000 𝑚𝑚𝑚𝑚4 

𝐶𝐶 =
𝐻𝐻
2
−.
𝑡𝑡𝑡𝑡
2

 

𝐶𝐶 =
300

2
−

20
2

= 160 

Para el rectángulo 1: 

𝐴𝐴1 = 𝑏𝑏. 𝑡𝑡𝑡𝑡 

𝐴𝐴1 = 300.20 = 6000 𝑚𝑚𝑚𝑚2 

𝐼𝐼1 =
1

12
. 𝑡𝑡𝑡𝑡. 𝑏𝑏3 

𝐼𝐼1 =
1

12
. 20. 3003 = 45000000 𝑚𝑚𝑚𝑚4 

𝐶𝐶 = 0 

𝐼𝐼𝑦𝑦1 = 𝐼𝐼1 + 𝐴𝐴1.𝐶𝐶2 

𝐼𝐼𝑦𝑦1 = 45000000 mm4 
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𝐼𝐼𝑥𝑥1 = 𝐼𝐼1 + 𝐴𝐴1.𝐶𝐶2 

𝐼𝐼𝑥𝑥1 = 153800000 mm4 

Para el rectángulo 2: 

𝐼𝐼𝑥𝑥1 = 𝐼𝐼𝑥𝑥2 

Para el rectángulo 3: 

𝐴𝐴3 = ℎ. 𝑡𝑡ℎ 

𝐴𝐴3 = 300.16 = 4800 𝑚𝑚𝑚𝑚2 

𝐼𝐼3 =
1

12
. 𝑡𝑡ℎ. ℎ3 

𝐼𝐼3 =
1

12
. 16.3003 = 36000000 𝑚𝑚𝑚𝑚4 

𝐶𝐶 = 0 

𝐼𝐼𝑥𝑥2 = 𝐼𝐼3 + 𝐴𝐴3.𝐶𝐶2 

𝐼𝐼𝑥𝑥1 = 36000000 𝑚𝑚𝑚𝑚4 

El momento de inercia en “X” es: 

𝐼𝐼𝑋𝑋 = 𝐼𝐼𝑥𝑥1 + 2. 𝐼𝐼𝑥𝑥1 

𝑰𝑰𝑿𝑿 = 𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑 𝐦𝐦𝐦𝐦𝟒𝟒 

Para el rectángulo 2: 

𝐼𝐼𝑦𝑦1 = 𝐼𝐼𝑦𝑦2 

Para el rectángulo 3: 

𝐴𝐴3 = ℎ. 𝑡𝑡ℎ 

𝐴𝐴3 = 300.16 = 4800 𝑚𝑚𝑚𝑚2 

𝐼𝐼3 =
1

12
.ℎ. 𝑡𝑡ℎ3 

𝐼𝐼3 =
1

12
. 300. 163 = 102400 𝑚𝑚𝑚𝑚4 

𝐶𝐶 = 0 

𝐼𝐼𝑥𝑥2 = 𝐼𝐼3 + 𝐴𝐴3.𝐶𝐶2 

𝐼𝐼𝑥𝑥1 = 102400 𝑚𝑚𝑚𝑚4 

El momento de inercia en “Y” es: 

𝐼𝐼𝑌𝑌 = 𝐼𝐼𝑦𝑦1 + 2. 𝐼𝐼𝑦𝑦1 

𝑰𝑰𝑿𝑿 = 𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗 𝐦𝐦𝐦𝐦𝟒𝟒 

 

Tabla 26. Cálculo de momento de Inercia para I 500x400x16x30. 

Fuente: Elaboración propia. 

Momento de inercia respecto al eje “X” Momento de inercia respecto al eje “Y” 

Para el rectángulo 1: 

𝐴𝐴1 = 𝑏𝑏. 𝑡𝑡𝑡𝑡 

𝐴𝐴1 = 400.30 = 12000 𝑚𝑚𝑚𝑚2 

𝐼𝐼1 =
1

12
. 𝑏𝑏. 𝑡𝑡𝑡𝑡3 

𝐼𝐼1 =
1

12
. 400. 303 = 900000 𝑚𝑚𝑚𝑚4 

𝐶𝐶 =
𝐻𝐻
2
−.
𝑡𝑡𝑡𝑡
2

 

Para el rectángulo 1: 

𝐴𝐴1 = 𝑏𝑏. 𝑡𝑡𝑡𝑡 

𝐴𝐴1 = 400.30 = 12000 𝑚𝑚𝑚𝑚2 

𝐼𝐼1 =
1

12
. 𝑡𝑡𝑡𝑡. 𝑏𝑏3 

𝐼𝐼1 =
1

12
. 30. 4003 = 160000000 𝑚𝑚𝑚𝑚4 

𝐶𝐶 = 0 

𝐼𝐼𝑦𝑦1 = 𝐼𝐼1 + 𝐴𝐴1.𝐶𝐶2 



  68 

𝐶𝐶 =
500

2
−

30
2

= 265 

𝐼𝐼𝑥𝑥1 = 𝐼𝐼1 + 𝐴𝐴1.𝐶𝐶2 

𝐼𝐼𝑥𝑥1 = 843600000 mm4 

Para el rectángulo 2: 

𝐼𝐼𝑥𝑥1 = 𝐼𝐼𝑥𝑥2 

Para el rectángulo 3: 

𝐴𝐴3 = ℎ. 𝑡𝑡ℎ 

𝐴𝐴3 = 500.16 = 8000 𝑚𝑚𝑚𝑚2 

𝐼𝐼3 =
1

12
. 𝑡𝑡ℎ. ℎ3 

𝐼𝐼3 =
1

12
. 16.5003 = 166666667 𝑚𝑚𝑚𝑚4 

𝐶𝐶 = 0 

𝐼𝐼𝑥𝑥2 = 𝐼𝐼3 + 𝐴𝐴3.𝐶𝐶2 

𝐼𝐼𝑥𝑥1 = 166666667 𝑚𝑚𝑚𝑚4 

El momento de inercia en “X” es: 

𝐼𝐼𝑋𝑋 = 𝐼𝐼𝑥𝑥1 + 2. 𝐼𝐼𝑥𝑥1 

𝑰𝑰𝑿𝑿 = 𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏 𝐦𝐦𝐦𝐦𝟒𝟒 

𝐼𝐼𝑦𝑦1 = 160000000 mm4 

Para el rectángulo 2: 

𝐼𝐼𝑦𝑦1 = 𝐼𝐼𝑦𝑦2 

Para el rectángulo 3: 

𝐴𝐴3 = ℎ. 𝑡𝑡ℎ 

𝐴𝐴3 = 500.16 = 8000 𝑚𝑚𝑚𝑚2 

𝐼𝐼3 =
1

12
.ℎ. 𝑡𝑡ℎ3 

𝐼𝐼3 =
1

12
. 500. 163 = 170666.667 𝑚𝑚𝑚𝑚4 

𝐶𝐶 = 0 

𝐼𝐼𝑥𝑥2 = 𝐼𝐼3 + 𝐴𝐴3.𝐶𝐶2 

𝐼𝐼𝑥𝑥1 = 170666.667 𝑚𝑚𝑚𝑚4 

El momento de inercia en “Y” es: 

𝐼𝐼𝑌𝑌 = 𝐼𝐼𝑦𝑦1 + 2. 𝐼𝐼𝑦𝑦1 

𝑰𝑰𝑿𝑿 = 𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑.𝟕𝟕 𝐦𝐦𝐦𝐦𝟒𝟒 

 

Tabla 27. Cálculo de momento de Inercia para I 500x300x12x16. 

Fuente: Elaboración propia. 

Momento de inercia respecto al eje “X” Momento de inercia respecto al eje “Y” 

Para el rectángulo 1: 

𝐴𝐴1 = 𝑏𝑏. 𝑡𝑡𝑡𝑡 

𝐴𝐴1 = 300.16 = 4800 𝑚𝑚𝑚𝑚2 

𝐼𝐼1 =
1

12
. 𝑏𝑏. 𝑡𝑡𝑡𝑡3 

𝐼𝐼1 =
1

12
. 300. 163 = 102400 𝑚𝑚𝑚𝑚4 

Para el rectángulo 1: 

𝐴𝐴1 = 𝑏𝑏. 𝑡𝑡𝑡𝑡 

𝐴𝐴1 = 300.16 = 4800 𝑚𝑚𝑚𝑚2 

𝐼𝐼1 =
1

12
. 𝑡𝑡𝑡𝑡. 𝑏𝑏3 

𝐼𝐼1 =
1

12
. 16. 3003 = 36000000 𝑚𝑚𝑚𝑚4 
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𝐶𝐶 =
𝐻𝐻
2
−.
𝑡𝑡𝑡𝑡
2

 

𝐶𝐶 =
500

2
−

16
2

= 258 

𝐼𝐼𝑥𝑥1 = 𝐼𝐼1 + 𝐴𝐴1.𝐶𝐶2 

𝐼𝐼𝑥𝑥1 = 319609600 mm4 

Para el rectángulo 2: 

𝐼𝐼𝑥𝑥1 = 𝐼𝐼𝑥𝑥2 

Para el rectángulo 3: 

𝐴𝐴3 = ℎ. 𝑡𝑡ℎ 

𝐴𝐴3 = 500.12 = 6000 𝑚𝑚𝑚𝑚2 

𝐼𝐼3 =
1

12
. 𝑡𝑡ℎ. ℎ3 

𝐼𝐼3 =
1

12
. 12.5003 = 125000000 𝑚𝑚𝑚𝑚4 

𝐶𝐶 = 0 

𝐼𝐼𝑥𝑥2 = 𝐼𝐼3 + 𝐴𝐴3.𝐶𝐶2 

𝐼𝐼𝑥𝑥1 = 125000000 𝑚𝑚𝑚𝑚4 

El momento de inercia en “X” es: 

𝐼𝐼𝑋𝑋 = 𝐼𝐼𝑥𝑥1 + 2. 𝐼𝐼𝑥𝑥1 

𝑰𝑰𝑿𝑿 = 𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕 𝐦𝐦𝐦𝐦𝟒𝟒 

𝐶𝐶 = 0 

𝐼𝐼𝑦𝑦1 = 𝐼𝐼1 + 𝐴𝐴1.𝐶𝐶2 

𝐼𝐼𝑦𝑦1 = 36000000 mm4 

Para el rectángulo 2: 

𝐼𝐼𝑦𝑦1 = 𝐼𝐼𝑦𝑦2 

Para el rectángulo 3: 

𝐴𝐴3 = ℎ. 𝑡𝑡ℎ 

𝐴𝐴3 = 500.12 = 6000 𝑚𝑚𝑚𝑚2 

𝐼𝐼3 =
1

12
.ℎ. 𝑡𝑡ℎ3 

𝐼𝐼3 =
1

12
. 500. 123 = 72000 𝑚𝑚𝑚𝑚4 

𝐶𝐶 = 0 

𝐼𝐼𝑥𝑥2 = 𝐼𝐼3 + 𝐴𝐴3.𝐶𝐶2 

𝐼𝐼𝑥𝑥1 = 72000 𝑚𝑚𝑚𝑚4 

El momento de inercia en “Y” es: 

𝐼𝐼𝑌𝑌 = 𝐼𝐼𝑦𝑦1 + 2. 𝐼𝐼𝑦𝑦1 

𝑰𝑰𝑿𝑿 = 𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕 𝐦𝐦𝐦𝐦𝟒𝟒 

 

Tabla 28. Cálculo de momento de Inercia para I 300x300x12x16. 

Fuente: Elaboración propia. 

Momento de inercia respecto al eje “X” Momento de inercia respecto al eje “Y” 

Para el rectángulo 1: 

𝐴𝐴1 = 𝑏𝑏. 𝑡𝑡𝑡𝑡 

𝐴𝐴1 = 300.16 = 4800 𝑚𝑚𝑚𝑚2 

𝐼𝐼1 =
1

12
. 𝑏𝑏. 𝑡𝑡𝑡𝑡3 

Para el rectángulo 1: 

𝐴𝐴1 = 𝑏𝑏. 𝑡𝑡𝑡𝑡 

𝐴𝐴1 = 300.16 = 4800 𝑚𝑚𝑚𝑚2 

𝐼𝐼1 =
1

12
. 𝑡𝑡𝑡𝑡. 𝑏𝑏3 
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𝐼𝐼1 =
1

12
. 300. 163 = 102400 𝑚𝑚𝑚𝑚4 

𝐶𝐶 =
𝐻𝐻
2
−.
𝑡𝑡𝑡𝑡
2

 

𝐶𝐶 =
300

2
−

16
2

= 158 

𝐼𝐼𝑥𝑥1 = 𝐼𝐼1 + 𝐴𝐴1.𝐶𝐶2 

𝐼𝐼𝑥𝑥1 = 119929600 mm4 

Para el rectángulo 2: 

𝐼𝐼𝑥𝑥1 = 𝐼𝐼𝑥𝑥2 

Para el rectángulo 3: 

𝐴𝐴3 = ℎ. 𝑡𝑡ℎ 

𝐴𝐴3 = 300.12 = 3600 𝑚𝑚𝑚𝑚2 

𝐼𝐼3 =
1

12
. 𝑡𝑡ℎ. ℎ3 

𝐼𝐼3 =
1

12
. 12.3003 = 27000000 𝑚𝑚𝑚𝑚4 

𝐶𝐶 = 0 

𝐼𝐼𝑥𝑥2 = 𝐼𝐼3 + 𝐴𝐴3.𝐶𝐶2 

𝐼𝐼𝑥𝑥1 = 27000000 𝑚𝑚𝑚𝑚4 

El momento de inercia en “X” es: 

𝐼𝐼𝑋𝑋 = 𝐼𝐼𝑥𝑥1 + 2. 𝐼𝐼𝑥𝑥1 

𝑰𝑰𝑿𝑿 = 𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐 𝐦𝐦𝐦𝐦𝟒𝟒 

𝐼𝐼1 =
1

12
. 16. 3003 = 36000000 𝑚𝑚𝑚𝑚4 

𝐶𝐶 = 0 

𝐼𝐼𝑦𝑦1 = 𝐼𝐼1 + 𝐴𝐴1.𝐶𝐶2 

𝐼𝐼𝑦𝑦1 = 36000000 mm4 

Para el rectángulo 2: 

𝐼𝐼𝑦𝑦1 = 𝐼𝐼𝑦𝑦2 

Para el rectángulo 3: 

𝐴𝐴3 = ℎ. 𝑡𝑡ℎ 

𝐴𝐴3 = 300.12 = 3600 𝑚𝑚𝑚𝑚2 

𝐼𝐼3 =
1

12
.ℎ. 𝑡𝑡ℎ3 

𝐼𝐼3 =
1

12
. 300. 123 = 43200 𝑚𝑚𝑚𝑚4 

𝐶𝐶 = 0 

𝐼𝐼𝑥𝑥2 = 𝐼𝐼3 + 𝐴𝐴3.𝐶𝐶2 

𝐼𝐼𝑥𝑥1 = 43200 𝑚𝑚𝑚𝑚4 

El momento de inercia en “Y” es: 

𝐼𝐼𝑌𝑌 = 𝐼𝐼𝑦𝑦1 + 2. 𝐼𝐼𝑦𝑦1 

𝑰𝑰𝑿𝑿 = 𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕 𝐦𝐦𝐦𝐦𝟒𝟒 

 

Tabla 29. Cálculo de momento de Inercia para Tub. Ø=219.1x8.2. 

Fuente: Elaboración propia. 

Momento de inercia respecto al del perfil circular 

Se sabe que: 

𝐼𝐼𝑋𝑋 = 𝐼𝐼𝑌𝑌 

Entonces se tiene lo siguiente: 
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𝐼𝐼𝑥𝑥 =
𝜋𝜋

64
. (𝐷𝐷4 − 𝑑𝑑4) 

𝑑𝑑 = 𝐷𝐷 − 2. 𝑒𝑒 

𝐼𝐼𝑥𝑥 =
𝜋𝜋

64
. (𝐷𝐷4 − (𝐷𝐷 − 2. 𝑒𝑒)4 

𝐼𝐼𝑥𝑥 =
𝜋𝜋

64
∗ (219.14 − (219.1− 2 ∗ 8.2)4 

𝑰𝑰𝑿𝑿 = 𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑.𝟕𝟕𝟕𝟕 𝒎𝒎𝒎𝒎𝟒𝟒 

𝑰𝑰𝒀𝒀 = 𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑.𝟕𝟕𝟕𝟕 𝒎𝒎𝒎𝒎𝟒𝟒 

 

Tabla 30. Cálculo de momento de Inercia para Tub. Ø=273.1x12.7. 

Fuente: Elaboración propia. 

Momento de inercia respecto al del perfil circular 

Se sabe que: 

𝐼𝐼𝑋𝑋 = 𝐼𝐼𝑌𝑌 

Entonces se tiene lo siguiente: 

𝐼𝐼𝑥𝑥 =
𝜋𝜋

64
. (𝐷𝐷4 − 𝑑𝑑4) 

𝑑𝑑 = 𝐷𝐷 − 2. 𝑒𝑒 

𝐼𝐼𝑥𝑥 =
𝜋𝜋

64
. (𝐷𝐷4 − (𝐷𝐷 − 2. 𝑒𝑒)4 

𝐼𝐼𝑥𝑥 =
𝜋𝜋

64
∗ (273.14 − (273.1 − 2 ∗ 12.7)4 

𝑰𝑰𝑿𝑿 = 𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖.𝟕𝟕𝟕𝟕 𝒎𝒎𝒎𝒎𝟒𝟒 

𝑰𝑰𝒀𝒀 = 𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖.𝟕𝟕𝟕𝟕 𝒎𝒎𝒎𝒎𝟒𝟒 

 

Tabla 31. Cálculo de momento de Inercia para Tub. Ø=168.3x7.1. 

Fuente: Elaboración propia. 

Momento de inercia respecto al del perfil circular 

Se sabe que: 

𝐼𝐼𝑋𝑋 = 𝐼𝐼𝑌𝑌 

Entonces se tiene lo siguiente: 
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𝐼𝐼𝑥𝑥 =
𝜋𝜋

64
. (𝐷𝐷4 − 𝑑𝑑4) 

𝑑𝑑 = 𝐷𝐷 − 2. 𝑒𝑒 

𝐼𝐼𝑥𝑥 =
𝜋𝜋

64
. (𝐷𝐷4 − (𝐷𝐷 − 2. 𝑒𝑒)4 

𝐼𝐼𝑥𝑥 =
𝜋𝜋

64
∗ (168.34 − (168.3− 2 ∗ 7.1)4 

𝑰𝑰𝑿𝑿 = 𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏.𝟓𝟓𝟓𝟓 𝒎𝒎𝒎𝒎𝟒𝟒 

𝑰𝑰𝒀𝒀 = 𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏.𝟓𝟓𝟓𝟓 𝒎𝒎𝒎𝒎𝟒𝟒 

 

Tabla 32. Cálculo de momento de Inercia para Tub. Ø=273.1x9.3. 

Fuente: Elaboración propia. 

Momento de inercia respecto al del perfil circular 

Se sabe que: 

𝐼𝐼𝑋𝑋 = 𝐼𝐼𝑌𝑌 

Entonces se tiene lo siguiente: 

𝐼𝐼𝑥𝑥 =
𝜋𝜋

64
. (𝐷𝐷4 − 𝑑𝑑4) 

𝑑𝑑 = 𝐷𝐷 − 2. 𝑒𝑒 

𝐼𝐼𝑥𝑥 =
𝜋𝜋

64
. (𝐷𝐷4 − (𝐷𝐷 − 2. 𝑒𝑒)4 

𝐼𝐼𝑥𝑥 =
𝜋𝜋

64
∗ (273.14 − (273.1− 2 ∗ 9.3)4 

𝑰𝑰𝑿𝑿 = 𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔.𝟐𝟐𝟐𝟐 𝒎𝒎𝒎𝒎𝟒𝟒 

𝑰𝑰𝒀𝒀 = 𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔.𝟐𝟐𝟐𝟐 𝒎𝒎𝒎𝒎𝟒𝟒 

 

Para realizar el cálculo del momento de inercia de cilindro hidráulico se tomará en 

cuenta los datos descritos en la Tabla 9. 
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Figura 50. Pistón Hidráulico “DIAGONAL”. 

Fuente: Elaboración propia a partir de los planos proporcionados por Antamina S.A. (2023). 

 

Tabla 33. Cálculo del área y momento de inercia del Pistón Hidráulico. 

Fuente: Elaboración propia. 

Área y momento de inercia del cilindro I1 Área y momento de inercia del vástago I2 

El área del cilindro será: 

𝐴𝐴1 =
𝜋𝜋
4

. (𝐷𝐷2 − 𝑑𝑑2) 

𝐴𝐴1 =
𝜋𝜋
4

. (4202 − 3272) 

𝑨𝑨𝟏𝟏 = 𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓 𝒎𝒎𝒎𝒎𝟐𝟐 

El momento de inercia será:  

𝐼𝐼1 =
𝜋𝜋

64
. (𝐷𝐷4 − 𝑑𝑑4) 

𝐼𝐼1 =
𝜋𝜋

64
. (4204 − 3274) 

𝑰𝑰𝟏𝟏 = 𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗.𝟐𝟐 ∗ 𝟏𝟏𝟏𝟏𝟔𝟔 𝒎𝒎𝒎𝒎𝟒𝟒 

El área del vástago será: 

𝐴𝐴1 =
𝜋𝜋
4

.𝑑𝑑2 

𝐴𝐴1 =
𝜋𝜋
4

. 3272 

𝑨𝑨𝟏𝟏 = 𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖 𝒎𝒎𝒎𝒎𝟐𝟐 

El momento de inercia será:  

𝐼𝐼2 =
𝜋𝜋

64
. (𝑑𝑑4) 

𝐼𝐼2 =
𝜋𝜋

64
. (3274) 

𝑰𝑰𝟐𝟐 = 𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓 ∗ 𝟏𝟏𝟏𝟏𝟔𝟔 𝒎𝒎𝒎𝒎𝟒𝟒 

 

Para determinar el momento de inercia total del elemento se emplea la siguiente ecuación: 

 𝐼𝐼𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 =
1
𝐿𝐿
�𝐼𝐼𝑖𝑖𝐿𝐿𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

 (43) 
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La ecuación (43) determina el momento de inercia de una sección compuesta, en el 

caso del cilindro hidráulico cuenta con 2 secciones, el mismo cilindro y el vástago por lo que 

el momento de inercia seria: 

𝐼𝐼𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 =
1

7584.6
∗ (966.2 ∗ 106 ∗ 5047 + 561 ∗ 106 ∗ 2537.6) 

𝑰𝑰𝒆𝒆𝒆𝒆𝒆𝒆𝒆𝒆𝒆𝒆 = 𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖.𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔 ∗ 𝟏𝟏𝟏𝟏𝟔𝟔 𝒎𝒎𝒎𝒎𝟒𝟒 

De la misma forma se calculó el momento de inercia del Boom 

 

Figura 51. Configuración geométrica del Boom. 

Fuente: Elaboración propia a partir de los planos proporcionados por Antamina S.A. (2023). 

 

Debido a que la geometría tiene un cierto grado de complejidad y al igual que para el 

cálculo de los estados de resistencia; el momento de inercia fue determinado mediante la 

herramienta de análisis “Section Designer” integrada en el software SAP2000 v.22, 

desarrollado por Computers and Structures, Ins. Como ya se había mencionado, esta función 

permitió modelar la geometría de la sección y calcular sus propiedades mecánicas. 
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Figura 52. Análisis del momento de inercia del Perfil Estructural del Boom. 

Fuente: Elaboración propia con SAP2000 v.22 (Computers and Structures, Inc.). 

 

Por lo tanto, los momentos de inercia para el Boom son: 

𝑰𝑰𝑿𝑿 = 𝟑𝟑.𝟐𝟐𝟐𝟐 ∗ 𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏 𝒎𝒎𝒎𝒎𝟒𝟒 

𝑰𝑰𝒀𝒀 = 𝟏𝟏.𝟏𝟏𝟏𝟏 ∗ 𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏 𝒎𝒎𝒎𝒎𝟒𝟒 

Y el área correspondiente al Boom es: 

𝑨𝑨 = 𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗 𝒎𝒎𝒎𝒎𝟐𝟐 

De igual forma se determinaron los parámetros de inercia concernientes al elemento 

designado como Columna Central. 
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Figura 53. Secciones del elemento Columna central del Shiploader. 

Fuente: Elaboración propia a partir de los planos proporcionados por Antamina S.A. (2023). 

 

Debido a que el elemento tiene una geometría no homogénea con cambios de sección, 

se determinó los momentos de inercia para las secciones como se muestra en la figura anterior 

con ayuda del software ANSYS V2024.R1, los cuales se muestran a continuación: 

 

Figura 54. Secciones del elemento Columna central del Shiploader. 

Fuente: Elaboración propia con Ansys v2024 R1. 



  77 

Tabla 34. Momentos de Inercia de las diferentes secciones de la estructura. 

Fuente: Elaboración propia con Ansys v2024 R1. 

 
Figura 55. Momentos de inercia Sección N°01 

 
Figura 56. Momentos de inercia Sección N°02 

 
Figura 57. Momentos de inercia Sección N°03  

Figura 58. Momentos de inercia Sección N°04 

 

Para poder determinar el momento de inercia equivalente del elemento estructural se 

utilizó lo indicado por la ecuación (41), entonces se tiene lo siguiente: 

𝐼𝐼"X"𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒. =
1
𝐿𝐿
∗ (171584435.77 ∗ 444.7 + 636978973.99 ∗ 1692.25 + 1200501324.11 ∗ 718.033

+ 1883323920.23 ∗ 2011) 

𝑰𝑰"X"𝒆𝒆𝒆𝒆𝒆𝒆𝒆𝒆𝒆𝒆. = 𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏.𝟓𝟓𝟓𝟓 𝒎𝒎𝒎𝒎𝟒𝟒 

𝐼𝐼"Y"𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒. =
1
𝐿𝐿
∗ (244194157.2 ∗ 444.7 + 1837235978.3 ∗ 1692.25 + 3738672340.92 ∗ 718.033

+ 4529358555.71 ∗ 2011) 

𝑰𝑰"Y"𝒆𝒆𝒆𝒆𝒆𝒆𝒆𝒆𝒆𝒆. = 𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑.𝟑𝟑𝟑𝟑 𝒎𝒎𝒎𝒎𝟒𝟒 

Y el área equivalente para el elemento seria: 

𝐴𝐴𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 =
14864.69 + 26497.59 + 33435.62 + 36461.02

4
 

𝑨𝑨𝒆𝒆𝒆𝒆𝒆𝒆𝒆𝒆𝒆𝒆 = 𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐.𝟕𝟕𝟕𝟕 𝒎𝒎𝒎𝒎𝟐𝟐 
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Una vez obtenido los momentos de inercia y el área de los elementos estructurales del 

Shiploader, se procedió a realizar los cálculos correspondientes a la matriz de rigidez de la 

estructura. 

3.5.2 Cálculo de la Matriz de Rigidez 

Para efectuar los diferentes cálculos matriciales se empleó el software MATLAB, 

utilizando los scripts que se muestra en el Anexo D, por otro lado, en lo referente al cálculo de 

elementos finitos, y con el fin de seleccionar adecuadamente el tipo de elementos a utilizar en 

cada componente de la estructura, se hace mención lo siguiente: 

Tabla 35. Comparativa entre tipos de elementos finitos. 

Fuente: Elaboración propia. 

TIPO DE 
ELEMENTO 

COMPORTAMIEN
TO 

ESTRUCTURAL 

ESFUERZOS 
QUE 

TRANSMITE 

APLICACIÓN TÍPICA 
/ ENFOQUE 
ANALÍTICO 

 
Barra 

(Truss) 

 
Solo axial (tensión o 

compresión) 

 
Fuerzas axiales 

Tirantes, diagonales de 
celosías y arriostres. Útil 

en análisis estático 
simple. 

 
Viga 

(Beam) 

 
Flexión, corte y 

axiales 

 
Axial, cortante, 

momento flector 

Columnas y vigas en 
pórticos. Usado en 

análisis estático y de 
carga. 

 
Combinado 

Modelado estructural 
más realista 

Todos los anteriores 
según el tipo 

Estructuras complejas 
como. Ideal en análisis 

modal y dinámico. 
 

Para el cálculo de la matriz de rigidez se considerará a los elementos finitos de tipo 

barra y viga (elementos combinados); la estructura base del Shiploader y la Diagonal será 

considerado elementos barra (elementos sometidos a carga axial), mientras que el Boom y la 

Columna Central serán elementos viga (elementos sometidos a flexión), hecho mención esto, 

se procedió a calcular las matrices de rigidez los cuales se muestran en el Anexo M. 

Para determinar la matriz de rigidez de los elementos estructurales designados como 

Boom y Columna Central, se tomará en consideración lo indicado en la Tabla 5. 

Matriz de rigidez del elemento BOOM: 
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Figura 59. Elemento finito viga de 2 nodos correspondiente al Boom. 

Fuente: Elaboración propia a partir de los planos proporcionados por Antamina S.A. (2023). 

 

Según como se muestra en la figura anterior, existen 4 estados de desplazamientos 

correspondiente a cada grado de libertad. 

Tabla 36. Estados de desplazamientos para el Boom. 

Fuente: Elaboración propia. 

Primer estado de desplazamientos 

 

Segundo estado de desplazamientos 

 

Tercer estado de desplazamientos 

 

Cuarto estado de desplazamientos 

 

 

Según la Tabla 5 y los estados de desplazamientos obtenidos para el Boom, se tiene la 

siguiente matriz de rigidez del elemento viga: 

Matriz de rigidez del elemento Boom “Kb” (N/mm): 

𝑘𝑘𝐵𝐵 =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

𝐴𝐴.𝐸𝐸
𝐿𝐿

0 0

0 12
𝐸𝐸. 𝐼𝐼
𝐿𝐿3

6
𝐸𝐸. 𝐼𝐼
𝐿𝐿2

0 6
𝐸𝐸. 𝐼𝐼
𝐿𝐿2

4
𝐸𝐸. 𝐼𝐼
𝐿𝐿

−
𝐴𝐴.𝐸𝐸
𝐿𝐿

0 0

0 −12
𝐸𝐸. 𝐼𝐼
𝐿𝐿3

6
𝐸𝐸. 𝐼𝐼
𝐿𝐿2

0 −6
𝐸𝐸. 𝐼𝐼
𝐿𝐿2

2
𝐸𝐸. 𝐼𝐼
𝐿𝐿

−
𝐴𝐴.𝐸𝐸
𝐿𝐿

0 0

0 −12
𝐸𝐸. 𝐼𝐼
𝐿𝐿3

−6
𝐸𝐸. 𝐼𝐼
𝐿𝐿2

0 6
𝐸𝐸. 𝐼𝐼
𝐿𝐿2

2
𝐸𝐸. 𝐼𝐼
𝐿𝐿

𝐴𝐴.𝐸𝐸
𝐿𝐿

0 0

0 12
𝐸𝐸. 𝐼𝐼
𝐿𝐿3

−6
𝐸𝐸. 𝐼𝐼
𝐿𝐿2

0 −6
𝐸𝐸. 𝐼𝐼
𝐿𝐿2

4
𝐸𝐸. 𝐼𝐼
𝐿𝐿 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

𝑁𝑁
𝑚𝑚𝑚𝑚
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Reemplazando lo valores en la matriz anterior se tiene la matriz de rigidez del elemento 

Boom el cual se muestra en el Anexo M.  

Matriz de rigidez del elemento Columna Central: 

 

Figura 60. Elemento finito columna de 2 nodos correspondiente a la Columna Central. 

Fuente: Elaboración propia a partir de los planos proporcionados por Antamina S.A. (2023). 

 

Considerando la misma configuración de la matriz de rigidez del Boom y según como 

se muestra en la figura anterior, se procedió a calcular la matriz de rigidez del elemento 

Columna Central, el cual se muestra en el Anexo M. 

Unificando todas las matrices de rigidez obtenidas (ver Anexo M) de los elementos de 

la estructura del Shiploader, se obtiene la matriz global de rigidez “KG”, a continuación, se 

muestra un extracto de dicha matriz global; la tabla completa con todos los valores obtenidos 

se muestra en el Anexo E. 

Matriz de rigidez global “Kg” (N/mm): 
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 U1 V1 TH1 U2 V2 TH2 U3 V3 TH3 U4 V4 TH4 U5 V5 TH5 U6 

U1 19 3.9 0 -14 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

V1 3.9 3.2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

TH1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

U2 -14 0 0 23 0 0 -9 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

V2 0 0 0 0 2.9 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

TH2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

U3 0 0 0 -8 0 0 21 -0 0 -8 0 0 0 0 0 0 

V3 0 0 0 0 0 0 -0 5.8 0 0 0 0 0 0 0 0 

TH3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

U4 0 0 0 0 0 0 -8 0 0 16 0 0 -8 0 0 0 

V4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 5.6 0 0 0 0 0 

TH4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

U5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -8 0 0 21 0.2 228 -9 

V5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.2 -8 0 0 

TH5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 228 0 60300 0 

U6 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -9 0 0 18 

V6 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

TH6 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

U7 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -9 

V7 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

TH7 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

U8 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

V8 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

TH8 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

U9 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

V9 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

TH9 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

U10 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

V10 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

TH10 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

U11 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

V11 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

TH11 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

U12 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

V12 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

TH12 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

 

3.5.3 Cálculo de la Matriz de Masas 

De igual forma se determinó las matrices de masa para los elementos del Shiploader 

(ver Anexo N) empleando un script desarrollado en MATLAB, dicho script se muestra en el 

Anexo F. 
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Como se observa en el modelo conceptual planteado en la Figura 48, existen 2 masas, 

la del contra peso y del chute tipo banano los cuales son aplicados de forma vertical sobre los 

elementos 1 y 50 de la estructura del Shiploader respectivamente. Para poder ingresarlos a una 

matriz global, estos pesos serán expresado de forma matricial y se sumaran a la matriz de masa 

de los elementos correspondientemente de donde se encuentren ubicadas; la masa del contra 

peso para el elemento 1, mientras que la masa del chute tipo banano será para el elemento 50 

(Boom). Dichas matrices se muestran de igual forma en el Anexo N. 

Unificando todas las matrices de rigidez obtenidas, se obtiene la matriz global de 

rigidez “MG”, la cual se muestra a continuación: 

Matriz de masa global “Mg” (kg): 

GDL U1 V1 TH1 U2 V2 TH2 U3 V3 TH3 U4 V4 TH4 U5 V5 TH5 U6 

U1 583 173 0 188 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

V1 173 145 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

TH1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

U2 188 0 0 519 0 0 71 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

V2 0 0 0 0 53 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

TH2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

U3 0 0 0 71 0 0 451 4.8 0 82 0 0 0 0 0 0 

V3 0 0 0 0 0 0 4.8 179 0 0 0 0 0 0 0 0 

TH3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

U4 0 0 0 0 0 0 82 0 0 327 0 0 82 0 0 0 

V4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 103 0 0 0 0 0 

TH4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

U5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 82 0 0 731 -6 0 69 

V5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -6 433 -42.2e4 0 

TH5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -42.2e4 -771e5 0 

U6 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 69 0 0 278 

V6 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

TH6 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

U7 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 69 

V7 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

TH7 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

U8 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

V8 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

TH8 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

U9 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

V9 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

TH9 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

U10 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
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V10 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

TH10 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

U11 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

V11 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

TH11 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

U12 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

V12 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

TH12 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

 

La tabla completa con todos los valores obtenidos se muestra en el Anexo G. 

Finalmente, para poder determinar las frecuencias naturales del sistema matricial del 

Shiploader, se usó la ecuación (38), la cual hace mención lo siguiente: 

𝑀𝑀𝐺𝐺 . 𝑋̈𝑋 + 𝐾𝐾𝐺𝐺 .𝑋𝑋 = 0 

Y para poder obtener las frecuencias naturales, se desarrolló un código en MATLAB 

(ver Anexo H) que facilite determinar la determinante de la ecuación anterior y obtener el 

polinomio característico según como se indica en la ecuación (40). 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑. [𝐾𝐾𝐺𝐺 − 𝜔𝜔2.𝑀𝑀𝐺𝐺] = 0 

Cabe mencionar y recordar que las frecuencias obtenidas serán en unidades de rad/s, 

y para poder obtener en unidades de Hz se deberá dividir entre 2 π, realizando la operación se 

obtiene las siguientes frecuencias naturales: 

Tabla 37. Tabla de los valores de las frecuencias naturales. 

Fuente: Elaboración propia. 

Modo 
Frecuencia 

rad/s Hz 
1 0.000 0.000 
2 0.000 0.000 
3 0.000 0.000 
4 0.118 0.019 
5 0.316 0.050 
6 1.068 0.170 
7 1.407 0.224 
8 2.735 0.435 
9 4.526 0.720 

10 6.125 0.975 
11 7.792 1.240 
12 9.391 1.495 
13 15.862 2.525 
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14 18.098 2.881 
15 19.458 3.097 
16 20.047 3.191 
17 22.923 3.648 
18 27.960 4.450 
19 28.959 4.609 
20 33.205 5.285 
21 37.739 6.007 
22 39.340 6.261 
23 40.648 6.470 
24 43.745 6.962 
25 49.762 7.920 
26 53.110 8.453 
27 56.166 8.939 
28 59.562 9.480 
29 63.259 10.068 
30 69.063 10.992 
31 72.249 11.499 
32 72.568 11.550 
33 73.935 11.768 
34 76.027 12.100 
35 76.027 12.100 
36 77.581 12.348 
37 82.045 13.058 
38 86.671 13.794 
39 88.767 14.128 
40 93.388 14.864 
41 97.493 15.517 
42 101.158 16.100 
43 107.041 17.037 
44 107.596 17.125 
45 113.941 18.135 
46 115.236 18.341 
47 118.156 18.806 
48 123.549 19.664 
49 128.061 20.382 
50 130.185 20.720 
51 140.778 22.406 
52 146.826 23.369 
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La tabla anterior muestra las frecuencias naturales de la estructura del Shiploader, que 

como se puede apreciar varían desde 0 Hz hasta los 23 Hz aproximadamente, la misma tabla 

se encuentra en el Anexo I. 

3.6 Análisis Modal Operacional 

Para la adquisición y análisis de datos del Shiploader, se usaron acelerómetros 

triaxiales (ver Tabla 6) los cuales captaron las señales de vibración durante la operación del 

Shiploader, esta data adquirida fue preprocesada y sincronizada en el software LabVIEW, el 

cual con su interfaz y entorno de desarrollo grafico ayuda a la adquisición de datos, así como 

de control de instrumentos y automatización de procesos. 

 

Figura 61. Esquema de la interfaz gráfica para la adquisición de datos en LabView. 

Fuente: Foto del interfaz de análisis proporcionado por la empresa Makyl E.C.S. (2023). 

 

Esta interfaz de programación de adquisición de datos incluye una herramienta que 

ayuda a exportar los datos obtenidos, los cuales una vez exportados, son procesados en otro 

software el cual debe ser preprogramado según el tipo de instrumento usado, el número de 

instrumentos de medición y según los datos a procesar 

Para el caso del estudio y evaluación del Shiploader, el software que se utilizó para el 

procesamiento y la obtención de los parámetros dinámicos, así como las frecuencias naturales, 

es el software ARTeMIS MODAL, el cual permitió identificar los parámetros modales a partir 

de los registros de vibración. 
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Figura 62. Interfaz de análisis y procesamiento de ARTeMIS MODAL. 

Fuente: Foto del interfaz de analisis proporcionado por la empresa Makyl E.C.S. (2023). 

 

3.6.1 Plan de trabajo – Hoja de ruta 

Para obtener correctamente los datos necesarios para determinar los parámetros 

dinámicos del Shiploader, como primera actividad en campo se realizó un recorrido en el área 

de trabajo donde se encuentra ubicado la estructura del Shiploader. Esta primera inspección 

aparte que permitió realizar una inspección visual general de la estructura del Shiploader e 

identificar los componentes estructurales; también permitió identificar las zonas y áreas de 

fácil acceso para la instalación de los sensores (en adelante, acelerómetros), esto ayudara a 

plantear los puntos de ubicación de cada acelerómetro para obtener datos que ayuden a 

obtener los parámetros dinámicos, 

A continuación, se adjuntan fotografías tomadas durante el reconocimiento del área. 
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Figura 63. Vista lateral izquierda completa del Shiploader. 

Fuente: Foto proporcionado por la empresa Makyl E.C.S. (2023). 

 

 

Figura 64. Vista lateral derecha (de frente) del Shiploader. 

Fuente: Foto proporcionado por la empresa Makyl E.C.S. (2023). 
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Figura 65. Vista lateral derecha del Shiploader. 

Fuente: Foto proporcionado por la empresa Makyl E.C.S. (2023). 

 

 Concluido el recorrido del área donde se realizarán los trabajos de medición, se 

procedió a elaborar la hoja de ruta el cual indica la posición y ubicación de los acelerómetros 

sobre la estructura (puntos de color rojo, amarillo en la Figura 66), cabe resaltar que las 

mediciones fueron realizadas en condiciones nominales de carga y operación del Shiploader. 

 

Figura 66. Posicionamiento de los sensores, lado derecho (puntos de color rojo, amarillo). 

Fuente: Elaboración propia a partir de los planos proporcionados por Antamina S.A. (2023). 
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Figura 67. Posicionamiento de los sensores, lado izquierdo (puntos de color rojo, amarillo). 

Fuente: Elaboración propia a partir de los planos proporcionados por Antamina S.A. (2023). 

 

De igual forma, algunas fotos del proceso de instalación de los acelerómetros en los 

puntos mencionados se muestran en el Anexo J. 

3.6.2 Geometría para la obtención de Datos 

Para poder determinar los parámetros dinámicos es necesario recrear un modelo 

geométrico en el software ARTeMIS MODAL (estructura de color azul), esta modelo conserva 

las medidas y formas principales del modelo real del Shiploader; en la Figura 69 se observa la 

ubicación y la dirección de cada uno de los acelerómetros colocados sobre el modelo del 

Shiploader 3D realizado en ARTeMIS MODAL (flechas de color verde), de igual forma estos 

mismo puntos de ubicación de los acelerómetros se muestra de mejor forma en la Figura 67 y 

Figura 67. 
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Figura 68. Integración de los puntos de medición en ARTeMIS MODAL (flechas de color verde). 

Fuente: Elaboración propia en ARTemis MODAL a partir de los planos proporcionados por Antamina S.A. 

(2023). 

 

3.6.3 Técnica de Medición 

Como ya se había comentado previamente, uno de los enfoques principales para la 

obtención de los parámetros dinámicos es la medición y recolección de datos y/o señales en 

campo los cuales se obtienen a través de los acelerómetros; dicha señal obtenida en campo es 

procesada y transformada como ya se había comentado anteriormente; estos datos son 

mostrados a través de una gráfica del PSD (Power Spectrum Density) el cual  muestra cómo se 

distribuye la energía de la señal obtenida en el dominio de la frecuencia, esto ayudara a 

entender que frecuencias naturales  son las que tienen mayor energía. 

A continuación, se muestra el diagrama de densidad espectral PSD en el dominio de la 

frecuencia. 



  91 

 

Figura 69. PSD con las frecuencias naturales identificadas. 

Fuente: Elaboración propia en ARTemis MODAL. 

 

A simple vista se observa que, según el procesamiento de las señales obtenidas durante 

la medición en campo, las frecuencias naturales de mayor relevancia varían desde 0.48 Hz 

hasta los 4.51 Hz los cuales se describen en la siguiente tabla: 

Tabla 38. Frecuencias naturales obtenidas en el PSD 

Fuente: Elaboración propia 

Frecuencias Naturales (Hz) 
01 0.48 Hz 
02 0.85 Hz 
03 0.91 Hz 
04 1.46 Hz 
05 1.52 Hz 
06 2.99 Hz 
07 4.51 Hz 

 

Posteriormente, se procedió a validar la certeza de las frecuencias naturales halladas a 

través del análisis del parámetro denominado ortogonalidad, utilizando la técnica de la matriz 

MAC o matriz de correlación, en la que se espera que la diagonal principal tenga valores 

unitarios y los elementos que no corresponden a la diagonal sean valores cercanos a cero, cabe 

mencionar que dicha matriz es elaborada por el mismo software. 
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Tabla 39. Matriz de verificación MAC para modos identificados en el PSD. 

Fuente: Elaboración propia en ARTemis MODAL. 

 

Los valores fuera de la diagonal principal son valores cercanos a cero por lo que se 

comprueba la certeza de los modos de vibración hallados. 

Posteriormente, se consolidan los resultados hallados mediante la técnica del OMA 

para la condición de operación, así como la descripción cualitativa de las frecuencias naturales 

y las formas de los modos de vibración de la estructura del Shiploader. 

• MODO N°01 

Desplazamiento lateral en el eje “Y” del Boom 

 

Figura 70. Primer modo de vibración a 0.48 Hz. 

Fuente: Elaboración propia en ARTemis MODAL. 

 

 

 



  93 

• MODO N°02 

Desplazamiento vertical en el eje “Z” del Boom 

 

Figura 71. Segundo modo de vibración a 0.85 Hz. 

Fuente: Elaboración propia en ARTemis MODAL. 

 

• MODO N°03 

Flexión horizontal en el eje “Y” de Boom y la estructura base del Shiploader 

 

Figura 72. Tercer modo de vibración a 0.91 Hz. 

Fuente: Elaboración propia en ARTemis MODAL. 
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• MODO N°04 

Flexión horizontal en el eje “Y” del Boom y la estructura base del Shiploader 

 

Figura 73. Cuarto modo de vibración a 1.46 Hz. 

Fuente: Elaboración propia en ARTemis MODAL. 

 

• MODO N°05 

Flexión torsión en la unión del Boom y la estructura base del Shiploader 

 

Figura 74. Quinto modo de vibración a 1.52 Hz. 

Fuente: Elaboración propia en ARTemis MODAL. 
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• MODO N°06 

Flexión vertical en la unión del Boom y la estructura base del Shiploader 

 

Figura 75. Sexto modo de vibración a 2.99 Hz. 

Fuente: Elaboración propia en ARTemis MODAL. 

 

• MODO N°07 

Flexión vertical y desplazamiento axial 

 

Figura 76. Séptimo modo de vibración a 4.51 Hz. 

Fuente: Elaboración propia en ARTemis MODAL. 
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Las figuras anteriores muestran los modos de vibración obtenidas a partir del OMA, a 

continuación, se muestra el resumen de todos los modos fundamentales encontrados durante 

el análisis. 

Tabla 40. Resumen y descripción de los modos obtenidos durante el OMA. 

Fuente: Elaboración propia. 

 

Como primer paso, para determinar si dichas frecuencias naturales obtenidas se 

encuentran en estado de resonancia se debe conocer las frecuencias de excitación, estas 

frecuencias se obtienen mediante mediciones en campo aplicando la técnica del ODS 

(Operational Deflection Shape), esta técnica muestra cómo se mueve o vibra una estructura 

mientras está funcionando a una cierta frecuencia, a continuación se muestra un esquema de 

del tren de poleas que son las que inducen la excitación a la estructura. 

                              

Figura 77. Esquema del tren de poleas del Shiploader. 

Fuente: Elaboración propia en ARTemis MODAL. 

MODO FREC 
(Hz) 

DESCRIPCIÓN 

1 0.48 Modo de desplazamiento lateral en el eje “Y” del Boom (brazo 
telescópico) 

2 0.85 Modo de desplazamiento vertical en el eje “Z” del Boom 
(brazo telescópico) 

3 0.91 Modo de flexión horizontal en el eje “Y” del Boom y la 
estructura base del Shiploader 

4 1.46 Modo de flexión horizontal en el eje “Y” entre el Boom y la 
estructura base del Shiploader 

5 1.52 Modo de Flexotorsión en la unión del Boom y la estructura 
base del Shiploader  

6 2.99 Modo de flexión vertical en la unión del Boom y la estructura 
base del Shiploader  

7 4.51 Modo de flexión vertical y desplazamiento axial. 
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Si bien este aspecto no forma parte del alcance del presente proyecto, se presenta los 

resultados obtenidos para fines de referencia: 

Tabla 41. Resultados del ODS del tren de poleas del Shiploader. 

Fuente: Elaboración propia en ARTemis MODAL. 

  

 
 

 

 

 

A continuación, se resume dichos resultados obtenidos de la medición ODS. 

Tabla 42. Resumen de resultados del ODS. 

Fuente: Elaboracion propia. 

  
ARMONICOS (Hz) 

1X 2X 3X 
POLEA MOTRIZ 0.97 1.94 2.91 
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POLEA DE CABEZA 1.12 2.24 3.36 
POLEA DEFLECTORA 1.22 2.44 3.66 
POLINES 5.45 10.9 16.35 
MOTOR 29.9 59.8 89.7 

 

3.6.4 Identificación de Resonancias 

Las frecuencias naturales halladas durante la medición OMA no necesariamente se 

encuentran en condición de resonancia, para determinar la existencia de posibles casos de 

resonancia, una frecuencia de excitación (ver Tabla 42) debe igualar o ser muy cercana a la 

frecuencia natural, esto hace que la respuesta vibratoria o simplemente las amplitudes de 

vibración del sistema se amplifiquen de manera exorbitante,  esa relación que existe entre la 

frecuencia natural y la frecuencia de excitación se denomina relación de frecuencia “r” y se 

calcula según como se indica en la ecuación (34). 

Con el fin de identificar los posibles casos de resonancia, se hizo una tabla en cual se 

evalúa la razón entre las frecuencias obtenidas en el OMA y las frecuencias de excitación, esto 

será detallado más adelante en el CAPÍTULO IV, sin embargo, continuación se muestra un 

análisis adelantado de los posibles casos de resonancia estructural. 

Tabla 43. Tabla de identificación de resonancias. 

Fuente: Elaboración propia. 

EQUIPO RPM FREC. 
(Hz) 

FRECUENCIAS NATURALES (Hz) 
0.49 0.85 0.92 1.47 1.53 2.99 4.52 

 
POLEA 

MOTRIZ 

0.5x 29.1 0.485 0.99 0.57 0.53 0.33 0.32 0.16 0.11 
1x 58.2 0.97 1.98 1.14 1.05 0.66 0.63 0.32 0.21 
2x 116.4 1.94 3.96 2.28 2.11 1.32 1.27 0.65 0.43 
3x 174.6 2.91 5.93 3.42 3.16 1.98 1.91 0.97 0.64 

POLEA DE 
CABEZA 

1x 67.2 1.12 2.29 1.32 1.22 0.76 0.73 0.37 0.25 
2x 134.4 2.24 4.57 2.64 2.43 1.52 1.46 0.75 0.50 
3x 201.6 3.36 6.86 3.95 3.65 2.29 2.20 1.12 0.74 

POLEA 
DEFLECTORA 

1x 73.2 1.22 2.49 1.44 1.33 0.83 0.80 0.41 0.27 
2x 146.4 2.44 4.98 2.87 2.65 1.66 1.59 0.82 0.54 
3x 219.6 3.66 7.47 4.31 3.98 2.49 2.39 1.22 0.81 

 
POLINES 

1x 327 5.45 11.12 6.41 5.92 3.71 3.56 1.82 1.21 
2x 654 10.9 22.24 12.82 11.85 7.41 7.12 3.65 2.41 
3x 981 16.35 33.37 19.24 17.77 11.12 10.69 5.47 3.62 

 
MOTOR 

1x 1794 29.9 61.02 35.18 32.50 20.34 19.54 10.00 6.62 
2x 3588 59.8 122.04 70.35 65.00 40.68 39.08 20.00 13.23 
3x 5382 89.7 183.06 105.53 97.50 61.02 58.63 30.00 19.85 
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La condición de evaluación establece que el valor de “r” deberá encontrarse dentro de 

un margen del ± 15% (Pálsoon, 2012), esto quiere decir que valores de “r” entre 0.85 y 1.15 

serán considerados frecuencias que se aproximen a la resonancia estructural. 

Se observa que existe posibles casos de resonancia entre la primera frecuencia natural 

0.49 Hz y el sub-armonico (0.5x) de la polea motriz, de igual forma también se aprecia un 

posible caso de resonancia con la segunda (0.85 Hz)  y tercera (0.92 Hz) frecuencia natural, 

con el primer armónico (1x) de la polea motriz; también se observa que la sexta frecuencia 

natural (2.99 Hz) entra en un posible caso de resonancia con el tercer armónico (3x) de la pola 

motriz y el tercer armónico de la polea de cabeza, esto quiere decir que las fuentes de excitación 

que juegan un papel más importante en comparación con las otras son la de la polea de motriz 

y la polea de cabeza. Por otra parte, como parte del análisis de los parámetros dinámicos y 

como parte de la evaluación, se procedió a verificar los niveles de vibración Pico los cuales 

fueron captados durante el análisis OMA los cuales se captaron durante la operación del 

Shiploader el día 18 de mayo a las 11:40 am. 

 

Figura 78. Niveles de vibración pico en el Shiploader – lado derecho. 

Fuente: Elaboración propia en ARTemis MODAL. 

 

 

Figura 79. Niveles de vibración pico en el Shiploader – lado izquierdo. 

Fuente: Elaboración propia en ARTemis MODAL. 
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Las figuras anteriores muestran las amplitudes de vibración pico (eje de las ordenadas, 

unidad en mm/s) para cada punto de medición (eje de las abscisas, puntos de colocación de 

los acelerómetros, ver Figura 66 y Figura 67). 

Según la normativa DIN 4150-3 (1999) indica que las amplitudes de vibración 

obtenidos para estructuras de baja frecuencia (0-10 Hz) los niveles de vibración no deben 

superar los 20 mm/s por lo que dichos valores obtenidos se encuentran dentro del límite 

admisible, por otro lado, los puntos de medición se muestran en las Figura 66 y Figura 67. 

Sin embargo, para descartar cualquier caso de resonancia por completo se evaluará los 

espectros de vibración obtenidos para los puntos donde los niveles de vibración son 

relativamente más altos en comparación de los otros puntos, estos puntos corresponden a los 

puntos 27 y 58 (ubicados en la zona final de descarga del material, ver Figura 66 y Figura 67). 

3.6.5 Revisión de los Espectros 

Con el fin de validar la información obtenida hasta el momento y observar las 

frecuencias de mayor presencia e intensidad en la estructura del Shiploader (puntos 27 y 58, 

puntos de descarga del material) se verifico los espectros obtenidos durante la medición los 

cuales se muestran a continuación: 

 

Figura 80. Espectros de vibración captados en el Shiploader, polea de cabeza. 

Fuente: Elaboración propia en ARTemis MODAL. 
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Como se aprecia en la figura anterior, las primeras frecuencias mostradas en la figura 

anterior (marco de color rojo) muestran valores de niveles de vibración en RMS muy bajos 

teniendo como valor más alto en amplitud 0.82 mm/s RMS a la frecuencia de 0.5 Hz 

aproximadamente, a continuación, se muestra detalladamente y más ilustrativamente las 

frecuencias de mayor importancia. 

 

Figura 81. Espectros de vibración del Shiploader (marco rojo). 

Fuente: Elaboración propia en ARTemis MODAL. 

 

Como se aprecia en la figura anterior, para las primeras frecuencias de 0.49, 0.85, 0.92, 

1.47 y 1.53 Hz, la frecuencia con mayor nivel de vibración es la frecuencia de 0.49 Hz (0.82 

mm/s RMS aproximadamente), sin embargo estos niveles de vibración obtenidos de los 

espectros indicarían que sobre el punto p27 y p58 no presentarían problemas a nivel de 

vibración por dichas valores de las amplitudes menores a 1 mm/s (RMS), y de igual forma, la 

particularidad de la forma espectral no indicaría algún tipo de falla o daño en el Shiploader. 

A continuación, se muestra los espectros para el punto p28 y p59 donde se ubica la 

polea motriz. 
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Figura 82. Espectros de vibración captados en el Shiploader, polea motriz. 

Fuente: Elaboración propia en ARTemis MODAL. 

 

Como se ve en la figura anterior, para las frecuencias cercanas a las frecuencias de 

excitación de la polea motriz se aprecia que los niveles de vibración RMS son relativamente 

bajos, lo cual no influenciaría en posibles casos de falla por resonancia, a continuación, se 

muestra de manera más clara en la siguiente figura: 

 

Figura 83. Espectros de vibración del Shiploader (marco rojo). 

Fuente: Elaboración propia en ARTemis MODAL. 
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Como se aprecia en la figura anterior, para las frecuencias de 2.99 y 4.52 Hz, la 

frecuencia con mayor nivel de vibración es la frecuencia de 4,52 Hz (0.1 mm/s RMS 

aproximadamente), sin embargo este valor de la amplitud de vibración sigue siendo menor a 

las otra amplitudes mostradas anteriormente, lo cual indicaría que dichas frecuencias no 

representarían un problemas a nivel de vibracional, y de igual forma, la particularidad de la 

forma espectral no indicaría algún tipo de falla o daño en el Shiploader. 

Cabe mencionar que todos estos parámetros obtenidos de los distintos análisis se 

evaluaran de manera más formal y contundente en el CAPÍTULO IV. 

3.7 Simulación Computacional 

3.7.1 Simulación computacional para determinar los parámetros dinámicos 

En el presente apartado se desarrolla el análisis por el método de los elementos finitos 

con el objetivo de determinar las principales frecuencias naturales y modos de vibración del 

Shiploader, es este sentido, se empleará el software Ansys 2024 R1 y la herramienta de análisis 

modal, así también, el desarrollo será de manera secuencial y empleará el siguiente 

flujograma:  
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Figura 84. Etapas de simulación computacional. 

Fuente: Elaboración propia. 

 

3.7.2 Simulación Modal 

La simulación modal considerada para el análisis del Shiploader emplea el método de 

superposición modal “MSPU” (técnica numérica utilizada para predecir la respuesta dinámica 

de estructuras sometidas a cargas dinámicas, así como transitorias, sísmicas o de impacto), 

sin precarga sobre el modelo ni considerando parámetros de amortiguamiento. 
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3.7.3 Definición del Problema 

El fin de la simulación computacional es poder determinar los parámetros modales 

correspondientes a las principales frecuencias naturales, modos de vibración y porcentaje de 

masa participativa. 

3.7.4 Etapa de Pre-Procesamiento 

3.7.5 Generación del modelo computacional 

Para la elaboración del modelo geométrico computacional 3D (modelo 3D en adelante) 

de la estructura del Shiploader, se utilizaron las dimensiones y especificaciones 

proporcionadas se empleó las medidas e indicaciones descritos en los planos técnicos 

facilitados por la compañía minera Antamina S.A. (ver Anexo O), dicho modelamiento se 

aprecia en la siguiente figura (para más vistas del modelo 3D del Shiploader ver el Anexo K). 

 

Figura 85. Modelo geométrico 3D computacional. 

Fuente: Elaboración propia a partir de los planos proporcionados por Antamina en Ansys v2024 R1. 

 

Como se había explicado anteriormente, para el correcto desarrollo y la obtención de 

los parámetros dinámicos, el tema de las cargas permanentes “pesos” que actúan sobre la 

estructura serán consideradas como masas que actúan sobre el modelo 3D, sus magnitudes se 

presentan en la Tabla 44. 
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3.7.6 Definición de Propiedades 

Todos los componentes del modelo 3D están compuestos principalmente de acero 

estructura ASTM A36 cuyas propiedades mecánicas están descritas en la Tabla 4. 

Tabla 44. Masas puntuales actuantes sobre la estructura del Shiploader. 

Fuente: Elaboración propia. 

Elemento Masa (Ton) Observación 

Estructura de Shiploader 230 Cálculo por el software 

Contrapeso 
(CounterWeight) 

180  Mostrado en el manual de 
operación 

Chute de descarga tipo 
banano (Loading spout) 

1.5 Mostrado en el manual de 
operación 

 

3.7.7 Discretización 

La discretización o mallado del modelo geométrico emplea de manera global un 

tamaño de elemento de 260 mm para todos los elementos que están sometidos a carga 

netamente axial (diagonales de la estructura, elementos tipo barra o linea); mientras que el 

resto de los elementos de la estructura corresponden a elementos tipo superficie o placas, los 

cuales fueron denominados como SHELL181 y se discretizan bajo el método Quadrilateral 

Dominant (busca superficies de tipo cuadrangulares) con un tamaño de elemento de 75 mm, 

como se presenta en la Figura 86. 

Para verificar si la malla realizada cumple con los requisitos necesarios para garantizar 

una buena simulación computacional, se hará uso de la métrica de mallada como se indica en 

la guia: “Practical Aspects Of Finites Elements Simulations” (Brancheau, 2012), el cual 

propone los siguientes parámetros: 

Tabla 45. Metricas de mallado recomendado para análisis FEM. 

Fuente: Elaboración propia a partir de la guía: “Practical Aspects Of Finites Elementos Simulations” (Brancheau, 

2012) y del sitio web de ANSYS, Inc (s.f). 

METRICA Malo/Pésimo Aceptable Ideal 
Relación Jacobiana <0.6 >0.6 1.0 
Relación de Aspecto <0.5 >0.5 1.0 
Calidad del elemento <0.8 >0.8 1.0 

Asimetría >0.45 <0.45 0.0 
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 En la Figura 86, se muestra el mallado aplicado a la estructura del Shiploader, en el 

cual se muestra la forma y tipo de mallado considerado. 

 

Figura 86. Mallado del Modelo 3D. 

Fuente: Elaboración propia en Ansys v2024 R1. 

 

En la Tabla 46 se muestra la métrica obtenida del molde 3D de la estructura del 

Shiploader y la comparativa según lo indicado en la Tabla 45. 

Tabla 46. Estadística de la métrica de mallado del modelo 3D. 

Fuente: Elaboración propia. 

Componente Métrica 
(Shiploader) 

Métrica Sugerida 
para análisis FEM 

Nodos 218542 - 
Elementos 210706 - 
Calidad de Elemento 0.92 >0.8 
Relación de Aspecto 1.24 >0.5 
Relación Jacobiana 0.96 >0.6 
Asimetría 0.06 <0.45 

Nota: los valores de la métrica del mallado corresponden a valores promedio 

globales de toda la malla realizada al modelo 3D de la estructura de Shiploader 

En la tabla anterior se puede apreciar que los valores para las métricas obtenidas del 

modelo 3D de la estructura del Shiploader cumple con lo sugerido en la Tabla 45, por lo que 

el mallado realizado es óptimo y aceptable para el análisis. 
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3.7.8 Condiciones de Borde 

Las condiciones de borde consideradas en el análisis corresponden a una condición de 

borde de empotramiento en la base de la columna (circulo color verde), mientras que, la unión 

entre la pluma retráctil sobre la pluma fija emplea Joints que restringen el desplazamiento con 

libertad de rotación en los tres ejes principales, como se presenta en las Figura 87 y Figura 88. 

 

Figura 87. Condiciones de borde aplicadas sobre el modelo 3D. 

Fuente: Elaboración propia en Ansys v2024 R1. 

 

 
Figura 88. Unión entre estructura fija y el Boom. 

Fuente: Elaboración propia en Ansys v2024 R1. 
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La simplificación detallada en la Figura 88, permite representar adecuadamente el 

movimiento relativo del Boom Retráctil sobre la estructura fija del Shiploader, cabe señalar 

que la condición modelada computacionalmente contempla la condicion en la cual la extesión 

del Boom retráctil del Shiploader es la máxima. 

3.7.9 Etapa de Solucion 

En este estudio, Ansys utiliza el algoritmo del Bloque de Lanczos para determinar los 

autovalores y auto vectores de la ecuación. A partir de estos datos, se obtienen los factores y el 

porcentaje de masa participativa. 

3.7.10 Etapa Post-Procesamiento 

Los resultados correspondientes a las primeras diez frecuencias naturales, así como la 

relación porcentual entre la masa efectiva y la masa total (porcentajes de masa participativa) 

obtenidos durante el análisis, se muestran en la Tabla 47. 

Tabla 47. Frecuencias Naturales y porcentajes de Masa Participativa. 

Fuente: Elaboración propia. 

Modo Frecuencia (Hz) Ux Uy Uz Rx Ry Rz 
1 0.51 0% 0% 0% 0% 60% 0% 
2 0.74 3% 0% 0% 0% 0% 42% 
3 1.01 0% 0% 48% 50% 10% 0% 
4 1.53 1% 42% 0% 0% 0% 3% 
5 1.71 0% 0% 30% 31% 18% 0% 
6 2.42 0% 0% 1% 1% 1% 0% 
7 2.88 33% 18% 0% 0% 0% 36% 
8 2.98 0% 0% 0% 1% 0% 0% 
9 4.35 0% 0% 0% 0% 0% 0% 

10 4.36 0% 0% 0% 0% 0% 0% 
Nota: las direcciones de los desplazamientos (Ux, Uy, Uz) y rotación (Rx, Ry, Rz) 

indican el porcentaje de masa participativa en el movimiento y la rotación sobre los ejes X, 

Y y Z. 

De igual forma los modos de vibración asociados a las frecuencias naturales se 

muestran en las siguientes figuras. 
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Figura 89. Frecuencia natural de 0.51 Hz – Flexo Torsión horizontal (Dir. Z). 

Fuente: Elaboración propia en Ansys v2024 R1. 

 

 

Figura 90. Frecuencia natural de 0.74 Hz – Flexo Torsión vertical (Dir. Y). 

Fuente: Elaboración propia en Ansys v2024 R1. 
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Figura 91. Frecuencia natural de 1.01 Hz – Flexo Torsión lateral del Boom retráctil. 

Fuente: Elaboración propia en Ansys v2024 R1. 

 

 

Figura 92. Frecuencia natural de 1.53 Hz – Flexión vertical del Shiploader. 

Fuente: Elaboración propia en Ansys v2024 R1. 
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Figura 93. Frecuencia natural de 1.71 Hz – Flexo Torsión lateral y vertical del Boom retráctil. 

Fuente: Elaboración propia en Ansys v2024 R1. 

 

 

Figura 94. Frecuencia natural de 2.42 Hz – Torsión Boom retráctil. 

Fuente: Elaboración propia en Ansys v2024 R1. 
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Figura 95. Frecuencia natural de 2.88 Hz – Segunda Flexión vertical del Shiploader. 

Fuente: Elaboración propia en Ansys v2024 R1. 

 

 

Figura 96. Frecuencia natural de 2.98 Hz – Torsión de contra peso. 

Fuente: Elaboración propia en Ansys v2024 R1. 
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CAPÍTULO IV 

4 EVALUACIÓN Y COMPARACIÓN DE RESULTADOS 

En el presente capítulo se evaluarán los resultados de las frecuencias naturales 

obtenidas mediante los distintos métodos de análisis empleados: el método de elementos 

finitos (FEM) y el análisis modal operacional (OMA). En una primera etapa, los valores 

obtenidos mediante el FEM serán validados mediante la comparación entre el análisis 

computacional realizado en ANSYS y el cálculo analítico matricial. Posteriormente, dichos 

resultados serán contrastados con los obtenidos del análisis OMA, a fin de determinar el grado 

de error y la compatibilidad entre ambos enfoques. Finalmente, se realizará una evaluación 

integral considerando diversos criterios técnicos de evaluación a partir de las mediciones y 

resultados obtenidos en los diferentes análisis, tales como los niveles de vibración, la 

participación modal de masa, entre otros; con el objetivo de establecer con mayor precisión si 

la estructura del Shiploader está operando en condiciones cercanas a la resonancia. 

4.1 Validación de los Análisis de Elementos Finitos 

Primeramente, se validará el análisis FEM realizados de forma analítica matricial y por 

método computacional, como se indicó en el CAPÍTULO III, los cálculos y resultados 

obtenidos a partir del análisis matricial se muestra a continuación: 

Tabla 48. Frecuencias naturales obtenidos analíticamente mediante matrices. 

Fuente: Elaboración propia. 

Modo 
Frecuencia 

rad/s Hz 
1 0.000 0.000 
2 0.000 0.000 
3 0.000 0.000 
4 0.118 0.019 
5 0.316 0.050 
6 1.068 0.170 
7 1.407 0.224 
8 2.735 0.435 
9 4.526 0.720 

10 6.125 0.975 
11 7.792 1.240 
12 9.391 1.495 
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13 15.862 2.525 
14 18.098 2.881 
15 19.458 3.097 
16 20.047 3.191 
17 22.923 3.648 
18 27.960 4.450 
19 28.959 4.609 
20 33.205 5.285 
21 37.739 6.007 
22 39.340 6.261 
23 40.648 6.470 
24 43.745 6.962 
25 49.762 7.920 
26 53.110 8.453 
27 56.166 8.939 
28 59.562 9.480 
29 63.259 10.068 
30 69.063 10.992 
31 72.249 11.499 
32 72.568 11.550 
33 73.935 11.768 
34 76.027 12.100 
35 76.027 12.100 
36 77.581 12.348 
37 82.045 13.058 
38 86.671 13.794 
39 88.767 14.128 
40 93.388 14.864 
41 97.493 15.517 
42 101.158 16.100 
43 107.041 17.037 
44 107.596 17.125 
45 113.941 18.135 
46 115.236 18.341 
47 118.156 18.806 
48 123.549 19.664 
49 128.061 20.382 
50 130.185 20.720 
51 140.778 22.406 
52 146.826 23.369 
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La tabla anterior muestra las frecuencias naturales de la estructura del Shiploader, 

además se muestra que las 3 primeras frecuencias son 0 esto debido a que las condiciones de 

borde de la estructura ubicado en el nodo 27 (ver Figura 48), los desplazamientos son nulos 

debido a dicha condición. Como los valores obtenidos durante la medición en campo y durante 

el analisis FEM tienen un rango de valores que varían entre 0.4 Hz y 4.5 Hz, se procedió a 

filtrar los datos de la tabla anterior en el mismo rango de las dichas mediciones. 

Tabla 49. Frecuencias naturales obtenidos analíticamente mediante matrices (filtrado). 

Fuente: Elaboración propia. 

Modo 
Frecuencia 

rad/s Hz 
1 2.735 0.435 
2 4.526 0.72 
3 6.125 0.975 
4 7.792 1.24 
5 9.391 1.495 
6 15.862 2.525 
7 18.098 2.881 
8 19.458 3.097 
9 20.047 3.191 

10 22.923 3.648 
11 27.96 4.45 
12 28.959 4.609 

 

Hecho esto, se procedió a hacer la comparación con los valores obtenidos en el cálculo 

computacional con Ansys los cuales se muestra en la Tabla 47, esta comparativa se muestra en 

la siguiente tabla: 

Tabla 50. Comparativa entre los valores FEM, Analítica – Ansys. 

Fuente: Elaboración propia. 

FRECUENCIAS NATURALES (Hz) FEM 
Modo ANSYS ANALÍTICAMENTE error% 

1 0.51 0.4353 15% 
2 0.74 0.7204 3% 
3 1.01 0.9749 3% 
4 1.53 1.2402 19% 
5 1.71 1.4947 13% 
6 2.42 2.5246 4% 
7 2.88 2.8805 0% 
8 2.98 3.097 4% 



  117 

9 - 3.1907 - 
10 - 3.6484 - 
11 4.35 4.4501 2% 
12 4.36 4.6091 6% 

 

Como se había comentado anteriormente existe algunas frecuencias de mayor 

relevancia donde se habían identificado algunos casos de resonancia en un análisis rápido, por 

otra parte, según lo indicado anteriormente, los modos obtenidos mediante el cálculo FEM 

analítico muestran modos que solamente actúan en el plano “X-Y“ (plano de elevación frontal, 

dichos modos obtenidos muestra el comportamiento dinámico en dicho plano), según como 

se ve en las Figura 89 al Figura 96 y la Tabla 47, los modos que corresponden a dicho plano 

son las frecuencias de 0.74 Hz, 1.53 Hz, 2.88 Hz; estos 3 modos principalmente son los modos 

que tiene mayor participación de masa obtenido en dicho plano de trabajo (ver Tabla 47) , por 

lo que la tabla anterior quedaría reducida a la siguiente:    

Tabla 51. Frecuencias naturales obtenidas en el plano X-Y, comparativa entre Analítica – Ansys. 

Fuente Elaboración propia. 

FRECUENCIAS NATURALES (Hz) FEM 
Modo ANSYS ANALÍTICAMENTE error% 

- 0.74 0.7204 3% 
- 1.53 1.4947 2% 
- 2.88 2.8805 0.2% 
- 2.98 3.097 4% 

 

Aunque no existe una forma universal que establezca un valor aceptable del error 

obtenido entre ambos métodos, diversos estudios y bibliografía especializada indican que, 

para este tipo de análisis dinámico, el error porcentual puede variar entre un 5% al 10%. Según 

Ventura (2015), los errores típicos más comunes en la práctica entre un análisis OMA y FEM 

suelen estar entre el 1% al 8%, considerándose una buena correlación si los valores se 

mantienen por debajo del 10%; por otra parte, según Pálsoon (2012), los errores aceptables 

entre frecuencias obtenidas por FEM y OMA suelen ser menores al 4% y hasta un límite del 

15% es considerado tolerable para determinar la confiabilidad del modelo analítico; hecho 



  118 

mención esto, se concluye que los valores obtenidos mediante el análisis FEM están dentro del 

rango de aceptación. 

Finalmente, se verifico la correlación que existe entre el análisis FEM y el análisis OMA 

hecho en campo. 

Tabla 52. Comparativa entre los valores OMA – FEM. 

Fuente: Elaboración propia. 

FRECUENCIAS NATURALES (Hz) FEM vs OMA 
OMA ANSYS error% 
0.49 0.51 4% 
0.85 0.74 13% 
0.92 1.01 9% 
1.47 1.53 4% 
1.53 1.71 11% 

- 2.42 - 
2.99 2.88 4% 

- 2.98 - 
- 4.35 - 

4.52 4.36 4% 
 

Se observa que los valores del error porcentual están por debajo del 15% por lo que los 

valores obtenidos son aceptables o tolerables. 

4.2 Niveles de Vibración 

Los niveles de vibración obtenidos durante la medición OMA se muestran en la Figura 

78 y Figura 79 los cuales se resumen en la siguiente Tabla: 

Tabla 53. Valores de amplitudes de vibración Pico (mm/s). 

Fuente: Elaboración propia. 

Amplitudes de vibración Pico (mm/s) 
Puntos Axial Horizontal Vertical 

Izquierda Derecha Izquierda Derecha Izquierda Derecha 
1 32 11 9.5 8.4 7 10.5 6 
2 33 11.4 6 7.3 9.5 7.4 5 
3 34 10.5 9.5 6.3 4 4.2 3.5 
4 35 11.2 9.5 5.7 3.5 2.1 2 
5 36 10.5 9.5 5.8 4.5 3.7 3 
6 37 10.4 8 7.7 6 5 4 
7 38 10.3 8 9 6.5 7.1 5 
8 39 10.6 9 10.6 7 10.4 7 
9 40 10 7 11 8.5 11.2 11 

10 41 10.8 9 12.1 9.5 14 12.5 
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11 42 6.1 3.5 6.2 5.5 2.7 5 
12 43 5.8 3.5 6.3 4 2.8 3.5 
13 44 5.7 3 3.2 3 2.7 3.5 
14 45 5.7 3 1.7 3.5 2 4.5 
15 46 5.8 3.5 2.8 4.5 2.1 5.5 
16 47 5.7 4.5 2.3 5 4.8 6 
17 48 6 4 2.2 6 6 7.5 
18 49 5.9 3 3.1 10.5 7.6 6.5 
19 50 6.1 4.5 3 9 11.1 7.5 
20 51 7 4 3.8 10.5 12.4 8 
21 52 5.3 5.2 3.1 3 9 8.5 
22 53 5.3 5 3.8 4 8.2 8 
23 54 5.5 4.9 5.4 6 15.8 8 
24 55 3.8 5 3.7 4.5 15 9 
25 56 3.5 5.4 3.3 3.5 15 10.5 
26 57 3.8 4 3.7 2.5 18.2 12.5 
27 58 5.7 3 5.5 2 18.3 15.8 
28 59 7.1 8.5 5.2 4.5 1.8 6.5 
29 60 3.7 3 3.5 2.5 0.9 2 
30 61 2.3 2 2 1.5 1.7 1.2 
31 62 1.9 1.5 1.7 1 0.9 1 

 

Como se había explicado anteriormente, estos valores muestran las amplitudes de 

vibración pico obtenidas para cada punto de medición (los puntos de medición se muestran 

en la Figura 78 y Figura 79). Para poder validar si dichas amplitudes obtenidas se encuentran 

dentro del rango admitido o, que dichos valores no representaran un peligro a la estructura 

del Shiploader se hará una validación aplicando la norma DIN 4150-3 el cual nos da limites 

admisibles de amplitudes de vibración para estructuras. 

Según la norma DIN 4150-3, los valores de amplitudes de vibración se encuentran 

dentro del límite admisible según indicaciones como indica DIN 4150-3 (20 mm/s, para 

estructuras) lo que indicaría que, a nivel vibracional, no se presenta algún inconveniente 

relevante con la estructura del Shiploader. 

4.3 Evaluación de la Resonancia 

Para verificar los estados de resonancia, evaluaremos la Tabla 43 antes mostrada 

considerando únicamente las frecuencias de excitación concernientes a la polea motriz y de 

cabeza; como ya se había mencionado, existen posibles casos de resonancia entre las 
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frecuencias naturales y los armónicos de dichas poleas (la relación entre la frecuencia de 

excitación y la frecuencia natural es cercana a 1). 

Tabla 54. Posibles casos de identificación de resonancia. 

Fuente: Elaboración propia. 

EQUIPO RPM FREC. 
(Hz) 

FRECUENCIAS NATURALES (Hz) 
0.49 0.85 0.92 2.99 

POLEA 
MOTRIZ 

0.5x 29.1 0.485 0.99 0.57 0.53 0.16 
1x 58.2 0.97 1.98 1.14 1.05 0.32 
2x 116.4 1.94 3.96 2.28 2.11 0.65 
3x 174.6 2.91 5.93 3.42 3.16 0.97 

POLEA 
DE 

CABEZA 

1x 67.2 1.12 2.29 1.32 1.22 0.37 
2x 134.4 2.24 4.57 2.64 2.43 0.75 
3x 201.6 3.36 6.86 3.95 3.65 1.12 

 

Se aprecia que efectivamente existen 5 posibles casos de resonancia estructural, esto 

debido a que las frecuencias de excitación de la polea motriz y la polea de cabeza están muy 

cercanas a las frecuencias naturales, sin embargo, para concluir que efectivamente estas 

frecuencias de excitación son un riesgo de resonancia, se tendrá que evaluar la respuesta 

armónica para dichas frecuencias de la polea motriz y la polea de cabeza. 

4.4 Análisis de la Respuesta Armónica 

De igual forma la respuesta armónica para las frecuencias de excitación de la polea de 

cabeza y polea motriz. 

 

Figura 97. Espectro de frecuencias (polea motriz). 

Fuente: Elaboración propia en ARTemis MODAL. 
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Figura 98. Espectro de frecuencias (polea de cabeza). 

Fuente: Elaboración propia en ARTemis MODAL. 

 

En las figuras anteriores, se aprecia que los valores de nivel de vibración RMS para 

las frecuencias de 0.49 Hz, 0.85 Hz, 0.92 Hz y 2.99 Hz, los valores de vibración no superan el 

valor de 0.78 mm/s RMS como máximo, para verificar esta condición, se emplea las 

indicaciones de la norma ISO 10816-3, el cual indica que para elementos rotativos el valor 

máximo de amplitud de vibración RMS debe de ser según como se indica en la siguiente 

figura. 

 

Figura 99. Velocidad máxima para equipos rotatorios. 

Fuente: ISO 10816-3 (2009). Mechanical Vibration Evaluation of machine vibration. 
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Se observa que, para el caso de poleas, bajo una condición de operación a largo plazo, 

los valores de amplitud de vibración deben ser 3.5 mm/s RMS como máximo, por lo que los 

valores encontrados satisfacen con esta condición. 

4.5 Proyección de la fuerza o Movimiento sobre el Modo 

Según el funcionamiento de las fuentes de excitación (polea motriz y polea de cabeza) 

se aprecia que estos son elementos rotativos cuyo movimiento es mandatoriamente  rotatorio 

(las poleas giran), sin embargo, según los resultados hasta el momento y según el análisis FEM 

realizado, los modos fundamentales obtenidos corresponden a modos de desplazamientos (los 

modos se desplazan o mueven en el plano “X-Y”), esto indicaría que la relación entre el 

movimiento de la fuente de excitación y el modo obtenido es nula, no guarda relación ni se 

proyectan colonialmente.  

Para poder evaluar de una manera más comprensible los efectos de estas condiciones 

y/ o parámetros dinámicos de la estructura del Shiploader, se plantea realizar una evaluación 

y comparación de todas las condiciones medidas y datos obtenidos a partir de los distintos 

analisis, para lo cual se adaptará un criterio de evaluación de la directriz metodológica VDI 

2221 (cuadro de evaluación dinámica), para lo cual se tomará en consideración las siguientes 

condiciones de evaluación: 

• Niveles y/o Amplitudes de vibración. 

• Relación entre frecuencias de excitación y naturales. 

• Análisis de la respuesta armónica. 

• Porcentaje de participación de masa (ver Tabla 47). 

• Proyección de la fuerza o movimiento sobre el modo. 

A continuación, se muestra dicha tabla con los resultados obtenidos a partir de los 

diferentes criterios de evaluación mencionados: 

Tabla 55. Criterios de evaluación dinámica de la estructura del Shiploader. 

Fuente: Elaboración propia. 

EVALUACIÓN DINÁMICA ESTRUCTURAL DEL SHIPLOADER 
 

CRITERIO 
FRECUENCIAS NATURALES 

(Hz) OMA 
0.49 0.85 0.92 2.99 
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NIVELES DE VIBRACIÓN  1 1 1 1 
RELACIÓN ENTRE FRECUENCIAS 
DE EXCITACIÓN Y NATURALES 

3 2 3 3 

ANALISIS DE LA RESPUESTA 
ARMÓNICA 

1 1 1 1 

PORCENTAJE DE PARTICIPACIÓN 
DE MASA 

2 2 2 1 

PROYECCIÓN DE LA FUERZA 
SOBRE EL MODO 

0 0 0 0 

TOTAL 7 6 7 6 
 

Los criterios de escala de evaluación considerados son los siguientes: 

• 3 puntos  Coincidencia fuerte, riesgo alto 

• 2 puntos  Coincidencia moderado, riesgo medio 

• 1 punto  Coincidencia débil, riesgo bajo o descartado 

• 0 puntos  No hay coincidencia fuerte 

Como son 5 los criterios de evaluación considerados, en los cuales el puntaje de 2 

corresponde a un riesgo medio, se tomará el siguiente criterio de evaluación: 

Si la suma es > a 8, el modo se considerará críticamente resonante 

Si la suma es < a 8, el modo no genera riesgo significativo de resonancia 

Según como se muestra en la Tabla 55, se confirma que no existe riesgo de resonancia 

bajo los criterios de evaluación, esto debido a que los valores de la escala de criterios son 

menores a 8. 
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CONCLUSIONES 

1. El modelo conceptual de la estructura del Shiploader demuestra y ayuda a entender el 

fenómeno físico que se suscita en la realidad, gracias a este modelamiento se pudo 

comprender de forma geométrica, la posición, orientación, forma y las condicione de 

fuerzas que actúan sobre cada uno de los elementos del Shiploader; poder comprender la 

importancia de estos parámetros fueron necesarios para poder desarrollar los diferentes 

cálculos concernientes a la matriz de rigidez y masa para posteriormente calcular las 

frecuencias naturales. 

2. El desarrollo, cálculo y análisis estructural por el método de elementos finitos FEM 

demuestra que cualquier tipo de estructura (que previamente se haya desarrollado el 

modelo conceptual y entendido el problema) puede desarrollarse de manera analítica 

teniendo resultados muy próximos a la realidad ya que esta serie de pasos son la 

representación numérica del fenómeno físico que se va dando en la realidad, sin embargo 

el método requiere una cierta expertis y dominio del método y, por no ser una análisis que 

representa al 100% de las condiciones de la geometría de la estructura, existe un grado de 

error mínimo, sin embargo según las diferentes bibliografías existen rangos en los que  

este error es admisible y por lo tanto los análisis son aceptables; por parte del analisis de 

estados limites, se verifica que los elementos estructurales principales (Main Structure y 

Boom) cumplen con lo establecido por la normativa AISC 360. 

3. El análisis FEM desarrollado por métodos computacionales demuestra valores que se 

reflejan en los análisis obtenidos analíticamente sin embargo al igual que el método 

analítico existe un error mínimo debido a que los modelos geométricos de análisis no 

pueden representar el 100% de la realidad en campo, sin embargo, las diferentes 

bibliografías bridan un margen de error admisible y por lo tanto los análisis realizados 

mediante el software ANSYS son aceptables; cabe resaltar que el modo 4 (1.53 Hz) 

obtenido mediante el software ANSYS, comparado con el mismo modo obtenido 

analíticamente (1.24 Hz) muestra un error del 19% y según la forma del modo obtenido, 
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indicaría que existe perdida de rigidez a flexión en dicho plano debido a los años de 

operación.  

4. Según los resultados del análisis OMA, estos valores reflejan la condición dinámica real 

en campo, los valores obtenidos tienen un grado de aproximación a los valores obtenidos 

por el método de elementos finitos, indicando que los valores determinados por los 

diferentes métodos utilizados sean valores reales que determinan con efectividad las 

frecuencias naturales del Shiploader. 

5. Según los resultados obtenidos y la evaluación bajo los diferentes criterios aplicados 

realizados a partir de los datos obtenidos, determinan que el comportamiento dinámico 

del Shiploader se encuentra dentro de los limites admisibles teniendo una condición 

normal de operación hasta la fecha, sin embargo, se resalta algunos puntos específicos 

que se mencionan a continuación: 

5.1. Según los resultados obtenidos por el método FEM y OMA, a nivel de frecuencias 

naturales, las frecuencias encontradas 0.49 Hz, 0.85 Hz, 0.92 Hz y 2.99 Hz no 

presentan problemas de resonancia según la Tabla 44 sin embargo según los 

criterios aplicados para el análisis, sin embargo debido a que la frecuencia de 2.99 

Hz tiene un valor cercano al límite del criterio de interpretación sería una 

frecuencia que podría denominarse ocasionar problemas más adelantes, sin 

embargo el riesgo se considera bajo. 

5.2. Según los val0res de los niveles de vibración Pico obtenidos indicados en la Tabla 

42 los niveles máximos de vibración obtenidos (18 mm/s  como máximo) se 

encuentran ubicados muy cercanamente  a la polea de cabeza, en el tramo más 

largo del Boom  (ver Figura 67 y Figura 68), sin embargo dichos valores se 

encuentran por debajo del límite admisible según la normativa DIN 4150-3 (20 

mm/s Pico) por lo que no representaría un problema para el estructura del 

Shiploader. 

5.3. Según el análisis de la respuesta armónica, para las frecuencias cercanas a la de 

excitación, los nivele de vibración RMS obtenidos no superan el límite admisible 
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según la norma ISO 10816-3 (3.5 mm/s RMS) por lo que esto no representaría un 

problema hacia la estructura del Shiploader. 

5.4. Según los valores del porcentaje de participación de masa obtenidos del analisis 

modal en Ansys, y la proyección de la fuerza sobre los modos obtenidos, estos no 

tendrían una gran implicancia sobre la condición estructural del Shiploader ya que 

no se encuentra correlación entre los valores obtenidos y los criterios de 

evaluación, sin embargo, la frecuencia de 2.99 Hz presenta una considerable 

participación de masa en comparación de los demás (ver Tabla 37). 

5.5. Finalmente se concluye que la condición dinámica de la estructura del Shiploader 

se encuentra en condiciones normales de operación según como se muestra en la 

Tabla 44, sin embargo, la frecuencia de 2.99 Hz estaría entrando en una zona que 

podría generar problemas más adelante, actualmente no presenta mayor 

problema hacia la estructura del Shiploader 
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RECOMENDACIONES 

1. Por parte de los análisis FEM se recomienda plantear modelos que reflejen un aproximado 

al 100% las condiciones reales en campo, esto ayudará a optimizar el modelamiento 3D y 

por ende, los resultados de los análisis por métodos computacionales, esto hará que el 

error porcentual en comparación con el análisis OMA sea mucho menor, teniendo así un 

modelo con mayor grado de aproximación a la realidad. 

2. Por parte del análisis FEM analítico se recomienda evaluar en un plano de planta (vista 

desde arriba), esto ayudará a obtener valores de frecuencias naturales con respecto a 

dicho plano, así se optimizarán los resultados obtenidos siendo mucho más preciso, 

disminuyendo de la misma forma el error porcentual obtenido. 

3. Como parte de los análisis se recomienda hacer la evaluación de la respuesta armónica, 

fatiga y análisis transitorio de la estructura del Shiploader para diferentes casos de carga, 

esto para tener una visión más amplia para el estudio de las condiciones dinámicas de la 

estructura y tener más criterios de evaluación que ayuden a determinar con mayor 

efectividad la condición dinámica del Shiploader. 

4. De igual forma se recomienda hacer un monitoreo de la condición (monitoreo OMA y 

FEM) cada cierto tiempo, esto para prevenir futuras condiciones críticas o fallas asociadas 

a las condiciones dinámicas del Shiploader 
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ANEXOS 

Anexo A 

 

Anexo A. Portada de la norma ASTM A36/A36M utilizada como referencia técnica para las propiedades del acero 

estructural 
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Anexo B 

Anexo B1 

 

Anexo B1. DataSheet del acelerómetro ENDAQ S3-D16, utilizado en la adquisición de datos 
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Anexo B2 

 

Anexo B2. DataSheet del acelerómetro ENDAQ W5-D40, utilizado en la adquisición de datos 

 



  133 

Anexo C 

 

Anexo C. Portada del manual de operación del Shiploader, proporcionado por Antamina S.A., corresponde al 

manual del fabricante Man Takraf [Documento interno] 
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Anexo D 

Código Matlab – Cálculo de las matrices de rigidez 

% MATRICES DE RIGIDEZ EXTENDIDA PARA TODOS LOS ELEMENTOS DESDE 

EXCEL%% 

%%PONTIFICIA UNIVERSIDAD CATOLICA DEL PERU - PUCP%% 

%%MIGUEL LUDEÑA%%-OBTENCION DE MATRICES DE RIGIDE%% 

clc; clear; 

% === PARTE 1: CARGAR DATOS DESDE EXCEL === 

filename_in = 'MATRIXRIGIDEZ.xlsx';  % tu archivo original corregido 

datos = readtable(filename_in, 'VariableNamingRule', 'preserve'); 

% === PARTE 2: CONFIGURACIÓN === 

E = 200000;  % N/mm² (acero A36) 

etiquetas = {'u1','v1','w1','u2','v2','w2'}; 

filename_out = 'Matrices_Rigidez_Elementos.xlsx'; 

% === PARTE 3: CALCULAR Y EXPORTAR MATRICES === 

nElem = height(datos);  % número total de elementos 

for i = 1:nElem 

    % Leer datos del elemento i 

    A = datos.A(i); 

    L = datos.L(i); 

    theta_deg = datos.theta(i); 

        % Convertir a radianes 

    theta = deg2rad(theta_deg); 

    c = cos(theta); 

    s = sin(theta); 

        % Matriz base 4x4 

    k_base = (E*A/L) * ... 

        [ c^2,  c*s, -c^2, -c*s; 
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          c*s,  s^2, -c*s, -s^2; 

         -c^2, -c*s,  c^2,  c*s; 

         -c*s, -s^2,  c*s,  s^2 ]; 

    % Extender a 6x6 

    Ke = zeros(6,6); 

    Ke([1 2 4 5],[1 2 4 5]) = k_base; 

    % Redondear a 3 decimales 

    Ke = round(Ke, 3); 

    % === MOSTRAR EN COMMAND WINDOW === 

    fprintf('\n============================\n'); 

    fprintf(' MATRIZ DE RIGIDEZ - ELEMENTO %d\n', i); 

    fprintf('============================\n'); 

    T_disp = array2table(Ke, 'VariableNames', etiquetas, 'RowNames', etiquetas); 

    disp(T_disp); 

    % === EXPORTAR A EXCEL === 

    T = array2table(Ke, 'VariableNames', etiquetas, 'RowNames', etiquetas); 

    sheetName = ['Elem_' num2str(i)]; 

    writetable(T, filename_out, 'Sheet', sheetName, 'WriteRowNames', true); 

end 

disp(['�� Se exportaron ' num2str(nElem) ' matrices al archivo: ' filename_out]); 
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Anexo E 

 

Anexo E. Tabla completa de la matriz de rigidez global “Kg” 

Anexo F 

Código Matlab – Cálculo de las matrices de masa 

% MATRICES DE MASAS EXTENDIDA PARA TODOS LOS ELEMENTOS DESDE EXCEL%% 

%%PONTIFICIA UNIVERSIDAD CATOLICA DEL PERU - PUCP%% 

%%MIGUEL LUDEÑA%%-OBTENCION DE MATRICES DE MASAS%% 

clc; clear; 

% === PARTE 1: CARGAR DATOS DESDE EXCEL === 

filename_in = 'MATRIXRIGIDEZ.xlsx';  % tu archivo con columnas: A, L, theta 

datos = readtable(filename_in, 'VariableNamingRule', 'preserve'); 

% === PARTE 2: CONFIGURACIÓN === 

rho = 7.85e-6;  % kg/mm³ (acero A36) 

etiquetas = {'u1','v1','θ1','u2','v2','θ2'}; 

filename_out = 'Matrices_Masa_Elementos.xlsx'; 
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% === PARTE 3: CALCULAR Y EXPORTAR MATRICES === 

nElem = height(datos);  % número total de elementos 

for i = 1:nElem 

    % Leer datos del elemento i 

    A = datos.A(i);              % Área en mm² 

    L = datos.L(i);              % Longitud en mm 

    theta_deg = datos.theta(i);  % Ángulo en grados 

    % Calcular masa total 

    m = rho * A * L; 

    m6 = m / 6; 

    % Convertir a radianes 

    theta = deg2rad(theta_deg); 

    c = cos(theta); s = sin(theta); 

    c2 = c^2; s2 = s^2; cs = c*s; 

    % Matriz de masa global extendida (6x6) 

    Me = m6 * [ 

        2*c2,  2*cs,  0,   c2,  cs,  0; 

        2*cs,  2*s2,  0,   cs,  s2,  0; 

        0,     0,     0,   0,   0,   0; 

        c2,    cs,    0, 2*c2, 2*cs, 0; 

        cs,    s2,    0, 2*cs, 2*s2, 0; 

        0,     0,     0,   0,   0,   0 

    ]; 

    % Redondear 

    Me = round(Me, 3); 

    % === MOSTRAR EN COMMAND WINDOW === 

    fprintf('\n============================\n'); 

    fprintf(' MATRIZ DE MASA - ELEMENTO %d\n', i); 
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    fprintf('============================\n'); 

    T_disp = array2table(Me, 'VariableNames', etiquetas, 'RowNames', etiquetas); 

    disp(T_disp); 

    % === EXPORTAR A EXCEL === 

    T = array2table(Me, 'VariableNames', etiquetas, 'RowNames', etiquetas); 

    sheetName = ['Elem_' num2str(i)]; 

    writetable(T, filename_out, 'Sheet', sheetName, 'WriteRowNames', true); 

end 

% Mensaje final 

disp(['�� Se exportaron ' num2str(nElem) ' matrices al archivo: ' filename_out]); 

Anexo G 

 

Anexo G. Tabla completa de la matriz de rigidez global “Mg” 
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Anexo H 

Código Matlab – Cálculo de frecuencias naturales 

% Wn , FRECUENCIAS ANTURALES DESDE EXCEL%% 

%%PONTIFICIA UNIVERSIDAD CATOLICA DEL PERU - PUCP%% 

%%MIGUEL LUDEÑA%%-OBTENCION DE FRECUENCIAS NATURALES%% 

clc; clear; 

% === ARCHIVO Y HOJAS DE ENTRADA === 

archivo = 'MKMS3.xlsx'; 

hoja_K = 'RIGIDEZ'; 

hoja_M = 'MASA'; 

% === LECTURA DE LAS MATRICES DESDE EXCEL === 

K_tabla = readtable(archivo, 'Sheet', hoja_K, 'ReadRowNames', true); 

M_tabla = readtable(archivo, 'Sheet', hoja_M, 'ReadRowNames', true); 

% Convertir a matrices numéricas 

K = table2array(K_tabla);  % Rigidez en 1e5 N/mm 

M = table2array(M_tabla);  % Masa en kg 

labels = upper(K_tabla.Properties.RowNames);  % Etiquetas en MAYÚSCULAS 

% === CONDICIONES DE FRONTERA (MODIFICAR SEGÚN TU CASO) === 

GDL_restringidos = {'U1', 'V1'};  % GDL fijos 

idx_fijos = find(ismember(labels, GDL_restringidos)); 

idx_todos = 1:length(labels); 

idx_libres = setdiff(idx_todos, idx_fijos); 

% === VERIFICACIÓN DE COHERENCIA === 

if length(labels) ~= size(K,1) || length(labels) ~= size(K,2) 

    error('� Error: Las etiquetas no coinciden con el tamaño de la matriz K.'); 

end 

if length(labels) ~= size(M,1) || length(labels) ~= size(M,2) 

    error('� Error: Las etiquetas no coinciden con el tamaño de la matriz M.'); 
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end 

% === ESCALADO DE UNIDADES === 

% Rigidez está en 1e5 N/mm ⇒ convertir a N/mm 

K = K * 1e5;  % Ahora K está en N/mm 

% === MATRICES REDUCIDAS === 

K_red = K(idx_libres, idx_libres); 

M_red = M(idx_libres, idx_libres); 

labels_libres = labels(idx_libres); 

% === ANÁLISIS MODAL === 

[Phi, Lambda] = eig(K_red, M_red); 

omega2 = diag(Lambda);          % rad²/s² 

omega = sqrt(omega2);           % rad/s 

f_Hz = omega / (2*pi);          % Hz 

% Ordenar resultados 

[f_Hz, orden] = sort(real(f_Hz)); 

Phi = real(Phi(:, orden)); 

% === MOSTRAR RESULTADOS EN PANTALLA === 

fprintf('\n====== FRECUENCIAS NATURALES ======\n'); 

for i = 1:length(f_Hz) 

    fprintf('Modo %2d:  f = %.4f Hz\n', i, f_Hz(i)); 

end 

% === EXPORTAR A EXCEL === 

% 1. Frecuencias 

frecuencias = table((1:length(f_Hz))', f_Hz, ... 

    'VariableNames', {'Modo','Frecuencia_Hz'}); 

writetable(frecuencias, 'FRECUENCIAS_MODALES.xlsx'); 

% 2. Formas modales 

formas = array2table(Phi, 'VariableNames', ... 
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    strcat("Modo", string(1:size(Phi,2))), 'RowNames', labels_libres); 

writetable(formas, 'FORMAS_MODALES.xlsx', 'WriteRowNames', true); 

fprintf('\n�� Análisis completo. Resultados exportados:\n'); 

fprintf('- FRECUENCIAS_MODALES.xlsx (Hz)\n'); 

fprintf('- FORMAS_MODALES.xlsx (vectores modales)\n'); 

Anexo I 

Modo Frecuencia Unidad 
1 0.000000 Hz 
2 0.000000 Hz 
3 0.000000 Hz 
4 0.018707 Hz 
5 0.050320 Hz 
6 0.170026 Hz 
7 0.223981 Hz 
8 0.435259 Hz 
9 0.720413 Hz 

10 0.974879 Hz 
11 1.240217 Hz 
12 1.494735 Hz 
13 2.524572 Hz 
14 2.880504 Hz 
15 3.096951 Hz 
16 3.190671 Hz 
17 3.648384 Hz 
18 4.450101 Hz 
19 4.609090 Hz 
20 5.284893 Hz 
21 6.006567 Hz 
22 6.261317 Hz 
23 6.469594 Hz 
24 6.962453 Hz 
25 7.920144 Hz 
26 8.453036 Hz 
27 8.939310 Hz 
28 9.479942 Hz 
29 10.068261 Hz 
30 10.992097 Hz 
31 11.499149 Hz 
32 11.549939 Hz 
33 11.767513 Hz 
34 12.100442 Hz 
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35 12.100442 Hz 
36 12.347841 Hz 
37 13.058228 Hz 
38 13.794452 Hz 
39 14.128180 Hz 
40 14.863545 Hz 
41 15.517014 Hz 
42 16.100213 Hz 
43 17.036556 Hz 
44 17.124870 Hz 
45 18.134846 Hz 
46 18.340883 Hz 
47 18.805735 Hz 
48 19.664014 Hz 
49 20.382072 Hz 
50 20.720228 Hz 
51 22.406110 Hz 
52 23.368798 Hz 

 

Anexo I. Tabla completa de la matriz de rigidez global “Mg” 

Anexo J 

  

  



  143 

  

  

 

Anexo J. Instalación de sensores (Acelerómetros) sobre la estructura del Shiploader 

 

Anexo K 
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Anexo K. Modelo 3D de la estructura del Shiploader desarrollado en Ansys v.24 R1 
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Anexo L 

A continuación, se muestra la tabla resumen de resultados obtenidos 

Objetivos 

Específicos 

 

Hipótesis Especificas 
 

Conclusiones 

 

 

 

Realizar el modelo 

conceptual de la 

estructura del 

Shiploader. 

 

Realizar el modelo conceptual 

de una estructura es de suma 

importancia, ya que es una 

herramienta útil que ayuda a 

entender el fenómeno físico y 

el comportamiento 

estructural de forma más 

clara y sencilla.  

El modelo conceptual de la 

estructura del Shiploader 

demuestra y ayuda a entender el 

fenómeno físico que se suscita en 

el instante de medición, gracias a 

este modelo se pudo entender y 

comprender de mejor manera las 

condiciones estructurales, así 

como la forma, geometría, 

posición y fuerzas actuantes. 

Determinar y obtener 

los valores de 

frecuencia natural del 

Shiploader por el 

método de elementos 

finitos de forma 

analítica. 

El metod0 de elementos 

finitos (analítica) ayuda a 

determinar los diferentes 

parámetros, así como fuerzas, 

reacciones y frecuencias 

naturales de manera directa a 

través de un análisis matricial. 

El desarrollo y cálculo estructural 

por el método de elementos finitos 

de forma matricial, demuestra que 

cualquier tipo de estructura puede 

desarrollarse de manera analítica 

teniendo resultados muy cercanos 

a otros métodos de análisis. 

Determinar y obtener 

los valores de 

frecuencia natural del 

Shiploader mediante 

métodos 

computacionales. 

Los métodos computacionales 

basados en el método de 

elementos finitos ayudan de 

forma más rápido y fácil a 

determinar los parámetros 

dinámicos, así como 

El análisis FEM desarrollado por 

métodos computacionales 

demuestra valores que se reflejan 

en los análisis analíticos, sin 

embargo, al igual que cualquier 

otro método de análisis, existe un 
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frecuencias naturales y modos 

de vibración, cosa que se 

complica si se realizara de 

forma analítica. 

error mínimo debido a que los 

modelos geométricos 

computacionales no pueden 

reflejar el 100% de la realidad en 

campo, sin embargo, las diferentes 

bibliografías bridan un margen de 

error admisible, por lo tanto, los 

análisis realizados mediante el 

software utilizado son aceptables. 

 

 

 

Determinar y obtener 

los valores de 

frecuencia natural del 

Shiploader mediante 

análisis modal 

operacional OMA. 

 

Los resultados a partir de la 

medición OMA en campo 

deberán reflejar las 

condiciones dinámicas reales 

del Shiploader, lo cual es útil 

para poder dar una primera 

interpretación del fenómeno 

dinámico que se suscita en el 

instante de medición.  

Los resultados del análisis OMA 

reflejan la condición dinámica real 

en campo, los valores obtenidos 

tienen un grado de aproximación a 

los valores obtenidos por el 

método de elementos finitos, 

indicando que los valores 

determinados por los métodos 

aplicados sean valores reales que 

determinan con efectividad las 

frecuencias naturales del 

Shiploader.  

 

 

Interpretar y 

comparar los 

resultados obtenidos 

de los distintos 

Los diferentes análisis de las 

condiciones dinámicas de la 

estructura deberán de ser 

capaces de poder determinar 

la condición dinámica actual 

del Shiploader; la validación 

Los resultados obtenidos y la 

evaluación bajo los diferentes 

criterios aplicados y realizados a a 

partir de los datos obtenidos en 

campo y los datos obtenidos 

mediante los diferentes análisis 
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análisis realizado, 

aplicando criterios de 

evaluación y 

normativa vigente. 

de los datos por lo métodos 

empleados, esto sumado a la 

evaluación bajo las diferentes 

normativas vigentes, darán un 

panorama más amplio y 

realista de la condición 

dinámica estructural del 

Shiploader. 

por el método de elementos 

finitos, determinan que el 

comportamiento dinámico del 

Shiploader se encuentra dentro de 

los limites admisibles teniendo 

una condición normal de 

operación.  

 

Anexo L. Tabla matriz de resultados 

 

Anexo M 

A continuacion se muestra las matrices de rigidez calculadas para cada elemento de la 

estructura del Shiploader. 

Matriz de rigidez del elemento K1 (N/mm): 

 u1 v1 w1 u2 v2 w2 
u1 461434.3 387189.4 0 -461434 -387189 0 
v1 387189.4 324890.5 0 -387189 -324890 0 
w1 0 0 0 0 0 0 
u2 -461434 -387189 0 461434.3 387189.4 0 
v2 -387189 -324890 0 387189.4 324890.5 0 
w2 0 0 0 0 0 0 

 

Matriz de rigidez del elemento K2 (N/mm): 

 u1 v1 w1 u2 v2 w2 
u1 0 0 0 0 0 0 
v1 0 289760.5 0 0 -289761 0 
w1 0 0 0 0 0 0 
u2 0 0 0 0 0 0 
v2 0 -289761 0 0 289760.5 0 
w2 0 0 0 0 0 0 

 

Matriz de rigidez del elemento K3 (N/mm): 

 u1 v1 w1 u2 v2 w2 
u1 188397 -202031 0 -188397 202031 0 
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v1 -202031 216651.8 0 202031 -216652 0 
w1 0 0 0 0 0 0 
u2 -188397 202031 0 188397 -202031 0 
v2 202031 -216652 0 -202031 216651.8 0 
w2 0 0 0 0 0 0 

 

Matriz de rigidez del elemento K4 (N/mm): 

 u1 v1 w1 u2 v2 w2 
u1 0 0 0 0 0 0 
v1 0 191766.4 0 0 -191766 0 
w1 0 0 0 0 0 0 
u2 0 0 0 0 0 0 
v2 0 -191766 0 0 191766.4 0 
w2 0 0 0 0 0 0 

 

Matriz de rigidez del elemento K5 (N/mm): 

 u1 v1 w1 u2 v2 w2 
u1 202703.5 189024.1 0 -202704 -189024 0 
v1 189024.1 176267.8 0 -189024 -176268 0 
w1 0 0 0 0 0 0 
u2 -202704 -189024 0 202703.5 189024.1 0 
v2 -189024 -176268 0 189024.1 176267.8 0 
w2 0 0 0 0 0 0 

 

Matriz de rigidez del elemento K6, K8, K10 y K22 (N/mm): 

 u1 v1 w1 u2 v2 w2 
u1 0 0 0 0 0 0 
v1 0 560000 0 0 -560000 0 
w1 0 0 0 0 0 0 
u2 0 0 0 0 0 0 
v2 0 -560000 0 0 560000 0 
w2 0 0 0 0 0 0 

 

Matriz de rigidez del elemento K7 (N/mm): 

 u1 v1 w1 u2 v2 w2 
u1 202703.5 -189024 0 -202704 189024.1 0 
v1 -189024 176267.8 0 189024.1 -176268 0 
w1 0 0 0 0 0 0 
u2 -202704 189024.1 0 202703.5 -189024 0 
v2 189024.1 -176268 0 -189024 176267.8 0 
w2 0 0 0 0 0 0 
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Matriz de rigidez del elemento K9: 

 u1 v1 w1 u2 v2 w2 
u1 183791 204120.6 0 -183791 -204121 0 
v1 204120.6 226698.9 0 -204121 -226699 0 
w1 0 0 0 0 0 0 
u2 -183791 -204121 0 183791 204120.6 0 
v2 -204121 -226699 0 204120.6 226698.9 0 
w2 0 0 0 0 0 0 

 

Matriz de rigidez del elemento K11, K15, K19, K23 (N/mm): 

 u1 v1 w1 u2 v2 w2 
u1 136344.3 -151426 0 -136344 151425.7 0 
v1 -151426 168175.3 0 151425.7 -168175 0 
w1 0 0 0 0 0 0 
u2 -136344 151425.7 0 136344.3 -151426 0 
v2 151425.7 -168175 0 -151426 168175.3 0 
w2 0 0 0 0 0 0 

 

Matriz de rigidez del elemento K12 (N/mm): 

 u1 v1 w1 u2 v2 w2 
u1 0 0 0 0 0 0 
v1 0 191766.4 0 0 -191766 0 
w1 0 0 0 0 0 0 
u2 0 0 0 0 0 0 
v2 0 -191766 0 0 191766.4 0 
w2 0 0 0 0 0 0 

 

Matriz de rigidez del elemento K13, K17 y K21 (N/mm): 

 u1 v1 w1 u2 v2 w2 
u1 136344.3 151425.7 0 -136344 -151426 0 
v1 151425.7 168175.3 0 -151426 -168175 0 
w1 0 0 0 0 0 0 
u2 -136344 -151426 0 136344.3 151425.7 0 
v2 -151426 -168175 0 151425.7 168175.3 0 
w2 0 0 0 0 0 0 

 

Matriz de rigidez del elemento K14 (N/mm): 

 u1 v1 w1 u2 v2 w2 
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u1 0 0 0 0 0 0 
v1 0 411060.8 0 0 -411061 0 
w1 0 0 0 0 0 0 
u2 0 0 0 0 0 0 
v2 0 -411061 0 0 411060.8 0 
w2 0 0 0 0 0 0 

 

Matriz de rigidez del elemento K16, K18 y K20 (N/mm): 

 u1 v1 w1 u2 v2 w2 
u1 0 0 0 0 0 0 
v1 0 191766.4 0 0 -191766 0 
w1 0 0 0 0 0 0 
u2 0 0 0 0 0 0 
v2 0 -191766 0 0 191766.4 0 
w2 0 0 0 0 0 0 

 

Matriz de rigidez del elemento K24 (N/mm): 

 u1 v1 w1 u2 v2 w2 
u1 0 0 0 0 0 0 
v1 0 896000 0 0 -896000 0 
w1 0 0 0 0 0 0 
u2 0 0 0 0 0 0 
v2 0 -896000 0 0 896000 0 
w2 0 0 0 0 0 0 

 

Matriz de rigidez del elemento K25 (N/mm): 

 u1 v1 w1 u2 v2 w2 
u1 1425390 0 0 -1425390 0 0 
v1 0 0 0 0 0 0 
w1 0 0 0 0 0 0 
u2 -1425390 0 0 1425390 0 0 
v2 0 0 0 0 0 0 
w2 0 0 0 0 0 0 

 

Matriz de rigidez del elemento K26 (N/mm): 

 u1 v1 w1 u2 v2 w2 
u1 891428.6 0 0 -891429 0 0 
v1 0 0 0 0 0 0 
w1 0 0 0 0 0 0 
u2 -891429 0 0 891428.6 0 0 
v2 0 0 0 0 0 0 
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w2 0 0 0 0 0 0 
 

Matriz de rigidez del elemento K27 y K28 (N/mm): 

 u1 v1 w1 u2 v2 w2 
u1 780000 0 0 -

780000 0 0 

v1 0 0 0 0 0 0 
w1 0 0 0 0 0 0 

u2 -
780000 0 0 780000 0 0 

v2 0 0 0 0 0 0 
w2 0 0 0 0 0 0 

 

Matriz de rigidez del elemento K29, K30, K31…K36 (N/mm): 

 u1 v1 w1 u2 v2 w2 
u1 917647.1 0 0 -917647 0 0 
v1 0 0 0 0 0 0 
w1 0 0 0 0 0 0 
u2 -917647 0 0 917647.1 0 0 
v2 0 0 0 0 0 0 
w2 0 0 0 0 0 0 

 

Matriz de rigidez del elemento K37 (N/mm): 

 u1 v1 w1 u2 v2 w2 
u1 754285.7 0 0 -754286 0 0 
v1 0 0 0 0 0 0 
w1 0 0 0 0 0 0 
u2 -754286 0 0 754285.7 0 0 
v2 0 0 0 0 0 0 
w2 0 0 0 0 0 0 

 

Matriz de rigidez del elemento K38 y K39 (N/mm): 

 u1 v1 w1 u2 v2 w2 
u1 660000 0 0 -660000 0 0 
v1 0 0 0 0 0 0 
w1 0 0 0 0 0 0 
u2 -660000 0 0 660000 0 0 
v2 0 0 0 0 0 0 
w2 0 0 0 0 0 0 

 

Matriz de rigidez del elemento K40, K41, K42…K47 (N/mm): 
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 u1 v1 w1 u2 v2 w2 
u1 776470.6 0 0 -776471 0 0 
v1 0 0 0 0 0 0 
w1 0 0 0 0 0 0 
u2 -776471 0 0 776470.6 0 0 
v2 0 0 0 0 0 0 
w2 0 0 0 0 0 0 

 

Matriz de rigidez del elemento Diagonal Kd (N/mm): 

 u1 v1 w1 u2 v2 w2 
u1 1500300 699600 0 -1500300 -699600 0 
v1 699600 326200 0 -699600 -326200 0 
w1 0 0 0 0 0 0 
u2 -1500300 -699600 0 1500300 699600 0 
v2 -699600 -326200 0 699600 326200 0 
w2 0 0 0 0 0 0 

 

Matriz de rigidez del elemento Boom Kb (N/mm): 

 u1 v1 w1 u2 v2 w2 
u1 878160 0 0 -878160 0 0 
v1 0 6110 7.26E+07 0 -6110 7.26E+07 
w1 0 7.26E+07 1.15E+12 0 -7.26E+07 5.76E+11 
u2 -878160 0 0 878160 0 0 
v2 0 -6110 -7.26E+07 0 6110 -7.26E+07 
w2 0 7.26E+07 5.76E+11 0 -7.26E+07 1.15E+12 

 

Matriz de rigidez del elemento Columna Central Kc (N/mm): 

 u1 v1 w1 u2 v2 w2 
u1 5767.5 0 -2.28E+07 -5767.5 0 -2.28E+07 
v1 0 702611.7 0 0 -702612 0 
w1 -2.28E+07 0 1.21E+10 2.28E+07 0 6.03E+09 
u2 -5767.5 0 2.28E+07 5767.5 0 2.28E+07 
v2 0 -702612 0 0 702611.7 0 
w2 -2.28E+07 0 6.03E+09 2.28E+07 0 1.21E+10 

 

Anexo N 

A continuacion se muestra las matrices de masa calculadas para cada elemento de la estructura 

del Shiploader. 
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Matriz de masa del elemento M1 (kg): 

 u1 v1 θ1 u2 v2 w2 
u1 206.605 173.362 0 103.302 86.681 0 
v1 173.362 145.468 0 86.681 72.734 0 
θ1 0 0 0 0 0 0 
u2 103.302 86.681 0 206.605 173.362 0 
v2 86.681 72.734 0 173.362 145.468 0 
w2 0 0 0 0 0 0 

 

Matriz de masa del elemento M2 (kg): 

 u1 v1 θ1 u2 v2 w2 
u1 0 0 0 0 0 0 
v1 0 53.311 0 0 26.656 0 
θ1 0 0 0 0 0 0 
u2 0 0 0 0 0 0 
v2 0 26.656 0 0 53.311 0 
w2 0 0 0 0 0 0 

 

Matriz de masa del elemento M3 (kg): 

 u1 v1 θ1 u2 v2 w2 
u1 64.867 -69.562 0 32.434 -34.781 0 
v1 -69.562 74.596 0 -34.781 37.298 0 
θ1 0 0 0 0 0 0 
u2 32.434 -34.781 0 64.867 -69.562 0 
v2 -34.781 37.298 0 -69.562 74.596 0 
w2 0 0 0 0 0 0 

 

Matriz de masa del elemento M4 (kg): 

 u1 v1 θ1 u2 v2 w2 
u1 0 0 0 0 0 0 
v1 0 35.282 0 0 17.641 0 
θ1 0 0 0 0 0 0 
u2 0 0 0 0 0 0 
v2 0 17.641 0 0 35.282 0 
w2 0 0 0 0 0 0 

 

Matriz de masa del elemento M5 (kg): 

 u1 v1 θ1 u2 v2 w2 
u1 79.729 74.348 0 39.864 37.174 0 
v1 74.348 69.331 0 37.174 34.666 0 
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θ1 0 0 0 0 0 0 
u2 39.864 37.174 0 79.729 74.348 0 
v2 37.174 34.666 0 74.348 69.331 0 
w2 0 0 0 0 0 0 

 

Matriz de masa del elemento M6, M8, M10 y M22 (kg): 

 u1 v1 θ1 u2 v2 w2 
u1 0 0 0 0 0 0 
v1 0 103.031 0 0 51.516 0 
θ1 0 0 0 0 0 0 
u2 0 0 0 0 0 0 
v2 0 51.516 0 0 103.031 0 
w2 0 0 0 0 0 0 

 

Matriz de masa del elemento M7 (kg): 

 u1 v1 θ1 u2 v2 w2 
u1 79.729 -74.348 0 39.864 -37.174 0 
v1 -74.348 69.331 0 -37.174 34.666 0 
θ1 0 0 0 0 0 0 
u2 39.864 -37.174 0 79.729 -74.348 0 
v2 -37.174 34.666 0 -74.348 69.331 0 
w2 0 0 0 0 0 0 

 

Matriz de masa del elemento M9 (kg): 

 u1 v1 θ1 u2 v2 w2 
u1 61.615 68.43 0 30.808 34.215 0 
v1 68.43 76 0 34.215 38 0 
θ1 0 0 0 0 0 0 
u2 30.808 34.215 0 61.615 68.43 0 
v2 34.215 38 0 68.43 76 0 
w2 0 0 0 0 0 0 

 

Matriz de masa del elemento M11, M15, M19 y M23 (kg): 

 u1 v1 θ1 u2 v2 w2 
u1 45.709 -50.765 0 22.854 -25.382 0 
v1 -50.765 56.38 0 -25.382 28.19 0 
θ1 0 0 0 0 0 0 
u2 22.854 -25.382 0 45.709 -50.765 0 
v2 -25.382 28.19 0 -50.765 56.38 0 
w2 0 0 0 0 0 0 
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Matriz de masa del elemento M12 (kg): 

 u1 v1 θ1 u2 v2 w2 
u1 0 0 0 0 0 0 
v1 0 35.282 0 0 17.641 0 
θ1 0 0 0 0 0 0 
u2 0 0 0 0 0 0 
v2 0 17.641 0 0 35.282 0 
w2 0 0 0 0 0 0 

 

Matriz de masa del elemento M13, M17 y M21 (kg): 

 u1 v1 θ1 u2 v2 w2 
u1 45.709 50.765 0 22.854 25.382 0 
v1 50.765 56.38 0 25.382 28.19 0 
θ1 0 0 0 0 0 0 
u2 22.854 25.382 0 45.709 50.765 0 
v2 25.382 28.19 0 50.765 56.38 0 
w2 0 0 0 0 0 0 

 

Matriz de masa del elemento M14 (kg): 

 u1 v1 θ1 u2 v2 w2 
u1 0 0 0 0 0 0 
v1 0 75.629 0 0 37.814 0 
θ1 0 0 0 0 0 0 
u2 0 0 0 0 0 0 
v2 0 37.814 0 0 75.629 0 
w2 0 0 0 0 0 0 

 

Matriz de masa del elemento M16, M18, M20 (kg): 

 u1 v1 θ1 u2 v2 w2 
u1 0 0 0 0 0 0 
v1 0 35.282 0 0 17.641 0 
θ1 0 0 0 0 0 0 
u2 0 0 0 0 0 0 
v2 0 17.641 0 0 35.282 0 
w2 0 0 0 0 0 0 

 

Matriz de masa del elemento M24 (kg): 

 u1 v1 θ1 u2 v2 w2 
u1 0 0 0 0 0 0 
v1 0 164.85 0 0 82.425 0 
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θ1 0 0 0 0 0 0 
u2 0 0 0 0 0 0 
v2 0 82.425 0 0 164.85 0 
w2 0 0 0 0 0 0 

 

Matriz de masa del elemento M25 (kg): 

 u1 v1 θ1 u2 v2 w2 
u1 375.963 0 0 187.981 0 0 
v1 0 0 0 0 0 0 
θ1 0 0 0 0 0 0 
u2 187.981 0 0 375.963 0 0 
v2 0 0 0 0 0 0 
w2 0 0 0 0 0 0 

 

Matriz de masa del elemento M26 (kg): 

 u1 v1 θ1 u2 v2 w2 
u1 142.87 0 0 71.435 0 0 
v1 0 0 0 0 0 0 
θ1 0 0 0 0 0 0 
u2 71.435 0 0 142.87 0 0 
v2 0 0 0 0 0 0 
w2 0 0 0 0 0 0 

 

Matriz de masa del elemento M27 y M28 (kg): 

 u1 v1 θ1 u2 v2 w2 
u1 163.28 0 0 81.64 0 0 
v1 0 0 0 0 0 0 
θ1 0 0 0 0 0 0 
u2 81.64 0 0 163.28 0 0 
v2 0 0 0 0 0 0 
w2 0 0 0 0 0 0 

 

Matriz de masa del elemento M29, M30, M31…M36 (kg): 

 u1 v1 θ1 u2 v2 w2 
u1 138.788 0 0 69.394 0 0 
v1 0 0 0 0 0 0 
θ1 0 0 0 0 0 0 
u2 69.394 0 0 138.788 0 0 
v2 0 0 0 0 0 0 
w2 0 0 0 0 0 0 
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Matriz de masa del elemento M37 (kg): 

 u1 v1 θ1 u2 v2 w2 
u1 120.89 0 0 60.445 0 0 
v1 0 0 0 0 0 0 
θ1 0 0 0 0 0 0 
u2 60.445 0 0 120.89 0 0 
v2 0 0 0 0 0 0 
w2 0 0 0 0 0 0 

 

Matriz de masa del elemento M38 y M39 (kg): 

 u1 v1 θ1 u2 v2 w2 
u1 138.16 0 0 69.08 0 0 
v1 0 0 0 0 0 0 
θ1 0 0 0 0 0 0 
u2 69.08 0 0 138.16 0 0 
v2 0 0 0 0 0 0 
w2 0 0 0 0 0 0 

 

Matriz de masa del elemento M40, M41, M42…M47 (kg): 

 u1 v1 θ1 u2 v2 w2 
u1 117.436 0 0 58.718 0 0 
v1 0 0 0 0 0 0 
θ1 0 0 0 0 0 0 
u2 58.718 0 0 117.436 0 0 
v2 0 0 0 0 0 0 
w2 0 0 0 0 0 0 

 

Matriz de masa del elemento DIAGONAL Md (kg): 

 u1 v1 θ1 u2 v2 w2 
u1 1129.5 526.7 0 564.8 263.4 0 
v1 526.7 245.6 0 263.4 122.8 0 
θ1 0 0 0 0 0 0 
u2 564.8 263.4 0 1129.5 526.7 0 
v2 263.4 122.8 0 526.7 245.6 0 
w2 0 0 0 0 0 0 

 

Matriz de masa del elemento BOOM Mb (kg): 

 u1 v1 θ1 u2 v2 w2 
u1 2612.4 0 0 1306.2 0 0 
v1 0 29010.9 9767258 0 1007.6 -5781732 
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θ1 0 9767258 4.23E+09 0 5781732 -1.27E+09 
u2 1306.2 0 0 2612.4 0 0 
v2 0 1007.6 5781732 0 2910.9 -9767258 
w2 0 -5781732 -1.27E+09 0 -9767258 0 

 

Matriz de masa del elemento COLUMNA CENTRAL Mc (kg): 

 u1 v1 θ1 u2 v2 w2 
u1 574 0 0 287.4 0 0 
v1 0 640.4 714468.7 0 221.7 -422275 
θ1 0 714468.7 2.57E+08 0 422275.3 -7.71E+07 
u2 287.4 0 0 574 0 0 
v2 0 221.7 422275.3 0 640.4 -714469 
w2 0 -422275 -7.71E+07 0 -714469 2.57E+08 

 

Matriz de masa para el contra peso (Counter Weight, kg): 

 u1 v1 
u1 0 0 
v1 0 90000 

 

Matriz de masa para el chute tipo banano (Loading Spout, kg): 

 u1 v1 
u1 0 0 
v1 0 1500 

 

Anexo O 

A continuación, se muestra los planos proporcionados por Antamina S.A., los cuales se 

utilizaron para poder realizar los diferentes dibujos, modelamientos 3D y para la obtención de 

algunas medidas que sirvieron para determinar los diferentes análisis. 
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