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Presentacion
Setior: Decano de la Facultad de Ciencias Quimicas, Fisicas y Matematicas
Senior: Director de la Escuela Profesional de Matemaética

Senores: Miembros del Jurado

El presente trabajo de tesis intitulado: TEOREMA DE ARZELA-ASCOLI
APLICADO EN LA EXISTENCIA DE SOLUCIONES DE UNA ECUACION DI-
FERENCIAL DE PRIMER ORDEN Y EN LA SUCESION DE FUNCIONES CON-
TINUAS CON DOMINIO COMPACTO para optar al Titulo profesional de LICEN-
CIADO EN MATEMATICA, tiene por objetivo desarrollar la teorfa de las sucesiones
de funciones y demostrar que el teorema de Arzela-Ascoli garantiza que cualquier
sucesion de funciones continuas (f,,) con dominio compacto K, posee una subsuce-
sion uniformemente convergente. El contenido de este trabajo se subdivide en cuatro
capitulos que se describen a continuacion:

En el primer capitulo se presenta el planteamiento del problema, la formulacion
del problema, los objetivos, antecedentes, metodologia, justificacion y las limitacio-
nes.

En el segundo capitulo, se presenta los conceptos béasicos de la teoria de los
espacios métricos, que lleva asociado la idea de una distancia entre dos elementos
de un conjunto no vacié, del cual se puede deducir el concepto de norma, que a
su vez define también otros conceptos como el de bolas las cuales son importantes
para el entendimiento de la convergencia de sucesiones, seguidamente se revisan las
aplicaciones continuas entre espacios normados de dimensioén finita.

El tercer capitulo, hace referencia a la compacidad de un conjunto, y sus
diferentes versiones equivalentes las cuales son de importancia, como el caso en que
el dominio sea un subconjunto compacto, y se demuestra el teorema de Arzela-
Ascoli, que es el tema principal de este trabajo junto a sus aplicaciones.

Finalmente, el cuarto capitulo se encarga de desarrollar algunas aplicaciones
de relevancia que tiene el teorema de Arzela-Ascoli en la variable compleja y en la

existencia de soluciones para una ecuacion diferencial de primer orden.
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Resumen

Las sucesiones de funciones con dominio compacto son una herramienta po-
derosa en el analisis matematico para comprender el comportamiento de funciones
complicadas mediante la aproximacién de secuencias de funciones mas simples. Su
estudio permite explorar diferentes tipos de convergencia.

El objetivo de este trabajo es determinar bajo que condiciones al respecto
de un conjunto E de funciones continuas, todas con el mismo dominio, se puede
garantizar que cualquier sucesion con términos (f,) € E posee una subsucesion
uniformemente convergente. Previamente, en el marco teodrico, se enuncian algunas
propiedades que serdn necesarias para desarrollar el trabajo. Luego de desarrollar
el concepto de Equicontinuidad y demostrar el Teorema de Cantor-Tychonof, se
desarrolla lo que es propiamente el Teorema de Arzela-Ascoli.

El Teorema de Arzela-Ascoli, proporciona condiciones necesarias para que una
sucesion de funciones continuas (f,,) definidas en un subconjunto compacto de los
numeros reales, admita una subsucesion uniformemente convergente. Se aborda dos
aplicaciones de relevancia, en variable compleja y en la existencia de soluciones de
una ecuaciéon diferencial de primer orden.

En conclusion, el Teorema de Arzela-Ascoli es el soporte principal que da con-

diciones necesarias para desarrollar las aplicaciones.

Palabras clave: Convergencia uniforme, Equicontinuidad, Sucesiones de funciones,

Teorema de Arzela-Ascoli.



Abstract

The sequences of functions with a compact domain are a tool powerful tool
in mathematical analysis to understand the behavior complying with complicated
functions by Sequence approximation of simple functions. Its study allows us to
explore different types of convergence.

The objective of this work is to determine under what conditions at with
respect to a set E of continuous functions, all with the same as a domain, it can
be guaranteed that any sequence with terms (f,) € E has a uniformly convergent
subsequence. Previously, in the general section, some properties that will be neces-
sary to develop the work are stated. After developing the concept of Equicontinuity
and proving the important Cantor-Tychonov Theorem, what is properly the Arzela-
Ascoli Theorem is developed.

The Arzelad-Ascoli Theorem provides us with necessary conditions so that
a sequence of continuous functions (f,) defined in a compact subset of the real
numbers admits a uniformly convergent subsequence. Two relevant applications are
addressed, in a complex variable and in the existence of solutions of a first order
differential equation.

In conclusion, the Arzela-Ascoli Theorem is the main support necessary con-

ditions remain to develop the applications.

Keywords: Arzela-Ascoli Theorem, Equicontinuity, Sequences of functions, Uni-

form convergence.
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Introduccién

Las sucesiones de funciones con dominio compacto son un tema importante
en el analisis matematico y juegan un papel fundamental en diversos campos como
el calculo, la teoria de la medida y la teoria de la probabilidad.

La teoria de las sucesiones de funciones con dominio compacto permite es-
tudiar el comportamiento limite de estas sucesiones y entender cémo convergen en
relacion con las propiedades de los conjuntos compactos.

Una de las motivaciones principales para el estudio de estas sucesiones es la
aproximacion de funciones. En muchos casos, es dificil trabajar directamente con
una funciéon complicada, pero se puede obtener una mejor comprensiéon mediante la
aproximacion de dicha funcién mediante sucesiones de funciones més simples y ma-
nejables. Esto se logra construyendo sucesiones de funciones con dominio compacto
que convergen a la funcién deseada en cierto sentido.

Existen diferentes tipos de convergencia que se pueden considerar en las su-
cesiones de funciones con dominio compacto, como la convergencia puntual, la con-
vergencia uniforme. Cada tipo de convergencia tiene sus propias propiedades y apli-
caciones particulares.

La teoria de las sucesiones de funciones con dominio compacto también estéa
estrechamente relacionada con otros conceptos matematicos, como la continuidad,
la diferenciabilidad y la integrabilidad. Estas sucesiones permiten estudiar las pro-

piedades de las funciones limite y coémo se heredan de las funciones de la sucesion.



Capitulo 1

PLANTEAMIENTO DEL
PROBLEMA

1.1. Descripcién del problema

Recorriendo por el mundo de la matematica, uno de los parajes con los que uno
se encuentra son las sucesiones, que son funciones de gran aplicaciéon que se utilizan
frecuentemente para demostrar teoremas y propiedades de la topologia, los espacios
métricos. Son mucho més destacadas sus aplicaciones las cuales no solo se limitan
dentro de las matematicas mismas, si no que también toman papel importante en
otras areas, como la biologia, los fendmenos naturales; haciendo uso de los ntimeros
de Fibonacci, intereses bancarios etc. En el ambito interdisciplinario por ejemplo, se
utilizan para representar listas ordenadas de elementos, es asi que debido al hecho
de que las sucesiones obedecen a un patrén o comportamiento, es fundamental para
la ciencia y sus aplicaciones en general, buscar siempre perfeccionar la teoria de las
sucesiones ya que mediante estas se puede predecir comportamientos en el futuro.

Para las sucesiones de ntimeros reales, existe una tnica nociéon de limite, y
ademés para que toda sucesion de nimeros (z,) € I C R posea una subsucesion
convergente es necesario y suficiente que I sea un conjunto limitado, asi teniendo es-
tudiado las sucesiones y series de nimeros reales, se consideran las sucesiones cuyos
términos son funciones donde se ve que hay diferentes maneras de definir la conver-
gencia de una sucesion de funciones como la convergencia simple y la convergencia

uniforme.



Ciertos problemas importantes en la teoria de sucesiones estan dirigidos a
que si se supone que cada término de la sucesion (f,) tiene una cierta propiedad
(por ejemplo: continuidad, diferenciabilidad, integrabilidad, ver Little y cols. (2015))
. Hasta qué punto puede afirmarse que la funcién limite f también posee esa pro-
piedad? como ejemplo, supongamos que cada f, es continua en un punto xy de su
dominio, para todo n € N (todas con mismo dominio). jla funcion limite f es tam-
bién continua en el punto xq?

El problema central radica en determinar bajo que condiciones al respecto de
un conjunto de funciones continuas F, todas con mismo dominio, se puede garan-
tizar que cualquier sucesion de funciones f, € E posee una subsucesiéon uniforme-
mente convergente. Extendiéndo la idea a un conjunto E de funciones continuas
f:R D X — R, la limitaciéon no es suficiente para que toda sucesion en E posea
una subsucesion uniformemente convergente. Por tanto, seran necesarias condiciones
adicionales sobre E; condiciones que se introducen a continuacién, como la equiconti-
nuidad y el concepto de uniformidad limitada que son de mucha ayuda para enunciar
el teorema de Arzela-Ascoli (ver Lima (2013)) que sera el resultado principal a de-
sarrollarse.

Por tltimo también se ven las aplicaciones de los conceptos antes menciona-
dos en problemas diversos como las funciones de variable compleja (Cartan (1995);
Ward Brown y cols. (2004); Narasimhan y Nievergelt (2012)) y ecuaciones diferen-
ciales (Sotomayor (1979))

1.2. Formulacioén del problema

1.2.1. Problema general

JEl teorema de Arzela-Ascoli garantiza que cualquier sucesion de funciones
continuas (f,,), definidas en un conjunto compacto K posee una subsucesion unifor-

memente convergente?



1.2.2. Problemas especificos

1. Dada una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden. ;El teorema de
Arzela-Ascoli garantiza la existencia de al menos una solucién en un sub-

conjunto compacto K7

2. ;(Dado un conjunto limitado y equicontinuo de funciones C-diferenciables H,
existird una subsucesion la cual converge uniformemente a una funciéon C-

diferenciable en un subconjunto compacto K?

1.3. Objetivos de la investigaciéon

1.3.1. Objetivo general

Demostrar que el teorema de Arzela-Ascoli garantiza que cualquier sucesion
de funciones continuas (f,,) con dominio compacto K posee una subsucesion unifor-

memente convergente.

1.3.2. Objetivos especificos

1. Demostrar que el teorema de Arzela-Ascoli garantiza la existencia de por lo
menos una solucién en un subconjunto compacto K a una ecuacién diferencial

de primer orden.

2. Demostrar que dado un conjunto limitado y equicontinuo de funciones C-
diferenciables H, existe una subsucesion uniformemente convergente a una

funcion C-diferenciable en un conjunto compacto K.

1.4. Justificacién del problema

El presente trabajo de investigacion se desarrolla con el fin de contribuir con el
desarrollo del area de investigacion de Analisis, en particular la teorfa de sucesiones,
ademés, si bien es cierto que en los tltimos anos se ha ido avanzado en el desarrollo
de la teoria de las sucesiones de funciones cada vez con mayor ahinco, la literatura
existente en nuestro medio, adolece atn de ejemplos claros que permitédn lograr un

mejor entendimiento de las aplicaciones de estos conceptos.



En ese entender este trabajo, aporta de manera significativa en la difusiéon de
las aplicaciones de las sucesiones de funciones para resolver problemas de variable

compleja y ecuaciones diferenciales en particular.

1.5. Limitaciones

La principal limitacién que se tuvo en el presente trabajo fue el excesivo costo

de articulos y la poca informacion, en nuestro medio, referentes al tema.

1.6. Metodologia

El trabajo inicia con la consulta de fuentes bibliograficas que profundicen
las teméaticas y con el desarrollo de ejemplos que permitan conceptualizar mejor
las mismas. Para la elaboracion del trabajo se lleva un registro de la actividad
matematica (ejemplos, teoremas, demostraciones y en general de los avances que se

obtengan) para asi, cumplir con los objetivos planteados.

1.6.1. Tipo de investigacion

El presente trabajo es de tipo basica debido a que se usa teoremas y resultados

fundamentales dentro del campo de las matemaéaticas.

1.6.2. Diseno de Investigacion

La investigacion tiene un disenio descriptivo porque se realiza a través de la

consulta de documentos, libros, articulos,etc.



Capitulo 2

MARCO TEORICO

2.1. Antecedentes

Los espacios métricos son un ejemplo de espacios topologicos, de mucha im-
portancia en la misma topologia, el analisis funcional, y en general para las Mate-
maticas. De los espacios métricos, se desprenden como caso particular, los espacios
normados y de estos a su ves, se tienen a los espacios dé Banach, que generalizan el
concepto de R".

Es universalmente admitido de que los primeros en estudiar los conjuntos in-
finitos de funciones fueron los matemaéticos italianos G. Ascoli (1884) y C. Arzela
(1883) ambos de manera independiente, quienes abordaron este estudio basado en
algunos conceptos y teoremas de la teoria de conjuntos puntuales de Cantor trasla-
dados a conjuntos de curvas continuas.

Diferentes enfoques recientes han sido estudiados por Chiristina Sormani (2018),
en su articulo Intrinsic flat Arzela-Ascoli theorems, donde prueba dos teoremas de
Arzela-Ascoli, para sucesiones intrinsecamente planas convergentes de variedades
ademas de un teorema basico de Bolzano-Weierstrass para secuencias de puntos en
tales sucesiones de espacios.

Otro estudio reciente lo hace Gilson Teixeira Pereira (s.f.) (2016) en su trabajo
de fin de curso titulado El Teorema de Arzela-Ascoli, donde presenta las condiciones
necesarias para que una sucesion de funciones continuas definidas en un subconjunto
compacto de los nimeros reales admita una subsucesién uniformemente convergente.

Asi como también se tomo en cuenta la publicacion emitida por la Universida-



de Tecnologica Federal do Parana en el afio 2016, que titula Un estudio sobre el Teorema de Arzela-Asc
de Mayara Vendramini Codognos (2016), donde realiza un estudio sobre sucesiones

de funciones, en el cual son analizados los principales tipos de convergencia, también

se demuestra el teorema de Arzela-Ascoli y por ultimo se aborda una aplicacién en

el calculo de variaciones.

Todos estos trabajos dan importantes luces en el abordamiento del teorema
de Ascoli-Arzela y cada uno aportando de diferente manera con enfoques distintos.
De esta forma se puede encontrar mayores herramientas a la hora de aplicar este
teorema de acuerdo al uso que se le quiera dar o al tema que se le quiera aplicar.

Finalmente, entre las obras que se usaron para el estudio de estos conceptos
antes mencionados se incluyen los libros de James Munkres (2000), Jhon Kelley
(2017), Bartle y Sherbert (2000), Elon Lima (1983), Domingues (1982). Otra re-
ferencia clasica todavia muy utilizada es Elon Lima (2004), Tom Apostol (2020).
Entre las publicaciones méas recientes, se menciona Pugh y Pugh (2002); Ovchinni-
kov (2021); Ziemer y Torres (2017), cuyos enfoques pueden servir para estudios mas

generales.

2.2. Espacios Métricos

Los espacios métricos son mucho méas generales que los espacios normados.
La estructura métrica de un espacio normado es muy especial y posee propiedades
que los espacios métricos generales no tienen necesariamente. Los espacios métricos
son un concepto relevante en matematicas, tal es asi que funciona como una especie
de puente entre el analisis real y la topologia general. A cada espacio métrico se
le asocia una topologia que capta precisamente la nocién de continuidad para la
métrica dada. Esto significa que muchas propiedades topoldgicas pueden entenderse
en el contexto de los espacios métricos, abarcando muchos ejemplos de diversos
grados de complejidad, sin dejar de tener en cuenta una nociéon de distancia. La
nocion de distancia suele considerarse mucho menos abstracta que la de topologia, y
muchas de las pruebas son simplemente una reformulaciéon de las pruebas estandar
del analisis real. Los espacios métricos fueron introducidos en 1906 por Frechet

en su trabajo Sur quelques points du calcul fonctionnel para explicar en términos



abstractos importantes resultados obtenidos por matematicos de su generacién o
ligeramente mayores, como Hadamard, y de una o dos generaciones anteriores, como
Arzela. Asi, los espacios métricos son bastante mas recientes que los principales
objetos de estudio tradicionales, como R y varios espacios funcionales.

A continuacién se define el concepto de espacio métrico y se establece propie-
dades basicas como también se examina un método para construir nuevos espacios
a partir de espacios métricos dados como la construccién de una métrica en un pro-

ducto de dos espacios.

Definicion 2.2.1 (Ziemer y Torres (2017)) Un espacio métrico es un conjunto
arbitrario no vaci6 X dotado de una métrica p : X x X — [0,00) que satisface las

siguientes propiedades para todo z,y y z en X.
L plx,y)=0&x=y
2. p(,y) = ply, z)
3. p(x, 2) < plz,y) + ply, 2)

Se escribe (X, p) para denotar el espacio métrico X dotado de una métrica p.
A menudo, la métrica p se denomina funcién de distancia, y un nombre razonable

para la propiedad (3) es la desigualdad triangular.

Ejemplo 2.2.1 Sea X = R", el conjunto de todas las n-uplas de ntimeros
reales. Si x = (1,29, ,%,) € y = (Yy1,%2,* - ,Yn) son elementos de X. Existen

tres formas naturales de definir la distancia entre dos puntos en R”

n

p(e,y) = V(@ — g2+t (@ — ya)2 = [ — 1))

i=1

pr(,y) = w1 — a4+ |an —yal = Z‘xz = Uil
i=1

Poc(T,y) = mé4X{|$1 - ?Jl|7 T, |9Un - ynl} = lfgéx |95z‘ — uil
<i<n

Teorema 2.2.1 Sean p, p1, poo las métricas definidas en el Ejemplo 2.2.1 Para



todo z,y € R™ se tiene:

Poo(®,y) < p(x,y) < p1(2,y) < npoo(,y)

Demostracion: Se empieza a mostrar la primera desigualdad. Se tiene por definicion
que

poo(,y) = MAX [z; — i

Asi, sin perdida de generalidad se puede suponer que po(z,y) = |z; — y;| para algin

1, luego por definiciéon del valor absoluto se tiene que

|$z‘ - yz| = (xz - yi)2

luego, no es dificil ver que la siguiente desigualdad es cierta

V(@i — )2 < V(@ —)? + (@2 — 12)> + - + (@0 — Yn)?

y nuevamente, por definiciéon se tiene que

V(@ —y)? 4 (w2 — y2)2 + -+ (@0 — ya)? = p(2,y)

Ahora, pasando a la demostracion de la segunda desigualdad, por definicion se tiene

que

luego

\/(371 - y1)2 +oee A+ (wn - yn)2 < \/(xl - yl)2 +ot (*Tn - yn)2

puesto que la expresion (1 — y1)? + (22 — y2)? + - - + (2, — yn)? siempre es menor
o igual que (21 — y1)* + (22 — ¥2)* + -+ + (20 — yn)” + 2(y/ (21 — y1) (22 — y2) +
Vi —y)(zs —ys) + 4+ /(@1 — Yn-1)(@n — yn)) de manera obvia. Por tanto

de la definicién de valor absoluto se sigue

\/(zl_y1)2+"'+($n_yn)2§|w1_y1|+"'+|$n_yn|



Luego se tiene que p(z,y) < p1(z,y)

Finalmente, se tiene por definiciéon que

pl('ruy) = ’551 _yl‘ +ee ‘xn —ynl

ahora suponga que maxi<;<, |z; — y;| = |x; — y;| para algin i

Entonces

Ty — 1| < o — vl

|zo —yo| < |xi — il

|xn - yn| S |Iz - yz|

sumando las n desigualdades se tiene que

21 — 1|+ -+ |2 — Yal < 0l — yi

Por consiguiente se tiene que p1(x,y) < n.poo(x,y) O

Definiciéon 2.2.2 (Lima (1983)) Sean X e Y espacios métricos cuyas métricas
se indican por p. Al producto cartesiano X x Y formado por los pares ordenados
z = (z,y) donde x € X ey € Y, se le puede dotar de una métrica, definiendo la

distancia de z = (x,y) a z; = (z1,y1) como

p1(z,21) = p(x,21) + p(y, y1)

Poo(2,21) = max{p(z,x1), p(y,y1)}

p(z,21) = v/ p(x,21)2 + p(y, y1)?

Las dos primeras son mucho més simples para trabajar en comparaciéon con
la tercera, la cual es mencionada solo para incluir el caso euclidiano.

La generalizacién para un producto de n factores es inmediata. Se dan los
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espacios métricos X, Xs, -+, X, cuyas métricas se indican con p, el producto car-
tesiano X = Xj X Xy X -+ x X, es el conjunto de n-uplas z = (x1,--- ,z,) donde
r, € Xy, -+ ,x, € X,,. X se convierte en un espacio métrico junto con cualquiera

de las tres métricas abajo

Poo(,y) = méx{p(z1,y1), -+, p(Tn, Yn)}

pi(x,y) = p(x1,y1) + - + p(Tn, Yn)

p(x,y) =/ plet, y1)? + - + p(Tn, Yn)?

Cuando X; = --- = X,, = R se obtiene el espacio euclidiano R™ como producto
cartesiano de n copias del espacio métrico R.

Definicién 2.2.3 (Ziemer y Torres (2017)) Sea X un espacio vectorial real.
Una funcién ||| : X — R es una norma sobre X si se verifican las siguientes

condiciones para todo x,y € X y « escalar:

L ]l >0

2. Siz#0= |z #0
3. [Jaz| = |al.||z|

4 lz +yll < =]l + [y

En particular se puede interpretar la norma de un vector  como la distancia
del punto z al origen.

Un espacio vectorial normado es un par (X, || ||) donde X es un espacio vec-
torial real y |||| es una norma en X. Aqui se designa el espacio vectorial normado
con X, dejando la norma sobrentendida.

Algunos ejemplos de espacio vectorial normado son (R™, || |]), (R™, || []1), (R™, || ||o0)

donde z = (z1,--- ,x,) € R™, y se tiene que

lzll = /D (@2 lali=)_lzl, llellee = max{leil}

Teorema 2.2.2 Sea (X, || ||) un espacio vectorial normado entonces d(x,y) =

|x — y|| es una métrica.
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Demostracion: Sean x,y, z,w € X entonces
1. p(z,y) = ||z — y|| > 0 para todo z,y € X
2. p(x,y)=0&fz—y|=0e2-—y=00=y
3op(my) =lle—yl=1—@ -2 =1=1ly—=zl = lly —zll = ply, )
4 oplry) =llz -yl =llz —z+z -yl <llz =2l + Iz =yl = p(z,2) + p(z,9)

Teorema 2.2.3 Todo espacio vectorial normado (X, || ||) se convierte en un
espacio métrico por medio de la definicion p(z,y) = ||z — y||
Demostracion: Sea (X, | ||) un espacio normado, por el Teorema 2.2.2 se tiene que
p(x,y) = ||x — y|| es una métrica, por tanto (X, p) es un espacio métrico. [J

Esta métrica se dice proveniente de la norma || ||.

2.2.1. Topologia de los Espacios Métricos

Definicion 2.2.1.1 (Ziemer y Torres (2017)) Sea X un espacio métrico con

métrica p. Una bola abierta de radio r y centro a € X es el conjunto definido por:

B(a,r) = X N {y; pla,y) < r}

donde 7 > 0.
Definiciéon 2.2.1.2 (Ziemer y Torres (2017)) Sea X un espacio métrico con

métrica p. Una bola cerrada de radio r y centro a € X es el conjunto definido por:

B(a,r) = X n{y; pla,y) < r}

donde 7 > 0.
Definicion 2.2.1.3 Sea X un espacio métrico con métrica p. La esfera de

radio r y centro a € X es el conjunto definido por:

S(a,r) = X N{y; pla,y) =1}

donde r > 0.

Luego, se tiene que B(a,r) = B(a,r) U S(a,r), es una reunién disjunta.
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Ejemplo 2.2.1.1 En el plano R? la bola abierta B(a,) es el interior de un
circulo de centro a y radio r, o el interior de un cuadrado de centro a y lados de
longitud 2r, paralelos a los ejes o el interior de un cuadrado de centro a y diagonales
paralelas a los ejes, ambas de longitud 2r. Estos casos corresponden a las normas

Il I llso s I I+ respectivamente, las cuales se representan a continuacion.

Definicion 2.2.1.4 (Domingues (1982)) Sean p e p/ métricas sobre el mismo
conjunto X. Se dice que p e p’ son métricas equivalentes si, para cada p € X,
cualquier bola B,(p, €), existe A > 0 de manera que B)(p, A) C B,(p, €) y, viceversa,
dada una bola B(d, €) existe A > 0 de forma que B,(p,\) y B,(p, \) C B,(p,€).

Definicion 2.2.1.5 (Apostol (2020)) Sea X un espacio métrico. Un punto
a € X se dice que es un punto interior a X si existe alguna una bola abierta
contenida en X, es decir, cuando existe r > 0 tal que B(a,r) C X.

Se llama interior de X, al conjunto int X formado por los puntos interiores a
X, es decir:

int(X) = | J{B(x,r) : B(z,r) C X}

zeX
Definicion 2.2.1.6 (Lima (1983)) Se llama frontera de X C M al conjunto
0X formado por los puntos a € M tal que toda bola abierta de centro a contiene

por lo menos un punto de X y un punto del complemento M — X ,es decir
0X ={aeM : Bla,r)N X # ¢ AN B(a,r)N[M — X| # ¢, ¥r > 0}

Definiciéon 2.2.1.7 Apostol (2020) Un subconjunto A de un espacio métrico
X se dice abierto cuando todos sus puntos son puntos interiores.

Teorema 2.2.1.1 En cualquier espacio métrico X, una bola abierta B(a,r)
es un conjunto abierto.

Demostracion: Sea x € B(a,r). Entonces p(z,a) < r y por tanto s =1 — p(z,a) es
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un ndmero positivo. Se afirma que B(z,s) C B(a,r). Asi, si y € B(x,s) entonces
p(z,y) < sy por tanto p(a,y) < p(a,z) + p(z,y) < pla,z) +s = r. Luego y €
B(a,r)d

Teorema 2.2.1.2 Sea (A;)ic; C X una familia arbitraria de subconjuntos

abiertos, se tiene que | J,.; A; es un subconjunto abierto.

iel

Demostracion: Si x € |J,.; A; entonces existe ig € I tal que = € A;; y como A;, es

i€l

abierto, existe r > 0 tal que B(x,r) C A; C J;c; As, es decir que z € int(|J;c; Ai)

el

y por tanto | J,.; A; es un conjunto abierto. ]

iel
Teorema 2.2.1.3 Sea (A;)"; C X una familia finita de conjuntos abiertos

entonces [);_, A; es abierto.

Demostracion: Sea x € ﬂ?zl A; entonces v € A; para todo i = 1,---,n, como
A; es abierto para todo i = 1,--- ,n, existe r; > 0 tal que B(z,r;) C A; para
todoi = 1,---,n, se toma r = min{ry,--- ,r,} entonces B(x,r) C A; para todo

i=1,---,n, luego B(z,r) C (., A; Por tanto ()., A; es abierto.

Definiciéon 2.2.1.8 (Kelley (2017)) Se dice que un conjunto F' C X es cerrado
cuando su complemento X — F' es abierto en X.

Definicion 2.2.1.9 (Munkres (2000)) Sea A C X se define la clausura de A

como

A= ﬂ {F; Fes cerrado }
ACF

Teorema 2.2.1.4 Sea (A;);c;r C X una familia arbitraria de subconjuntos
cerrados de X entonces se tiene que (),.; 4; es un subconjunto cerrado.
Demostracion: Como (A;);e; es una familia de conjuntos cerrados entonces (A¢)er
es una familia de abiertos y por el Teorema 2.2.1.2 se tiene que | J,.; AS es abierto.
Ast ((N;er Ai)¢ = U;ep AF v por tanto (),.; A; es cerrado. [

Teorema 2.2.1.5 Sea (4;)!_; C X una familia finita de subconjuntos cerrados
de X entonces se tiene que | J;_, A; es un subconjunto cerrado.

Demostracion: Como (A;)?_; una familia de cerrados entonces (A¢);—; es una familia
de abiertos y por el Teorema 2.2.1.3 se tiene que [, A es abierto. Asi (|J;—, 4;)¢ =
Ni; AS y por tanto |J;_; A; es cerrado. [

Teorema 2.2.1.6 Sea A C X entonces

1. int A es abierto.
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2.intACA
3. int A es el mayor abierto contenido en A

Demostracion:

(1) Sea x € int A entonces existe r > 0 tal que B(x,r) C A, luego

B(x,r) C | J{B(z,r) : B(x,r) C A} = int A
T€A
(2) Sea x € int A entonces existe r > 0 tal que B(z,r) C A, luego = € B(z,r) C A.
Por tanto int A C A
(3) Suponga que existe B abierto tal que int A C B C A. Sea x € B, como B es

abierto se tiene que existe r > 0 tal que B(x,r) C B C A, luego

B(z,r) C U{B(x,r) : B(z,r) C A} =int A
€A
Asi B C int A, por tanto B =int A [

Teorema 2.2.1.7 Sea A C X entonces

1. A es cerrado.

2. AcA
3. A es el menor cerrado que contiene a A

Demostracion:
(1) Como A = (,.p{F : Fes cerrado} y por el Teorema 2.2.1.4 se tiene que A es
cerrado.
(2) Sea x € A, suponga que x ¢ A entonces x ¢ (), {F : Fes cerrado }, luego
x ¢ F para algin A C F es decir que x € F¢, lo cual es absurdo puesz € AC F'y
x € F° Por tanto z € A
(3) Suponga que existe B cerrado tal que A C B C A. Si A C By B es cerrado
entonces () ,-p{B : Bes cerrado } C B, asi A C B, luego A= B. [J

Teorema 2.2.1.8 Sea A C X entonces A es cerrado si y solo si A = A.
Demostracion:

(=) Suponga que A es cerrado, por el Teorema 2.2.1.7 se tiene que A C A, y como
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A C Ay A es cerrado entonces A C A, por tanto A = A.

(<) Suponga que A = A, como A es cerrado se tiene que A es cerrado. [

2.2.2. Sucesiones

Definicion 2.2.2.1 (Pugh y Pugh (2002)) Una sucesion en un espacio métrico
X es una funciéon x : N — X definida en el conjunto N de los nimeros naturales.
El valor que esa funciéon asume en el nimero n € N se indica por z,, y se llama el
termino n-esimo de la sucesion.

Definicion 2.2.2.2 (Pugh y Pugh (2002)) Una subsucesion de (x,) es una
restriccion de la funciéon x — x, a un subconjunto infinito N = {n1 <ng <--- <
n; < ---} de N. La subsucesion es indicada por la notacion (x,),,cy

Definicion 2.2.2.3 (Lima (1983)) Una sucesion (x,,) en el espacio métrico X
se llama limitada cuando el conjunto de sus términos es limitado, es decir cuando
existe un ¢ > 0 tal que p(x,,,z,) < ¢ para cualquier m,n € N.

Definicion 2.2.2.4 (Pugh y Pugh (2002)) Se dice que una sucesion (x,) en
un espacio métrico X converge para a, si existe un punto a € X tal que para cada
e > 0, existe ng € N tal que para que n > ng implica que p(x,,a) < €.

En este caso, se dice que (z,) converge hacia a y se escribe a = lim,, oo . Si
(z,,) no converge, se dice que la sucesion es divergente.

Afirmar que a = lim z,, en X equivale a decir que toda bola B(a,r) de centro
a contiene a x, para todo n con excepciéon de un nimero finito de ellos.

Definiciéon 2.2.2.5 (Lima (2004)) Sea X = R. Una sucesion (z,) en R se
llama mondétona cuando se tiene z, < x,11 0 T,41 < z, para todo n € N. En el
primer caso se dice que la sucesion es mondtona no decreciente y en el segundo caso
se dice que es mondtona no creciente.

Definicion 2.2.2.6 (Lima (2013)) Una sucesion (x,) en un espacio métrico
X se llama una sucesion de Cauchy cuando, para todo ¢ > 0 dado, existe ng € N tal
que m,n > ng = p(Tmy, T,) < €.

Teorema 2.2.2.1 Toda sucesion convergente es limitada
Demostracion: Sea lim z,, = a en un espacio métrico X. Tomando ¢ = 1 se obtiene
no € Ntal quen > ny = x,, € B(a,1). Por tanto el conjunto de valores de la sucesion

esta contenido en la reunion {zq,--- ,xy}UB(a, 1) de dos conjuntos limitados, luego
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es limitado. [J

Teorema 2.2.2.2 El limite de una sucesion si existe, es tinico.
Demostracion: Sea (x,) una sucesion en el espacio métrico X y sean a,b € X tal
que limz,, = a y limz,, = b. Dado arbitrariamente € > 0, existe ng € N tal que n >
no = p(x,,a) < g Existe también ny; € N tal que n > ny = p(x,,b) < g Ahora,
tomando n € N mayor que ng y que ny, se tiene que p(a,b) < p(a,z,)+ p(zn,b) < €.
Se sigue que 0 < p(a,b) < € para todo € > 0 y por tanto p(a,b) = 0 implica que
a=">b. 0

Teorema 2.2.2.3 Si a = lim x,, entonces toda subsucesion de (z,) converge
para a.
Demostracion: Sea N' = {n; < ny < --- < n; < ---} un subconjunto infinito de N.
Dado cualquier € > 0, existe ng € N tal que n > ng = p(z,,a) < e. Existe también

1o € N tal que n;, > ng.Luego
i >d9 = n; >Ny = p(an,,a) <€

Por tanto,

lim z,, = lim 2, =a
1— 00 n—oo

Asi, cualquier subsucesion de (z,,) converge para a. [

Teorema 2.2.2.4 Si (x,,) es una sucesion de X convergente, entonces es una
sucesion de Cauchy.
Demostracion: Como (x,,) es una sucesion convergente. Dado x € X y € > 0, existe
N € N tal que si n > ng entonces p(z,, ) < <

2
Tomando n,m € N tal que n, m > ngy entonces

P(Tn, Tm) < p(@n, 1) + p(2, 20)

por tanto (z,) es una sucesion de Cauchy. [
Teorema 2.2.2.5 Si (z,,) es una sucesion de Cauchy en X, entonces es limi-
tada.

Demostracion: Sea (x,) una sucesion de Cauchy en X.
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Para todo € > 0. En particular tomando ¢ = 1, existe ng € N tal que si n,m > ng
entonces p(zy, T,) < 1.

Luego el conjunto {,, 11, Tnor2, - } es limitado y tiene didametro < 1. Se sigue que

{xlam%"' 7xn7"'}: {xla"' 7xN}U{Ino+l)xno+27”'}

es limitada. [J

Teorema 2.2.2.6 Toda sucesion monotona limitada es convergente.
Demostracion: Dada una sucesion monétona limitada (z,,), sin perdida de generali-
dad, suponga que (x,) es no creciente. Se define el conjunto A = {--- [z, -+ 21}
y a = inf A. Se afirma que a = lim,,_,, x,,. En efecto: Dado un € > 0 entonces a + ¢
no es cota inferior de A, luego existe ng € N tal que a < z,,, < a + €. Asi para todo
n > ng se tiene que a — € < z, < a < z,, < a -+ € por tanto lim,,_, z, = a.l]

Teorema 2.2.2.7 Toda sucesion limitada de niimeros reales posee una sub-
sucesion convergente.
Demostracion: Como (x,,) es limitada, solo queda mostrar que (z,) posee una sub-
sucesion monotona. Previamente se define a un termino z, de la sucesién como
termino destacado, cuando x,, > x, para p > n.
Sea £ C N el conjunto de los indices n tal que z, es un termino destacado, es
decir £ = {n € N/z, > z,}. Si E es un conjunto infinito, £ = {n; < ny <
-+ < ng < --- } entonces la subsucesion (x,),cp sera monétona no creciente porque
Tpy 2 Tpy 2 -7+ 2 Ty 2
Por el contrario, si F es un conjunto finito, sea n; > n para todo n € E y
n; € N entonces z,, no es destacado porque n; ¢ FE, luego existe ny > n; con
Tn, < Tpn, ¥ sSucesivamente x,, no es un termino destacado luego existe nz > ns con
Ty < Tp, < Tpn,, vy prosiguiendo de esta forma se obtiene una subsucesion creciente
Ty < Ty < Ty < -0 < Ty, < --- U

Teorema 2.2.2.8 Si una sucesion de Cauchy (z,,) posee una subsucesion que
converge para a € R entonces lim,,_,, x,, = a.
Demostracion: Dado € > 0, existe ng € N tal que para m,n > ngy se implica que
(T, ) < g Puesto que a es limite de una subsucesion de (z,,), existe una infinidad

de indices n con x,, € (a—¢,a+¢€). En ese entender existe n; > ng tal que p(z,,,a) <
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€ .
3 por tanto para n > ng se tiene que

€ €

lo que muestra que lim,,_,, z,, = a.]

Teorema 2.2.2.9 Toda sucesion de Cauchy de niimeros reales es convergente.
Demostracion: Dada (x,) una sucesion de Cauchy, por el Teorema 2.2.2.5 (x,,) es
limitada. Luego por el Teorema 2.2.2.7 posee una subsucesion convergente, y por el
Teorema 2.2.2.8 se sigue que (z,,) es convergente. [J

Definiciéon 2.2.2.7 (Lima (2004)) Sea A C X se define el conjunto de puntos

de acumulacién de A como
A ={zreX:3(z,) CA tal que z, — z}

Teorema 2.2.2.10 Si A C B entonces A" C B'.
Demostracion: Si x € A" entonces existe (z,,) C A tal que z,, — =, como A C B se
tiene que (x,) C B tal que z,, — z. Por tanto x € B'. O

Teorema 2.2.2.11 A C X es cerrado si y solosi A" C A.
Demostracion:
(=) Suponga que A C X cerrado. Sea x € A"y 2 ¢ A entonces para todo 7 > 0
se tiene que AN (B(x,r) — {z}) # ¢ y v € A, como A es cerrado, se tiene que
A¢ es abierto, existe 9 > 0 tal que B(x,r9) C A°. Tomando r = r¢, se tiene que
AN (B(x,r) —{z}) # ¢ y B(xz,r) C A, lo cual es absurdo. Por tanto x € A, asi
A C A
(<) Suponga que A" C A. Sea x € A° entonces z ¢ A existe r > 0 tal que
AN (B(xz,r) —{z}) = ¢, asi B(z,r) C A°, es decir, A° es abierto. Por tanto A es
cerrado. [

Teorema 2.2.2.12 Si A C X entonces A= AU A"
Demostracion: Al tratarse de una igualdad de dos conjuntos, la demostracion se
hara por doble inclusion.

(C) Como A C A, por el Teorema 2.2.2.10 se tiene que A" C (A)" y por el Teorema
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2.2.2.11 se tiene que (A) C A. Luego
AUA cAU@A) =4AUud=4

por tanto AU A" C A.

(D) Siz € (AUA) entonces v ¢ Ay x ¢ A, es decir existe 7 > 0 tal que
AN (B(x,r) — {z}) = ¢, es decir AN B(x,r) = ¢. Note que A" N B(z,r) = ¢, en
efecto, sea a € B(z,7) y AN B(x,r) = ¢ entonces a ¢ A, asi A' N B(z,r) = ¢.

Luego
B(xz,r)N(AUA) = (B(z,r)NA)U(B(z,r)NA)=pUd=¢

es decir, B(z,r) C (AU A')°. Por tanto (AU A')° es abierto con lo que AU A es
cerrado. Ahora bien, como A C AUA" y AU A’ son cerrados entonces A C AUA'.
O

Corolario 2.2.2.1 A C X es cerrado si y solo si para toda (x,) C A se tiene
que lim,,_,, z, € A.
Demostracion:
(=) Suponga que A C X es cerrado entonces A = A, para cualquier (z,) C A se
tiene que lim,,_,o z, € A = A.
(<) Suponga que para toda (z,) C A se tiene que lim, ;oo 7, € A. Siz € A
entonces existe (z,) C A tal que =, — z, es decir, z = lim, oz, € A , luego
A" c A. Por el Teorema 2.2.2.11 se concluye que A es cerrado. O

Definicion 2.2.2.8 (Lima (2013)) Sea A C X. Se dice que A es denso en X
sisolosi A= X.

Teorema 2.2.2.14 D C X es denso en X siy solo si para todo x € X existe
(x,) C D tal que lim,, o =, = x.
Demostracion:
(=) Suponga que D C X es denso en X entonces X = D. Si z € X entonces z € D
ox € D.Size D, setomax, = x para todo n > 0y asi (2,) C D tal que
1fm,, o T, = 2. Ahora bien, si z € D’ existe (x,) C D tal que lim,,_,oo 7, = . En
ambos casos se obtiene el resultado que se queria.

(<) Suponga que para todo x € X existe (z,) C D tal que lim,,_,, x,, = = entonces
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r €D cD.Luego X C D, asi X = D. Por tanto D C X es denso en X.O
Definicion 2.2.2.9 (Lima (2013)) Un conjunto X C R se llama denso en R
cuando todo intervalo abierto (a,b) contiene algin punto de X.
Teorema 2.2.2.15 Todo conjunto X de ntmeros reales contiene un subcon-
junto numerable K y denso en X.
Demostracion: Sea K el referido subconjunto de X. Dado arbitrariamente n € N, se
puede expresar la recta como reuniéon numerable de intervalos de longitud % Basta

notar que

R:U(%erl)

n
PEZL

Para cada n € N y cada p € Z, se escoge un punto

p p+1
zp, € XN (=, —)
n.on
si esta interseccion no fuera vacia, porque si fuera vacia, x,,, no existiria. Asi, se tiene
que o conjunto K de los puntos xz,, obtenidos es numerable. Ahora se demuestra la

densidad de K en X, para esto, sea I un intervalo abierto conteniendo algtin punto

1
x € X. Para cada n suficientemente grande, la longitud — de cada intervalo
n

(22t

n n

serd menor que la distancia de x al extremo superior de I. Asi se tiene que existe

p € 7Z tal que
ke Pt o
n.on
Luego
xﬂ?%)ﬂm&aﬁ

Asi, existe un punto k,,, con k, € I N K. Esto muestra que todo intervalo abierto

I que contiene un punto x € X contiene también un punto k,, € K. Luego K es

denso en X. [
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2.2.3. Espacios de Banach

El concepto de limite y las propiedades usuales de los limites que se conocen
para funciones reales se cumplen en situaciones donde haya algo como || . ||, que sa-
tisfaga las propiedades basicas de un valor absoluto. Estas cosas se llaman normas y
se presentan en relacion con los espacios vectoriales; son muy tutiles porque permiten
tratar también con el espacio R™ y con espacios de funciones. En la seccion anterior
se defini6 espacio normado, y ahora se define lo que es un espacio de Banach y se
adapta las nociones de sucesiones y convergencia a la norma || . ||

Definicion 2.2.3.1 (Lang (2013)) Sea (z,) una sucesion de X. Se dice que
(z,) converge a xy € X, si para todo € > 0 existe ng € N tal que si n > ngy entonces
|zn — xo|| < €, es decir

lim z,, = g
n—oo

Definicién 2.2.3.2 (Lang (2013)) Sea (z,) una sucesion de X. Se dice que
(x,,) es una sucesion de Cauchy si para todo € > 0 exite ng € N tal que si m,n > ny
entonces ||z, — &,|| <e.

Definicién 2.2.3.3 (Lang (2013)) Sea (z,) una sucesion de X. Se dice que
() es una sucesion limitada si existen ntumeros a, b tal que a < z, < b para todo
n > 0.

Definiciéon 2.2.3.4 (Lang (2013)) Sea (X, ||||) un espacio normado. Se dice
que X es un espacio de Banach si toda sucesion de Cauchy es convergente, es decir
si (x,) C X entonces lim,, ,o, , = x con z € X.

Teorema 2.2.3.1 Dos normas || || y || || sobre el mismo espacio de Banach X

son equivalentes si solo si existen r, s € R* de manera que:
/
rllull < flull” < sflu]

para cualquier u € X.
Demostracion:
(=) Por hipétesis las normas dadas son equivalentes.
Luego dada la bola B,(0,1) existe una bola B, (0,A) tal que B,(0,)) C
B,(0,1)

ru
Tomando un nimero real r tal que 0 < r < A, el vector — para todo u € X,

[[ull
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u # 0, pertenece a la bola B (0, A), y como

” ru ||/ B rHuH/ B
[[ull [Jull

r <A

luego ese vector también pertenece a la bola B,(0, 1) por tanto

ru
Il <

es decir
!
rllul] < lull

Por otro lado, dada la bola B (0, 1), existe A > 0 tal que B,(0,A) C B, (0,1).

Tomando un ntmero real s que verifique las desigualdades 0 < — < A. Enton-
s

ces, para todo u € X, u # 0, el vector ﬁ pertenece a B,(0, \) puesto que
s||u
u Jul| 1
==l = =-<A
sllull ™ sllull s

Luego también pertenece a B, (0,1), por tanto

u

Il <1

slull

es decir

/
lull < slul

Asi se tiene que

’
rllull < flull” < sflu]

para todo vector u # 0. Si se considera también el vector nulo de X, se obtiene la
igualdad de la tesis

’
rllull < flull” < slfull

para cualquier u € X.

(<) Dados u,v € X, por hipotesis se tiene que

’
rllu=vll < llu = vl < sflu =]
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es decir

rp(u,v) < p'(u,0) < sp(u,v)

para cualquier u,v € X, luego las métricas p y p son equivalentes. [J

Teorema 2.2.3.2 Sea (X, || ||) un espacio de Banach y A C X cerrado enton-
ces (A, || ||) es un espacio de Banach.
Demostracion: Sea (x,) C A una sucesion de Cauchy, como A C X entonces
(r,) € X es una sucesion de Cauchy, y como X es un espacio de Banach, exis-
te x € X tal que lim,,_,, x,, = z, por el Corolario 2.2.2.1 se tiene que z € A. Por

tanto (A, || ||) es un espacio de Banach. [

2.2.4. Espacios de funciones

Definicion 2.2.4.1 (Ziemer y Torres (2017)) Para (X, p) un espacio métrico,

sea

p(f,9) = {sup(|f(x) = g(x)| : 2 € X}

la distancia entre dos funciones de valor real limitadas f y g definidas en X. Esta
métrica esta relacionada con la nocion de convergencia uniforme.

Definicién 2.2.4.2 (Bartle y Sherbert (2000)) Dado el espacio normado
(X, I)- Se dice que una funciéon real f : X — R es limitada cuando existe una
constante M > 0 tal que |f(z)| < M para todo = € X.

Se denota al conjunto de las funciones limitadas por
B(X,R)={f:X — R]|f es limitada }
Otro conjunto importante es el conjunto de funciones continuas definido por
C(X,R)={f:X — R]|f es continua }

Teorema 2.2.4.1 (B(X,R), || ||) es un espacio de Banach.
Demostracion: Sea (f,) C B(X,R) una sucesiéon de Cauchy, es decir para todo € > 0
existe ng € N tal que si n,m > ng, entonces sup,cy |fn(z) — fm(2)] < % Ahora por

el Teorema 2.2.2.5 (f,,) es limitada, luego existe M > 0 tal que sup,cx |fn(2)] < M
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para todo n > 0, asi, sea a € X entonces

|[fu(a)] < sup |fn(z)| < M

rzeX

asi |fn(z)| < M para todo x € X y n > 0. Ahora se busca el candidato para limite

de (f,) ; sea a € X si m,m > ng entonces
@) = Ful@)] < s 11u(2) = fn()

<€<
—<e€
2

por tanto (f,(a)) es una sucesion de Cauchy en R, como R es un espacio de Banach,

existe f(a) € R tal que
lim f,(a) = f(a)

n—oo
€
es decir, existe n, > 0 tal que si n > n, entonces |f,(a) — f(a)| < 3 Se afirma que

1
la convergencia es uniforme, en efecto, sea a € X y sea ny = max{ng, n,} + 5 luego

si n > ny.

[fula) = fla)] < [fula) = fuo (@) + [ fno(a) — f(a)]

Por tanto hay convergencia uniforme asi, f,, — f cuando n — oo. Solo queda probar

que f € B(X,R), seaz € X

@)l = lm fu(a)] = lin |fa(@)] < M

Por tanto, (B(X,R), || ||) es un espacio de Banach. [

Teorema 2.2.4.2 (C(X,R), || ||) s un espacio de Banach.

Demostracion: Sea (f,) C C(X,R) una sucesion de Cauchy, es decir para todo € > 0,
€

3 ng € N tal que si n,m > ng, entonces sup,cy | fn(x) — fin(2)| < 3
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Buscando el candidato para limite de (f,,), sea a € X y si n,m > ng entonces
|fula) = fm(a)] < sup |[fu(@) = fm(2)]|
xe

< =<e€

por tanto (f,(a)) es una sucesion de Cauchy en R, como R es un espacio de Banach,

existe f(a) € R tal que
lim f,(a) = f(a)

n—oo

: €
es decir, existe n, > 0 tal que si n > n, entonces, en particular |f,(a)— f(a)| < 3 Se
afirma que la convergencia es uniforme, en efecto, sea a € X entonces |f,(a)— f(a)| <

€ . , . 1 . ,
3 81 M < n. Sea ny = max{ng, ng} + 3 luego si n > ny,.

[fu(a) = fa)| < [fula) = fao(@)] + [fno(a) — f(a)]
< §+§<e

Por tanto hay convergencia uniforme, asi, f,, — f cuando n — oco. Solo queda probar

que f € C(X,R), en efecto, como (f,,) es continua, existe 6 > 0 tal que si ||z —a| < ¢
€ :

entonces |f,,(z) — fn(a)| < 3 bara todo n > 0; se toma 0 y ng tal que si ||z —a| < §

y n > ng entonces

Por tanto f € C(X,R)O

2.3. Funciones Continuas

Definicion 2.3.1 (Ovchinnikov (2021)) Sea X un espacio normado. Una fun-
cion f : X — R se dice continua en el punto a € X cuando para todo ¢ > 0 dado

arbitrariamente, es posible obtener ¢ > 0 tal que
|z —all <6 ;2 € X =|[f(z) - fla)] <€
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Se dice que f es continua cuando ella es continua en todos los puntos a € X.

Equivalentemente, f : X — R es continua en un punto a € X cuando,
dada cualquier bola B = B(f(a),€) de centro f(a), se puede encontrar una bola
B = B(a,6), de centro a, tal que f(B) C B'.

Teorema 2.3.1 Si f : X — Y es continua en el puntoay g : ¥ — R es
continua en el punto f(a), entonces go f : X — R es continua en el punto a.
Demostracion: Dado € > 0. La continuidad de ¢ en el punto f(a) permite obtener
A>0tal quey €Y, |ly— fla)|| < A= lgy) —g(f(a))| < e. A su ves, dado
A > 0, la continuidad de f en el punto a proporciona 6 > 0 tal que x € X,
|z —all <6 =f(z) = fla) <A=lg(f(x)) —g(f(a))] <e D

Teorema 2.3.2 Sean X e Y espacios normados. Una funcién f: X — Y es
continua si solo si la imagen inversa f~!(A) de todo subconjunto abierto A C Y sea
un subconjunto abierto en X.

Demostracion:

(=) Suponga que f sea continua, y tome A C Y abierto, para cada a € f~!(A) se
tiene que f(a) € A. Por definicion existe € > 0 tal que B(f(a),e) C A. Siendo f
continua en el punto a. A € le corresponde un 6 > 0 tal que f(B(a,d)) C B(f(a),€) C
A, es decir que B(a,d) C f~1(A). Luego f~!(A) es abierto.

(<) Suponga que la imagen inversa por f de cada abierto en N sea abierto en en
X.Seaa € X.

Dado ¢ > 0, la bola A" = B(f(a),e€) es un abierto en Y que contiene a f(a).
Luego su imagen inversa A = f~'(A") es un abierto en X conteniendo a a. Asf existe

6 > 0 tal que B(a,d) C A osea f(B(a,d)) C B(f(a),e) O

2.4. Ecuaciones Diferenciales de Primer Orden

Definicién 2.4.1 (Sotomayor (1979)) Una ecuacion diferencial de primer or-

den adopta la forma

d
F(t,x,2") =0, o bien d—f:f(t,m)

La primera de las ecuaciones anteriores denota una ecuaciéon diferencial en forma

implicita, mientras que la segunda se dice que esta en forma explicita.
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Definiciéon 2.4.2 (Sotomayor (1979)) Una funciéon diferenciable ¢ : I — R™
es solucion de la ecuacion

dx
E - f(t,l’)

en el intervalo [ si:
1. El grafico de ¢ en I, es decir {(t,¢(t));t € I} esta contenido en R x R™
dy

dt
la derivada es la derivada lateral respectiva.

2. (t) = f(t,¢(t)) para todo t € I. Si t es un punto extremo del intervalo I,

Definicién 2.4.3 (Lima (2013)) Sea X un espacio normado. Una funciéon
f X — R, se dice Lipschitziana cuando existe & > 0 tal que para cualquier
z,y € X, se tiene |f(z) — f(y)| < k||x —yl|; donde k se llama constante de Lipschitz.

El conjunto de las funciones Lipschitz definidas en el abierto U de R se denota
por Lip(U,R).

Teorema 2.4.1 Sea (X, p) un espacio métrico completo y F' : X — Y una

contraccion. Entonces existe un tinico punto xy € X tal que
1. F(.f()) =29
2. limy, oo F™"(z) = 2o, Vo € X

Demostracion: Primero se prueba la existencia del punto fijo.
Dado cualquier punto z; € X, se define 29 = F'(x1). Si 23 = 21 no habré nada
que demostrar, porque z; seria el punto fijo buscado. Entonces considerando el caso

x1 # x9 y considerando la sucesion (z,) C X definida recursivamente por
Note que si la constante de Lipschitz k& es menor que 1 (k < 1) se tiene que

p(xs,x2) = p(F(x2), F(21)) < kp(x2, 21)

plea,s) = p(F(x3), F(x2)) < kplas, x2) < kp(ws, 1)

y en general

p(Tni1, 2n) < K" p(zg, 1), Vn>1
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Para m,n € Z* con m > n se tiene

p(.ﬁEm, an) < p(azm, xm—l) + p(mm—b 'Tm—2) +---+ p<xn+1a xn)
< K™ p(wg,x1) + K" P p(mg, 1) + -+ K p(20, 1)

= [Q4k+- -+ "R p(2g, 21)

kn—l
1—k

IA

P(ﬂfzaxl)

Como lim,,_, k™ = 0 entonces dado € > 0, existe un ng € Z™* tal que n > ngy implica

que k"1 < €. De la desigualdad anterior se sigue que si m,n > ng entonces

p(l’g, xl)
p(xm, x,) < €, de esta manera (x,) C X es una sucesion de Cauchy y como X es

un espacio métrico completo, se sigue que la sucesion (x,,) es convergente, es decir
existe un xo € X tal que lim,,_,, x,, = x¢. Tomando limite cuando n — oo en ambos

lados de 2.4 y teniendo en cuenta la continuidad de F' se llega a

ro = lim x,,; = lim F(x,) = F(lim x,) = F(xq)
n—00 n—00 n—0o0

es decir ¢ € X es un punto fijo de F. Para probar la unicidad, suponga que existe

z* € X con F(z*) = z*, se tiene que

pla",20) = p(F(a"), F(xy)) < kp(a*,xo)

De la desigualdad anterior se sigue que x = xy. Finalmente, dado cualquier x € X

se cumple

p(F"(z),20) = p(F"(x), F"(w0)) < kp(F™ " (x), F""(w0))

< KPp(F™3(x), F 2 (x0))

< knp(xaxO)

se sigue que lim,,_,,, F""(z) = xy para cualquier z € X.

Corolario 2.4.1 Sea X un espacio métrico completo. Si F' : X — X es
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continua y existe un mg € Z" tal que F™° es una contraccion, entonces existe
un unico punto xy € X tal que xg es un punto fijo atractor de F. Demostra-
cion: Por el Teorema 2.4.1 existe un tnico punto xg € X tal que F™(xy) = xo
v limy oo (F™)*(2) = 20, Vo € X. Dado x € X, paraun r € {0,1,--- ,m — 1} fijo,
se tiene que limy,_, o (F™)F(F"(z)) = 0.

Sea n € Z*, por el algoritmo de la division, existe un k € Z' y existe un
ro € {0,1,--- ,;m — 1} tal que n = mok + 19, luego

lim F*(z) = lm F™"70(z) = lim (F™)*(F™(z)) = 20

n—00 k—o0 k—o0

Por otro lado, por la continuidad de F se tiene

zo = lim (F"(z0)) = lim F(F™(z0)) = F(lim F™(z0)) = F(x)

n—o0 n—oo n—oo

luego xy es punto fijo atractor de F.
Por ultimo, para probar la unicidad, suponga que existe z; € X tal que
F(x,) = x; entonces F?(xy) = x1,--- , F™(x1) = 1. Se sigue que z; = .

Definicion 2.4.4 Se denomina problema de valores iniciales al problema

cuyo objetivo es hallar una solucién de la ecuaciéon diferencial que verifique una
determinada condicion, en este caso que la funcion x(t) valga xg en t = t,
Teorema 2.4.2 (Picard) Si f : I,[to] X By[re] C R x R" — R™ es una funcion
continua y Lipschitz con respecto a la segunda variable entonces existe una tnica
solucion del P.V.I
r = f(t,x)

I(to) = 2o

(2.2)

b
la cual esté definida en el intervalo [, donde o« = min{a, N} y N > max{|f(t,z)|, (t,z) €
[a[tO] X Bb[l'o]}
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Demostracion: Resolver el P.V.I es equivalente a resolver la ecuacion integral
t
x(t) = o +/ f(s,z(s))ds (2.3)
to
Considerando el conjunto X = C(1,[to], By[zo]) con la métrica del méaximo, es decir
p: X xX =R queasigna (¢,¢) = p(f,g)=méx{|p(t) — @(t)], t € La[to]}
Se sabe que X es un espacio métrico completo. Dado ¢ € X, se define el camino
t
Fy: 1,]to) = R" que asigna t — F,(t) =z +/ f(s,o(s))ds
to
note que, F; es un camino continuo, ademés

Fy(t) —wo| = | / £(s,0(s)) ds| < / (s, 0(s))] ds

= Nlt—to] < Na<b VpeX
es decir Fy(t) € B[], Vt € I,[to]. Luego se concluye que
Fy € X = C(Lulto], Bylzo]) Vo e X
Asi, se puede definir la funcién
F:X — X queasigna ¢+— F(¢) = f,

Ahora se va probar que F' es continua y existe un m € Z% tal que F™ sea una
contraccion. Para ello es suficiente mostrar que para cualquier t € I,[to] y cualquier

par de funciones ¢, ¢o € X se cumple

- Lipa(f)F[t — to|*

F¥ (1) () — FH(g0) (1)) F

p(¢1,02) Yk >0 (2.4)

En efecto, para k = 0, 2.4 se cumple. Suponga que 2.4 sea cierto paran = k € Z™",
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luego:

FH6)(0) — FY 60 = [FFG))(E) — FE (60)()|
s(/usF*@ )(5) — £, F*(62)(s)] ds
gzmmﬁ[|ﬂwmw—ﬂww@Ms
< Lipy(f) /tt Lin(f)k|S_t0|kP(¢1,¢2) ds

k!

. k+1 t
_ szzl(j)_p(%,@)/ s —to|* ds
Li k+1
= %ﬁ - t0|k+lp(¢1; b2)

lo cual demuestra 2.4. Luego

Lips(f)F

méx{|FH (1)) ~ FH(2) (1)), t € Luftol} < 220061, 60)

es decir

Lipy(f)*

2 p(01,62) V20

p(FH(e1)(t), F*(2)(t)) <

Ahora haciendo k£ = 1 en 2.4 se tiene que

p(FF(¢1)(t), F¥(2)(t)) < Lipa(f)ap(¢r, ¢2) V1,00 € X

es decir ' : X — X es Lipschitz, entonces se sigue que es continua.
[Lipa(f)al®
k!

< 1. Haciendo k = kg en 2.4 se deduce que F* es una contraccion

Por otro lado, se sabe que lim,, = 0, luego existe un ky € Z* tal

 [Lima(f)al
ko!
y por el corolario 2.4.1 existe un tnico ¢g € X tal que F(¢g) = ¢, luego

%@:Fww:m+[f@%@m3

Asi se tiene, ¢g : In[to] — Bplxo] es la tnica solucion de (2.3)
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Capitulo 3

COMPACIDAD EN ESPACIOS DE
FUNCIONES

La idea de compacidad surgi6é en uno de los periodos mas prolificos de la acti-
vidad matematica, entre el siglo XVIII y XX. Fue con los trabajos de grandes genios
matemaéaticos como Weierstrass, Hausdorff, Cantor y Dedekind, que se comenzaron
a hacer rigurosos muchos de los conceptos e ideas que durante mucho tiempo atras
habian sido dadas por sentadas. Entre los primeros matematicos en dar resultados
importantes con respecto a la compacidad de conjuntos, fueron Edward Heine y
Emile Borel, mientras Heine trabajaba sobre funciones continuas, Borel trataba de
caracterizar la recta real mediante cubiertas abiertas. Gracias al trabajo de ambos,
de manera independiente, se encontré una caracterizacion de los conjuntos compac-
tos en R, que afirmaba lo siguiente: Un subconjunto de R es compacto si y solo
si es cerrado y limitado. Mas adelante se mostré que la afirmaciéon anterior solo se
cumplia para subconjuntos de R". Luego al momento de querer generalizar la idea
de conjunto compacto en espacios métricos, se noto que las condiciones de cerrado y
limitado no implicaban compacidad, asi con ello surgié un nuevo problema. Cuando
se encontré una caracterizacion para los conjuntos compactos en espacios métricos,
se introdujo el concepto de totalmente limitado, de hecho, en un espacio métrico un

conjunto es compacto si y solo si es completo y totalmente limitado.
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3.1. Compacidad

Definicion 3.1.1 (Lima (2013)) Sea X un subconjunto de un espacio normado
M. Una cubierta de X C M es una familia C = (A;);cr, de subconjuntos A; C M
tal que X C J,, 4.

Definicion 3.1.2 (Lima (2013)) Una subcubierta de X es una subfamilia
C" = (Ai)ier de C donde L’ C L tal que también se puede obtener X C |J,c, Ai.

Definicion 3.1.3 (Lima (2013)) Una cubierta se dice abierta cuando cada
conjunto A;,i € L es abierto en M.

Definicion 3.1.4 (Lima (2013)) Una cubierta se dice finita cuando L es un
conjunto finito.

Teorema 3.1.1 (Borel-Lebesgue) Sea [a,b] C |J,.; Ai, donde (4;);er es una

i€l
familia de subconjuntos abiertos de la recta. Entonces existen i, --- , 1, € L tal que
[a,b] C Aj, U---UA;,.

Demostracion: Sea X el conjunto de los puntos = € [a, b] tal que el intervalo [a, z]
esta contenido en alguna reunién finita 4; U---U A, .

Es decir:

X ={reab)/las] C AU -UA,)

X # ¢ porque se tiene a € A;, para algin i. Como A; es abierto, 3§ >0 /a+d <b
yla,a+06) C A= [a,a+0d) C X.

Notequesiz € X ya <y <z =y e X.Luego X es un intervalo de la forma
[a, c] o de la forma [a, ¢), donde ¢ = sup X.

Se afirma que c € X.

Existe ig € L tal que ¢ € A;,. Como A;, es abierto, 3¢ > 0 tal que (c—¢, c+€) C

A

io, luego se puede encontrar un z € X tal que ¢ — € < x < ¢ Entonces se tiene

la,z] C Aj; U---UA

in

luego

[CL,C] CAZ‘IU"'UA%UAZ‘O

por tanto ¢ € X.

Suponga por el absurdo que, ¢ # b, sin perdida de generalidad, diga que ¢ < b
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entonces, tomando € tal que ¢+ € < b se tendra que [a,c+€) C X lo que contradice
que ¢ =sup X.

Forma general del Teorema de Borel-Lebesgue Sea F' C R un subcon-
junto cerrado y limitado. Toda cubierta F' C |J,., A; de F' por medio de abiertos
admite una subcubierta finita

FCA,U---UA,,
Demostracion: Como F es cerrado entonces A = R — F' es abierto y siendo F
limitado, existe un intervalo limitado [a, b] que contiene a F'. Asi se tiene que [a, b] C
Uier Ai U A y por el teorema anterior se puede extraer una subcubierta finita F' C
[a,b] C A;; U---UA; UA. Como ningin punto de F' esta en A, se obtiene F' C
Ay U---UA; como se queria demostrar. [

Definicion 3.1.5 (Lima (2013)) Un espacio normado X se llama compacto
cuando de toda cubierta abierta C de X se puede extraer una subcubierta finita que
también cubre X.

Teorema 3.1.2 Si K, L C X son subconjuntos compactos entonces K U L es
compacto.

Demostracion: Si KUL C |JA; = K C|JA;y L C|JA;, ycomo K C A;,U---UA;,
yLCA;,,U---UA;, portanto KUL C A;; U---UA; . [

Corolario 3.1.1 La reuniéon de un ntmero finito de subconjuntos compactos
es compacto.

Teorema 3.1.3 Todo subconjunto cerrado de un espacio compacto es com-
pacto. Reciprocamente, un subconjunto compacto de cualquier espacio normado es
cerrado.

Demostracion:

(=) Sean X compacto y F' C X cerrado. Dada una cubierta abierta F' C | J A;, se
obtiene la cubierta abierta X = (|J A;) U(X — F), de la cual se extrae la subcubierta
finita X = A;, U---UA; U(X — F) por tanto FF C A;, U---U A, . Luego F es
compacto.

(<) Sea K C X un subconjunto compacto de un espacio métrico arbitrario X.
Suponga que K no fuese cerrado en X, entonces existe x € K — K. Definiendo

— 1
A, =X — B(z,—), para cada n € N, se tiene una cubierta abierta K C |J A;.
n
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Como A, C Ay, C --- A, C ---, la reunion finita de conjuntos A,, es igual al
conjunto de mayor indice de la coleccion. Como x € K, cada bola B(x, %) contiene
algin punto de K, entonces ningin A, contiene a K. Luego la cubierta abierta
K C |JA; no admite subcubierta finita, lo que contradice la compacidad de K.

Corolario 3.1.2 Cualquier interseccion K = [ K; de compactos K; C X es
compacta.

Demostracion Por el teorema anterior, cada K; es cerrado en X, luego la interseccion
K es un subconjunto cerrado en X y por tanto en cada K;. Luego K es compacto. []

Teorema 3.1.4 Si X es un espacio normado compacto entonces es limitado.

Demostracion: Si X es compacto, de la cubierta X =,y B(z, 1) es posible extraer

una subcubierta finita

X = B(z,1)U---UB(x,,1)

luego X es limitado. [

Teorema 3.1.5 La imagen de un conjunto compacto por una funcién continua
es un conjunto compacto.
Demostracion: Dada la funcion continua f : M — N y K C M compacto y una
cubierta abierta |J 4; D f(K), se obtiene la cubierta abierta K C |J; f~'(4;), de la

cual se extrae una subcubierta finita
KcCf M (A)u---uf'(4,)

luego: f(K) C ff~H(Ay)U-- U ff 1 (A,) C (Ai)U---U(A4,)
Por tanto f(K) es compacto. ]

Corolario 3.1.3 Si X es compacto entonces toda funciéon continua f : X — N
es limitada.
Demostracion: Como f(X) C N es compacto entonces es limitado. (]

Teorema 3.1.6 Si X es compacto, toda funciéon real continua f : X — R es
limitada y alcanza sus valores maximo y minimo en X.
Demostracion: La imagen f(X) es un subconjunto compacto de R. Luego es limitado
y cerrado. Asi f es limitada y definiendo o = inf f(X), 8 = sup f(X), se tiene
a€ f(X), B e f(X), es decir existen zg, 21 € X tal que f(z9) = «, f(x1) = 5. Por
tanto f(zo) < f(x) < f(z1) para todo x € X.OO
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Definicién 3.1.6 (Munkres (2000)) Un espacio K C X se dice que es suce-
sionalmente compacto si toda sucesiéon de K tiene una subsucesiéon convergente.

Definicion 3.1.7 (Munkres (2000)) Se dice que X es compacto por punto
limite si todo subconjunto B C X infinito tiene un punto de acumulacién que
pertenece a X.

Definicion 3.1.8 (Munkres (2000)) Sea X un espacio normado y sea U =
(U;)ier un cubrimiento por abiertos de X. Un numero § > 0 se llama ntmero de
Lebesgue del cubrimiento Usi para cada x € X, la bola de centro x y radio J esta
contenida en alguno de los abiertos del cubrimiento, es decir, existe j € I (que
depende de ) tal que B(z,0) C U;.

Teorema 3.1.7 Sea X un espacio normado y K C X, las siguientes afirma-

ciones son equivalentes
1. K es compacto
2. K es compacto por punto limite
3. K es sucesionalmente compacto

Demostracion.

(1) = (2) Sea A C K un subconjunto infinito de K que no tiene puntos de acu-
mulacion, entonces para cada punto de x € K se puede hacer que x € B(z,r) tal
que B(x,r) tenga a lo sumo un punto de A, el conjunto {B(x,r) : z € K} es
un cubrimiento abierto de K, como K es compacto, existe subcubrimiento finito
{B(z;,r)}, tal que

n
ACK c|JB(zi,r)

i=1
como |J;_, B(z;,r) tiene a lo sumo n elementos de A, entonces A es finito lo cual es
absurdo, asi K es compacto por punto limite.

(2) = (3) Dada (a;) C K una sucesion de K. Se tiene dos casos

i) Si A = {a; : i € N} es finito entonces se define a;, = a; para infinitos valores
de j € N, (a;) es una subsucesién convergente de (q;), es decir, (a;) C (a;) y
im0 aj = a;,.

ii) Si A = {a; : i € N} es infinito entonces A C K y K es compacto por punto limite

lo que implica que A tiene un punto de acumulacion ay, es decir, existe (a;) C A tal
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que lim;_,o a; = ay.

Por tanto, K es sucesionalmente compacto.

(3) = (1) Suponga que K es sucesionalmente compacto y sea A = (A;) un cubri-
miento abierto de K. Suponga que no existe § > 0 tal que cada conjunto A; con
didmetro menor que ¢ este contenido en un elemento de A.

Esta suposiciéon implica que para cada n € Z™, existe un conjunto C,, con
didmetro menor que - que 1o este contenido en ningtn elemento de A. Se elige un
punto x,, € C,, para cada n. Por hipotesis existe una subsucesion (x,,,) de la sucesion
(x,) que converge a un punto a. Ahora a pertenece a algtn elemento A de A.

Como A es abierto, se puede elegir un € > 0 tal que B(a,e) C A. Sii es

1 €
suficientemente grande para que — < 3 Entonces el conjunto C), esta contenido
i

en el entorno de radio — con centro Tn,; asi, si ¢ se escoge suficientemente grande
como para que p(,,,a) < % entonces C,,, esta incluido en el entorno de radio € con
centro en a. Pero esto significa que C,,, C A, lo que contradice la hipotesis, por tanto
existe 0 > 0 tal que cada conjunto A; con didmetro menor que J este contenido en
un elemento de A. Este numero se conoce como el numero de Lebesgue.

Ahora, suponga que existe ¢ > 0 tal que K no pueda ser cubierto por un
numero finito de bolas de radio €. Se construye una sucesion de puntos (z,,) de la
siguiente manera:

Primero se elige un punto cualquiera x; de K, observando que la bola B(x1, €)
no es todo el espacio K (Si asi fuera, X estaria cubierto por una tnica bola de radio
¢, lo que contradiria la hipotesis hecha.), seguidamente se elige un punto xy de K
que no este en B(zy,€). En general, dados z1, xs, - - - , x,, se elige x,,41 un punto que

no se encuentre en la union
B(zq1,€)U---UB(x,,€)

utilizando el hecho de que estas bolas no cubren K.

Note que por construccion p(z,,1,x;) > € para cada i = 1,--- ,n. De esta
forma, la sucesion (x,,) no puede tener una subsucesion convergente, lo que contradice
que K es sucesionalmente compacto.

Finalmente como A4 es un cubrimiento abierto de K y K es sucesionalmente
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compacto, el cubrimiento abierto A posee un numero de Lebesgue §. Si, sin perdida
de generalidad € = g, como K es sucesionalmente compacto se puede encontrar un
cubrimiento finito de K por bolas de radio e.

Cada una de estas bolas tendra como méximo un diametro de 23—5, por tanto
estan contenidos en algiun elemento de A. Entonces se elige un elemento de A para
cada una de estas bolas de radio € y se obtiene una subcoleccién finita de A que

cubre K.

3.2. Equicontinuidad

Definicién 3.2.1 (Lima (2013)) Se dice que la sucesion de funciones f,, :
X — R, definidas en un conjunto arbitrario X y tomando valores en R, converge
simplemente o puntualmente en X para la funcion f : X — R cuando para cada
z € X, la sucesion (fi(x), fa(x), -+, fu(x),--+) tiene limite f(x) en R osea, para
cada x € X se tiene lim, o fn(z) = f(x).

Esto significa que dado arbitrariamente x € X (fijo) y € > 0, existe ng € N
(que depende de z y €) tal que n > ng = |fu.(x) — f(z)| <e.

Definicion 3.2.2 (Little y cols. (2015)) Se dice que una sucesion de funciones
fn : X — R converge uniformemente en X para la funciéon f : X — R cuando para
todo numero real € > 0 dado, Ing € N tal que n > ny = |f.(z) — f(x)| < € para
todo = € X.

Teorema 3.2.1 Una sucesion de funciones f, : X — R es uniformemente
convergente si, solo si es una sucesion de Cauchy.

Demostracion:
(=) Suponga que f, — f uniformemente en X. Dado arbitrariamente ¢ > 0, se

puede encontrar ng € N tal que n > ng = |fu(x) — f(z)] < % para todo z € X.

€
2
para todo z € X. Por tanto, la condicion m,n > ng implica |f,(z) — fu(2)] <

|fm(z) — f(z)| + | f(z) — fulz)| < % —l—% = ¢, para todo x € X. Luego (f,,) es una

Entonces, si se toma m,n > ng, vale la desigualdad y también |f,,(z) — f(x)| <

sucesion de Cauchy.
(<) Si la sucesion de funciones f,, : X — R es de Cauchy entonces, para cada

r € X, los ntumeros f,(z), n € N, forman una sucesion de Cauchy de ntumeros
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reales. Por el Teorema 2.2.2.9, esta sucesion converge para un nimero real que se
llama f(z). Esto define una funcion f : X — R, tal que f(x) = lim,_, f.(z) para
todo x € X. Para mostrar que f, — f uniformemente en X, dado € > 0. Existe ng
tal que m,n > ng = |fm(z) — fu(x)| < € para todo x € X. Si en esta desigualdad,
se mantiene n y x fijos y haciendo m — co. se obtiene: |f(z) — f,(z)| < € para todo
x € X, desde que n > ng. Esto prueba que f, — f uniformemente.

El Teorema 3.2.1 se llama el criterio de Cauchy para la convergencia unifor-
me. []

Teorema 3.2.2 Si una sucesion de funciones f, : X — R, continuas en el
punto a € X, converge uniformemente en X para una funciéon f : X — R entonces
f es continua en el punto a.

Demostracion: Dado € > 0, existe un ng € N tal que n > ng = |f.(z) — f(z)| < %
para todo x € X.
Como f,, es continua en el punto a, existe 6 > 0 tal que ||z — a|]| < € = |fu.(x) —

€
fula)] < 3 Entonces para todo x € X se tiene que:

€ € €

£(@) = @]  1F(2) = ful@)] + 1fal@) = ful@)] + |fula) = Fl@) < S+ 5+ %

luego: |f(x) — f(a)] < eO

Definicion 3.2.3 (Lima (2013)) Una sucesion de funciones f,, : X — R con-
verge monoétonamente para la funcion f : X — R cuando para cada x € X la suce-
sion de nameros fi(x), fa(z), -+, fu(x), -+ es mondtona y ademas lim,, . fn(x) =
f@).

Teorema 3.2.3 Sea X C R compacto. Si una sucesion de funciones continuas
fn : X — R definidas en un espacio normado compacto X, converge monotonamente
para una funciéon continua f : X — R, entonces la convergencia es uniforme en X.
Demostracion: Dado € > 0, se define el siguiente conjunto para cada n € N

Kn={veX :|fulz) = f(2)] = €}

Como f, v f son funciones continuas e X es cerrado, se sigue que cada K, es un

subconjunto cerrado de X y, por tanto, cada K, es compacto. La monotonicidad de
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la sucesion (f,,) implica que
KiDKy D DKpD---
Pero (N, K, = ¢, porque = € K,, para todo n € N implicaria
[fu(z) = f(2)| =2 € VneN
lo que es absurdo, porque

lim f,(z) = f(x) Ve e X

n—oo

y como [ K, = ¢ se concluye por el Corolario 3.1.2 que algin K, es vacio. Por
tanto, para n > ng = K, es vacio, es decir, n > ng = |f,(z) — f(x)| < € para todo
re X.O

Definicién 3.2.4 (Ovchinnikov (2021) ) Sea X un espacio normado y f :
X — R se dice que f es uniformemente continua en X, si para todo € > 0 existe
d>0talquesiz,y€ Xy |lx—y| < entonces |f(z) — f(y)| <e.

Teorema 3.2.4 Si el espacio normado X es compacto, entonces toda funciéon
continua f : X — R es uniformemente continua.
Demostracion: Como X es compacto y f : X — R continua, suponga que f no
es uniformemente continua en X. Entonces existe ¢y > 0 tal que para cada § > 0

1
existen x,y € X tales que |[|[z—y|| <y |f(z)—f(y)| > €. Setoma d = —conn € N,
n

se construye dos sucesiones (z,) e (y,) contenidas en X tales que ||(z,) — (yn)|| < —
n
v |f(xn)— f(yn)| > €. Ahora, al ser X compacto se tiene que existe una subsucesion

convergente de (x,), es decir, existe z,, tal que
lim z,, =x¢p con zp€ X
k—o00

Ademés también se tiene que
lim =29
P Yny,

€0

En efecto: [|(4n,) — (@0)| < |%ng) = @n)l| + [[(Zne) — (@0)]| < ni )
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Asi se obtiene
lim y,, = xo
k—oo

Luego por la continuidad de f se tiene que

lim [f(xnk) - f(ynk)] = f( lim 'Ink) - f( lim ynk) = f(xo) - f(xo) =0

k—o0 k—o0 k—00

y esto contradice el hecho de |f(x,,) — f(yn,)| > €o. Por tanto f es uniformemente
continua en X.[]

Definicion 3.2.5 (Bartle y Sherbert (2000)) Sea £ C C(K,R). Se dice que
E es equicontinua en el punto xg, si para todo e > 0y x € K existe 6 > 0 tal que
|z — xo]| < 0 entonces |f(z) — f(xo)| < € para todo f € E.

Definicion 3.2.6 (Bartle y Sherbert (2000)) Se dice que (f,,) es una sucesion
equicontinua en el punto g € X cuando el conjunto E = {fi, fo, -+, fn, -} €s
equicontinua en el punto xz.

Un conjunto E de funciones f : X — R se llama equicontinua cuando F
es equicontinua en todos los puntos zy € X. De la misma forma una sucesiéon de
funciones f,, : X — R se dice equicontinua cuando es equicontinua en todos los
puntos xg € X.

Teorema 3.2.5 Si una sucesion de funciones continuas f, : X — R converge
uniformemente para f : X — R entonces el conjunto E = {f, f1, fo, -+, fu, -} €s
equicontinuo.

Demostracion: Sea xo € X, como f es continua, se tiene que: Dado € > 0, Idng € N
y 0 >0 tal que n > ng = |fu(z) — f(2)| < %,‘v’x € X.

Simultaneamente para x € X, ||z — xol| < § = |fi(x) — fi(xo)| < €, para todo
i=1,--- noy |f(x)— flzo)| < % Entonces cuando n > ng las condiciones = € X,

||z — x0]| < 0 implican que

(@) = falzo)| < [fulx) = f(2)| + [f(x) = Fzo)| + [ f(20) = fulzo)| <€

Esto establece la equicontinuidad del conjunto E en un punto arbitrario xy € X.[]
Definicion 3.2.7 (Bartle y Sherbert (2000)) Un conjunto £ de funciones

f : X — R se llama uniformemente equicontinuo cuando para cada ¢ > 0, 36 > 0

tal que z,y € X, ||z —y|| <d = |f(z) — f(y)| < € para todo f € E.
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Teorema 3.2.6 Si £ C C'(K,R) es equicontinuo con K un subconjunto com-
pacto, entonces E es uniformemente equicontinuo.
Demostracion: Sea E un conjunto equicontinuo de funciones f : K — R. Si £ no fue-
se uniformemente equicontinuo, se puede obtener € > 0 y, para cada n € N, puntos
T, Y € K y una funcion f, € E, tal que ||z, —y,| < % pero | fn(x,) — fulyn)| > €.
Pasando a una subsusecion, si es necesario, se podria (en virtud de la compacidad de
K) suponer que x, — x € Ky, como ||y, —x,|| < %, se tendra también y,, — z. Co-
mo F es equicontinuo en el punto x, existe 6 > 0 tal que ||z—z| <6,z € K, f € £ =
lf(2)—f(x)] < % Ahora, para todo n suficientemente grande, se tiene ||z, —z| < dy

=]l < 3, donde | fu(en) = fulp)| < L) ) | fule) = Fulyn)| < 5+5 = ¢,

una contradiccion. [

3.3. Teorema de Arzela-Ascoli

El teorema de Arzela-Ascoli es un resultado fundamental del anélisis matema-
tico que brinda las condiciones necesarias y suficientes para decidir si cada sucesion
de funciones continuas de valor real definidas en un conjunto cerrado y acotado tiene
una subsucesion uniformemente convergente. La condicién principal de este teore-
ma es la equicontinuidad de la familia de funciones. Este teorema es fundamental
para muchas demostraciones en matematicas, incluido el teorema de existencia de
Peano en la teoria de ecuaciones diferenciales ordinarias, el teorema de Montel en
analisis complejo y varios resultados relacionados con la compacidad de operadores
integrales.

Teorema 3.3.1 Si una sucesion equicontinua de funciones f, : X — R con-
verge simplemente en un subconjunto denso D C X, entonces f, converge unifor-
memente en cada parte compacta K C X.

Demostracion: Dado € > 0, se afirma que existe ng € N tal que m,n > ng =
| fm(z) — fu(z)] < € para todo x € K. En efecto, para todo d € D existe ng € N tal
que m,n > ng = |fm(d) — fu(d)] < g Ademas, para todo y € K, existe un intervalo
abierto J,, de centro y, tal que x,z € X N J, = |f.(z) — fu(2)| < %,Vn € N. Como
K es compacto, de la cobertura K C Uy Jy se puede extraer una subcubierta finita

K c JyU---UJ, Como D es denso en X, de cada uno de los intervalos J; se
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puede escoger un numero d; € J; N D. Dado nyg = max{ng,,--- ,ndp}. Entonces, si

m,n >ngy x € K, debe existir ¢ tal que x € J;. Luego

[fm(@) = fu(e)] < | fm() = Fdi)| + [f(di) = fuldi)| + | fu(di) = fu()]

Por tanto m,n > ng, x € K = |fim(z) — fu(z)| < €. Asi, f,, converge uniformemente
en K, por el Teorema 3.2.10]

Definicién 3.3.1 (Lima (2013)) Un subconjunto de funciones £ C C(X,R)
se dice simplemente limitado (o puntualmente limitado) cuando para cada x € X
existe un namero ¢, > 0 tal que |f(z)| < ¢, para toda f € E.

Definicion 3.3.2 (Lima (2013)) Un subconjunto de funciones £ C C(X,R)
se dice uniformemente limitado cuando existe ¢ > 0 tal que |f(x)| < ¢ para toda
feFEytodoxeX.

Teorema 3.3.2 (Teorema de Cantor-Tychonov): Sea X C R numerable.
Toda sucesion simplemente limitada de funciones f,, : X — R posee una subsucesion
simplemente convergente.

Demostracion: Sea X = {x1, s, -} un subconjunto numerable.
Considere la sucesion numeérica (f,,(z1))nen, ¥ como es limitada, posee una subsu-
cesion convergente. Asi, se puede obtener un subconjunto infinito N; C N tal que

existe el limite

ay; = Ale%ll fn(ifl)

También es limitada la sucesion ( f,,(x2))nen, - Luego es posible encontrar un subcon-

junto infinito Ny C N; tal que o limite

Qo = 7}16%12 fn(ZEQ)

existe. Prosiguiendo anélogamente, se consigue, para cada i € N, un subconjunto

infinito N; C N, de tal forma que

NyDNgD---DN; D -+
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y, para cada 7, existe el limite

a; = 7116%11 fn(lfz)

Entonces se define un subconjunto infinito N* C N tomando como i-esimo elemento

de N* el 7-esimo elemento de N;. De esta manera, para cada i € N, la sucesion

(fn(x;))nen es, a partir de su i-esimo elemento, una subsucesion de (f,,(x;))nen, v,

por tanto, converge. Esto prueba que la subsucesion ( f,,),en+ converge en cada punto

xr; € X, lo que demuestra el Teorema. []

Teorema 3.3.3 Sea (f,) una sucesiéon uniformemente convergente de fun-

ciones continuas en un dominio compacto K. Entonces, f es limitada e f, es una

sucesion uniformemente limitada.

Demostracion: Primero se vera que f es limitada. Como f,, converge uniformemente

a fen K, dado e =1 > 0, existe ng € N tal que para n > ng

|fulz) — f(@)| <1 V 2€ K

Lo que implica que

— 1< [fula)] — | f(@)] < 1

En particular, siendo f,, limitada, implica que f es limitada, ya que

[f(@)] < [fugl +1

Por tanto, dado ¢ > 0 se tiene que |f(z)| < ¢ para todo z € K.

Por otro lado, de (3.1) se tiene que

[fu(@)] < [f(2)] +1

luego | f.(z)| < ¢+ 1 para todo n > ny.

Ahora, al ser cada fi,---, f,,—1 limitadas por ¢ en K. Tomando

c=max{cy, ,Cpy_1}

donde |f,(z)| < ¢, para n < ng.
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Luego para n € N se tiene que
lfn(@)]| <c<ec+1 Vee K

De esta manera, la sucesion (f,,) es uniformemente limitada. (]

Teorema 3.3.4 (Arzela-Ascoli) Sea X un espacio normado, K C X com-
pacto y E C C(K,R) entonces E es compacto si solo si E es cerrado, limitado y
equicontinuo.

Demostracion:
(=) Suponga que E es compacto entonces es cerrado y limitado, se afirma que F

es equicontinuo. En efecto, sea € > 0 entonces

{B(1.35): f € B}

es un cubrimiento abierto de E. Como E es compacto existen fi,--- , f, € E tales

que

Ec|JBi3)

Sea j € {1,---,n}, como f; es continua y K es compacto, se tiene que f; es uni-

formemente continua entonces existe d; > 0 tal que si z,y € K con ||z — y|| < 9,

implica
€
18~ )] < &
Sea f € E para algun k € {1,--- ,n} se tiene que
€
sup | f(2) = fu(2)] < 3
zeX
Ahora bien, tomando § = min{dy,--- ,d,}, si ||z —y|| <y f € E entonces

[f(@) = fy)l = |f(2) = file) + fulw) = fily) + fuly) — Fy)]

< |f(x) = ful@)| + [frlz) = fuly)| + [frly) — f(y)]
< sup |f(z) = fr(@)] + [ fu(z) = fe(y)] + sup | fe(z) — f(2)]
S 373737
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luego E es equicontinua. Por tanto E es cerrado, limitado y equicontinuo.

(<) Suponga que E es cerrado, limitado y equicontinuo. Sea (f,,) una sucesion de
funciones de E; como E es limitado, existe M > 0 tal que sup,cx |fn(x)| < M para
todo n € N. Como K es un subconjunto compacto de un espacio normado, contiene
un subconjunto denso y numerable {1, ,x,,---}. Ahora bien, sea (f,(x;)) una

sucesion en R, se vera que es limitada

()] < sup[fu(2)]

zeX

M

IA

luego existe una subsucesion convergente de ( f,, (1)), es decir, la subsucesion ( f1,(x1))
es convergente, nuevamente (f1,(x2)) es una sucesion en R acotada, entonces existe
una subsucesion (fa,(z2)) convergente, asi sucesivamente se puede definir g; = f;;,
entonces (g,) es una subsucesion de (f,,) tal que para cada k € N se tiene que g, (xy)
converge.

Ahora, dado € > 0, por equicontinuidad existe § > 0 tal que si ||z — y|| < 0 entonces
|f(z) — fly)| < % para todo f € E lo que implica que esta condicién también se
aplique para la subsucesion (g,,) de (f,).

Por otro lado se tiene que el conjunto { B(x,,d) : n € N} es un cubrimiento abierto

de K,y como K es compacto existen x1,--- ,zy € K tales que
N
K c | ) B(x;,0)
j=1

dado para cada k € N se tiene que (g, (xx)) converge, y por tanto (g,) es de Cauchy,

es decir, para cada j € {1,--- , N} existe n; € N tal que si m,n > n;
€
|gm(25) = gn(z;)] < 3
Luego tomando ny = max{n,--- ,ny} se tiene que
€
|gm(25) = gn(z;)] < 3
para m,n > ng y para todo j € {1,--- N}
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Sea x € K y sean m,n > ng, existe kg € {1,--- , N} tal que para

[ = x|l <0

se tiene que

|9m (%) = gn(@)| = |gm(®) = gm(Tko) + G (Tho) = Gn(To) + Gn (ko) = gn ()]

< 1gm(@) = g (@ro)| + [9m (ko) = gn(@ho) | + |gn (1) = gn(2)]

Luego (g,) es una sucesion de Cauchy, como E es cerrado y C'(K,R) es completo
se tiene que F es completo, es decir que la sucesion (g,) de Cauchy es convergente
y converge a un punto de F, asi (f,) tiene una subsucesion convergente. Lo que
prueba que E es secuencialmente compacto, y por el Teorema 3.1.7 se tiene que E
es compacto. []

Corolario 3.3.1 Sea X un espacio normado, en particular si X =R, K C X

compacto y (fn,) C C(K,R) sucesion limitada y equicontinua entonces (f,,) tiene
una subsucesion que converge uniformemente.
Demostracion: Por el Teorema 2.2.1.17 se obtiene un subconjunto numerable Y C K,
denso en K. Luego por el Teorema 3.1.9 (f,,) posee una subsucesion que converge
simplemente en Y. Finalmente por el Teorema 3.3.1 esta misma sucesiéon convergera
uniformemente en K. []

Teorema 3.3.5 Sea F un conjunto de funciones continuas definidas en el

compacto K C R. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. E es equicontinuo e uniformemente limitado
2. E es equicontinuo e simplemente limitado

3. Toda sucesiéon de funciones (f,,) € E posee una subsucesion uniformemente

convergente

Demostracion:
(1) = (2) Como E un conjunto uniformemente limitado, esto implica que E es

simplemente limitado.
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(2) = (3) Por el Corolario 3.3.1 se tiene que f € £ C C(K,R) posee una subsucesion
(fn,) tal que f,, — f uniformemente.

(3) = (1) Suponga que toda sucesion de funciones de E posee una subsucesion
uniformemente convergente.

Primero se mostrara por el absurdo que E es equicontinuo. Suponga que E no es
equicontinua en algin punto xy € K. Entonces, existe ¢ > 0 tal que, para todo

n € N existen x,, € Ky f, € F tal que

fro =70l < = 3 Ufulen) — fulzo)] > ¢ (3.2

Luego, por hipotesis existe N* C N infinito tal que a subsucesion (f,),en+ converge
uniformemente a f en K. Entonces la sucesion (f,,) es equicontinua en K. Asi, existe

6 > 0 tal que
r €K, |r—x <d=|fulx)— fulzg)| <€, VneN*

1
En particular, tomando n € N* tal que n > —, se tiene que

)
‘:L‘n — iL’o’ < % y ’fn(xn) - fn($0)| <€

lo que contradice (3.2).
Finalmente se prueba que F es uniformemente limitado, entonces suponga, por el
absurdo, que E no es uniformemente limitado. Entonces, para todo n € N, existe

fn € E tal que

sup | f(z)| > n
zeX

Por hipotesis, existe N* C N infinito tal que a subsucesion ( f,,)en+ es uniformemente
convergente en K. Entonces, como cada funcién f : K — R es limitada, porque f,
es continua en un compacto, y (f, )nen+ s uniformemente convergente en K, en vista
Teorema 3.3.3, (f,)nen+ €s uniformemente limitada, lo que es una contradiccion. Por

tanto, se implica que E es uniformemente limitada. (]
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Capitulo 4

APLICACIONES DEL TEOREMA
DE ARZELA-ASCOLI

La aplicacion directa del teorema de Arzela-Ascoli no siempre resulta simple,
es por ello que se da a conocer algunos lemas previos, los cuales seran necesarios
para demostrar las aplicaciones tales como la existencia de solucion de una ecuaciéon
diferencial de primer orden y en la sucesiéon de funciones continuas con dominio

compacto.

4.1. Variable Compleja

Teorema 4.1.2 Sea U C C un abierto. Sea (f,) C H, donde H es una
familia de funciones C-diferenciables, una sucesiéon de funciones C-diferenciables
definidas en un conjunto compacto K C U. Si existe una constante ¢, > 0 tal
que |fn(z)] < ¢ para todo z € K y n € N entonces existe una subsucesion la
cual converge uniformemente a una funcién C-diferenciable en el conjunto compacto
K cU.

Demostracion: La sucesion de funciones C-diferenciables en K es uniformemente

limitada, ya que |f,(z)| < ¢ para todo n € Ny para todo z € K.

20



Dados 21,20 € K y n € N entonces

Fale) = fulen)] = | [ L2y L[ 1),

2mi Jyz— 2 2 )z — 2o

fn(2)
= 2 |/ T ) gy
™ z 21 z Z9

< /| <)|d
o zZ—2 2—22
- 1@l - 1
= — (2 — z
27 J, Z—zZ1 Z— 2
1 1
< — ck] — | dz
2 Z—21 Z— 2
_ /| 29 — 21 |dz
(z —21) z—zz)
= !2’2 Zl\/
]z—21||z—22]
<

o |Z2_Zl|/2 |z — 2|2 |Z_ZQ|2)

G dz dz
- el (e

z—2)% |z — 22

Cr, dz dz
Y T -y (e
4m |z—z1|=r1 |Z - Zl| |z—z2|=r2 |Z - ZQ|

c dz dz
— Ela-alf  Se [
™ |z—z1]|=r1 Ty |z—z2|=r2 )

2rr 2rr
= |Z2—2’1|(—1+—22)

e 7“1 r5
. Cr 1 1
= 5 |29 Zlf(r +r2)
Ck| |2
5 2 1
Ck
= — |z — 2]
r

r

donde r = min{ry, r3}. Sea € > 0 basta con tomar § = — y se tiene equicontinuidad.
Ck,

Luego por el teorema de Arzela-Ascoli, existe (f,, Jken+ de (f,) que converge

uniformemente, es decir, existe una f tal que f,, — f cuando k — oo. Se afirma

que f es C-diferenciable en K. En efecto, sea 2y € K entonces existe un r > 0 tal
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que

existe para todo y € B(zo,7) — {20} vy para todo k € N*. Ademés

FE =10 fal2) = )

Z—Y k—o00 Z—Y

para todo y, z € B(2,7) — {20}. tomando z — y.

O T )

Z—yY zZ—=y z—y k—o0 z =1

~ it (2 = S (®)

k—o0 z—y zZ—Y

asi f'(y) existe para todo y € B(zy,7) — {20}, por tanto f es C-diferenciables en
K.[J

4.2. Teorema de Peano

Teorema 4.2.1 (Teorema de aproximacion de Weierstrass) Dada una funcion
continua f : [a,b] — R, existe una sucesion de polinomios P, tal que

lim P,(z) = f(z)

n—0o0

uniformemente en [a, b].
Demostracion: Se define la expresion ¢, = f_ll(l — t?)"dt para cadan € N, y la

funciéon ¢, : R — R como

1

—(1- tz)" site(—1,1)
Spn(t) = q On

0 si |t >1
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donde cada ¢,, es continua, y se tiene

/_ngn(t)dt:/_llgon(t)dtzl

El teorema de Weierstrass resulta de los lemas que se enuncian a continuacion:
Lema 4.2.1 Si 0 < 6 < 1 entonces lim, .o ¢, = 0 uniformemente para
§ < lz|.

Demostracion: Como

1

1
cn:2/1(1—t2)”dt2Q/ﬁ(l—tQ)"dtZ2/ﬁ(1—nt2)dt:%>%

Luego
§ < x| = pn(z) < (1 -0%)"v/n

Como (1 — §2) es menor un niimero positivo menor que 1, se tiene que 1im,, (1 —
52)".\/n=0.

Lema 4.2.2 Sea f : [0,1] — R continua, con f(0) = f(1) = 0, considere f
definida en todo R poniendo f(z) =0 si z ¢ [0, 1].
Para todo = € [0, 1] y todo n € N se define

P(®) = [ f(z+t)pn(t)dl

-1

Entonces p,, : [0,1] — R es un polinomio.

Demostracion: Haciendo un cambio de variable y = x +t resulta, cuando 0 < x <1

x+1 1
pa(z) = /_1 fW)pnly —x)dy = /0 fW)enly —x)dy

La segunda igualdad es valida ya que, para todo x € [0, 1] se tiene [z—1,z+1] D [0, 1]
y f es nula fuera del intervalo [0, 1].

Como z,y € [0,1] se tiene que y — x € [—1, 1], luego

Poniendo para cada i = 0,1,---,2n, a; = fol f(y) - <i(y) dy, resulta que p,(z) =
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Zfzoai-:vi si0<z<l1.

Lema 4.2.3 Sea f : [0, 1] — R continua, con f(0) = f(1) = 0, y considerando
f definida en todo R poniendo f(z) =0si z ¢ [0, 1].
Para todo x € [0, 1] y todo n € N se define

Po(z) = /1f(m+t)<pn(t) d

se tiene que lim, . P,(z) = f(z) uniformemente en [0, 1].
Demostracion: Como f_ll on(t)dt = 1 se tiene que f(z) = f_ll f(z)pn(t) dt. Luego
para todo n € N y todo z € [0, 1] vale

J(2) = pala) = / [+ 1) — F@)pult) dt

1

Como f es uniformemente continua, Ve > 0,30 > 0 tal que [t| < 6 = |f(z + 1) —
f(z)| < % para todo z € [0, 1].

Sea M = sup,e(oq) |f(7)]- Por el Lema 4.2.1, existe ng € N tal que n > ng y
para todo x € [0, 1], se tiene que |f(x) — p,(x)] < M + N + P donde

- € €
M= [ Ui - f@lenldi<2M - =

0 € 0
N o= [ farn-f@leod < [ aods

Wl m

! € €
P = t) — n(t)dt <2M - — = -
| 1@+ 0= f@lent) ==
Luego |f(x) — pn(x)| < € siempre que n > ng y = € [0, 1].
Asi, toda funcion continua f : [0,1] — R tal que f(0) = f(1) = 0 es limite
uniforme de una sucesiéon de polinomios []

Teorema 4.2.3 (Peano) Si f : I,[to] X Bplxo) C R x R* — R"™ es una funcion

continua entonces existe por lo menos una solucion del P.V.I

= f(t,x
(t.2) (4.1)
l’(to) = 29
b /
definida en el intervalo 1,[to], donde 0 < o« = min{a, M} yM > N =max{|f(t,z)|, (t,z) €
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I,[to] X Bp[zo]}

Demostracion: Por el teorema de aproximacion de Weierstrass, existe una sucesion

(fn) de funciones polinomiales tales que f,, — f uniformemente en I,[tg] X By[zo].
Como M’ > N, existe un € > 0 tal que M’ > e+ N, luego por la convergencia

uniforme debe existir un ng € N tal que n > ngy entonces |f,(¢t,z) — f(t,z)] < ¢,

V(t,x) € I,[to] X By[xg]. Observe que si n > ng se tiene

|fn(tvx>| < |fn(t,x)—f(t,x)|—|—|f(t,x)|§5+N

< M, Vze L[ty x By|z]
Para n > ng, se considera el P.V.I

r = fu(t, )

.T(to) = 2o

(4.2)

Por el teorema de Picard, se tiene que el P.V.I (4.2) admite una tnica soluciéon

b
©n : 1o[to] = By[ro] donde av = min{a, M} De esta manera, se a construido una
sucesion (¢, )n>n, C C(1a[to]), la cual satisface las siguientes condiciones:

1. Dado cualquier ¢ € I,[ty] se tiene que

eu®)] = lzo+ / Fulr, u(r))dr] < o] + / Falr, u(r)|dr

< aol 4+ M|t — to] < |zo| + M'a < |zo| + b

y por lo tanto

llenllcape) < ol +b,  ¥n >mng

Asi la sucesion F = (@y,)n>n, € limitada
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2. Dados t, s € 1,[to] se tiene que

ont) — gnls)] = | / Fulr, oa(r))dr — / falm, ou(r))dr]

= | / ful7, n(r))dr]

< / [l ou(r))dr

< Mt — s

Luego, dado un € > 0, se considera 6 = alto] vy [t—s| <0
entonces |, (t) — vn(s)| <e.

De esta manera la sucesion F = (¢,,)n>n, €8 equicontinua.

Por el teorema de Arzela-Ascoli, se concluye que existe (¢, ) subsucesion de
(@n)n>n, convergente en C'(Ia[tol, || lo(ra))) €s decir existe un ¢ € C(1,[to]) tales
que ¢, — ¢ uniformemente en I, [to].

Note que como f,, — f uniformemente en I,[ty] X By[zo] y

©n, — ¢ uniformemente en I,[to| entonces
fn,, 0 (id, o, ) = f o (id, ) uniformemente enl, [to]
Por otro lado, desde que
t
o (1) = 70 + / Foc(Topm (D)dr, Y >mo, Yt € Lt
to

tomando limite cuando k£ — oo a la igualdad anterior, se tiene que

¢
lim ¢, (t) = zo + lim fri (T, @, (7))dT

k—00 k—o00 ¢
0

—xo—i—/ngo

Por lo tanto ¢ es solucion del P.V.I (4.1)

es decir
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CONCLUSIONES

1. El teorema de Arzela-Ascoli garantiza que una sucesion de funciones continuas
(fn), definidas en un conjunto compacto K, posee una subsucesion uniforme-

mente convergente.

2. El teorema de Arzela-Ascoli garantiza la existencia de al menos una solucién

en un subconjunto compacto K para una ecuacion diferencial de primer orden.

3. El teorema de Arzela-Ascoli garantiza que, para un conjunto de funciones
C-diferenciables H, existe una subsucesion uniformemente convergente a una

funcién C-diferenciable en un conjunto compacto K.
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RECOMENDACIONES

Después de estudiar el Teorema de Arzela-Ascoli, hay tres recomendaciones

que se pueden tener en cuenta:

1. Analizar y resolver ejercicios sobre sucesiones de funciones ayudaran a fa-
miliarizarse con el proceso de verificacion de las condiciones del teorema de
Arzela-Ascoli, asi como también la construcciéon de conceptos anélogos en otros

campos de la matematica como la Teoria de la medida.

2. Se recomienda impartir la ensenanza de las sucesiones de funciones y el teore-
ma de Arzela-Ascoli, a los estudiantes de la Escuela Profesional de Matematica
de la Universidad Nacional de San Antonio Abad del Cusco, como un comple-

mento a las sucesiones de niimeros reales por ahora.

3. Se recomienda continuar las generalizaciones y extensiones del teorema de

Arzela-Ascoli, en topologia, que valen la pena explorar y detallar.
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APENDICE A

Definicion A.1: (Narasimhan y Nievergelt (2012)) Sea f(z) definida en una
vecindad de un punto a. La funciéon f(z) es diferenciable en el punto a si existe el

limite finito
, f(a+Az)_f(z)_ /
Alggo Az = f'(a)

que se llama la derivada de f(z) en a.
Teorema A.1 Sea U abierto en C y sea f una funcién continua en U. Suponga
que existe una funcion C-diferenciable F' en U tal que F' = f. Entonces, para

cualquier curva diferenciable por partes cerrada v en U, se tiene

/fdz:()

Demostracion: Sea v : |a,b] — U, v(a) = 7(b) una curva diferenciable por partes

cerrada. Se tiene

[fiz = [ ownwi= [ Faoroa

ya que y(a) = y(b).

Corolario A.1 Si f es un polinomio en z y v es cualquier curva diferenciable

por partes cerrada en C, se tiene

/fdz =0 (4.3)

Demostracion: Si f(z) = ZZ:O a2y F(z) = Zi:o[%
n

Teorema A.2 (El Teorema de Cauchy-Goursat). Sea U un conjunto abierto

]2 se tiene F' = f.

29



F 3
F 3

= —»
W
4 - Uo — W2
" =
'U| L U:
Figura 4.1

de C y sea f una funciéon C-diferenciable en U. Entonces, para cualquier rectangulo
cerrado R C U, se tiene

- fdz=0 (4.4)

) 1
Demostracion: Sean vy, vg, U3, v4 los vértices de R, y sean vy = Z(Ul + vg + v3 + vy)

ywr = (v +v), wy = %(Uz + v3), w3 = %(03 +u), wy = %(04 +v1) (vo es el
centro de R, y w; son los "puntos medios" de 7; respectivamente). Se divide R en
cuatro rectangulos cerrados Ry, Ry, R3, Ry donde R; tiene vértices vy, wy, vy, wy (en
ese orden), Ry los vértices wy, ve, wa, vy, R3 los vértices vy, we, v3, w3 y Ry los vértices

w4, Vg, w3, vy. (Ver Figura 6.1)

Entonces, se comprueba que

fdz= fdz
OR ; ORy

Sea A =| [, fdz|. Como

4 4
A= / fdz| < / fdz
|; OR, | ;| R, |

1
existe un vy (1 < vy < 4) tal que |f8R fdz| > ZA.
v1
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Ahora se divide R,, en cuatro rectangulos R,,u p = 1,---,4 como arriba,
introduciendo su centro y los "puntos medios"de sus lados como nuevos vértices. Se

tiene fava fdz= 23:1 favau f dz de modo que exista vy, 1 < v5 < 4 tal que

1
| fdz| = ] fdz| =474
8R’U1U2 4 8RU1

1
Note que L(OR,,) = §L(8R), L(OR,,0,) = 272L(OR), mientras que diam(R,,) =
1
§diam(R), diam(Ry,.,) = 27 2diam(R). (diam(E) es el didmetro del conjunto F.)
Ahora se itera este procedimiento y se encuentra una sucesion de rectangulos

{Ry;..v; Jr>1, 1 < v; <4, con las siguientes propiedades:
1. Ropoonys C Rupo,
2. L(OR,,...,,) = 27*L(OR)
3. diam(Ry,....,) = 2 "diam(R)
: >4k
4 |faRU1...% | > 47"A

Dado que cada R,,...,, es compacto, (1) y (3) implican que Ng>1 Ry, ..., = {a} consiste
de un solo punto a.

Se define €(z) por

f(z) = f(a) + (z = a)f'(a) + €(2)
€(2)

z—a
tanto, dado § > 0, hay A > 0 tal que |e(2)| < §|z — a| para |z — a| < . Ademas, por

/ fdz= / edz
6R’U1~-'uk 8Rv1~»vk,

Suponga ahora que k se elige tan grande que diam(R,,...,) < A; entonces |z —a| < A

como f es C-diferenciable en a, se tiene — 0 cuando z - a (z # a). Por lo

el Corolario A.1 se tiene

para cualquier z € R,,..,, Esto da
474 < | fdz| = |/ edz|
ORy,y ..o, ORy, oo,
< ddiam(Ry,..o, ). L(ORy,..0y) = 627" diam(R),27"L(OR)
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Figura 4.2

Ast A < §.dim(R).L(OR). Como ¢ > 0 es arbitrario, se sigue que A = 0, lo que
demuestra el teorema. []

Teorema A.3 Sean C* y C** dos curvas cerradas simples (positivamente
orientados) donde C** es interior a C*. Si f es C—diferenciable en la region limitada

por las dos curvas y sobre C* y C**, entonces

Fe)de = [ f(=)dz
.

C**

Demostracion: Se construyen dos cortes transversales L; y Ly de manera que
se unan ambos contornos como se puede ver en la figura 4.2

Sean C* y C** los dos nuevos contornos cerrados indicados por las flechas
(1-2-3-4) y (5-6-7-8) respectivamente, y como f es C—diferenciable sobre y dentro

de la region limitada por las dos curvas y sobre C* y C** luego, se tiene que

f(z)dz=0= f(2)dz
o e

Teorema A.4 Sea U un abierto en C. Sea f una funciéon continua en U. Sea
a € U y suponga que U —{a} es C-diferenciable en U —{a}. Entonces, para cualquier

rectangulo cerrado R C U, se tiene

. fdz= (4.5)
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Demostracion: Si a ¢ R, se sigue inmediatamente del Teorema A.3, aplicado a
flu—{a}- A continuacion suponga que a € OR. Se elige un rectangulo cerrado R,
contenido en el interior de R y cuyos vértices convergen con los vértices de R cuando
e = 0. (Si R =la,b] X [c,d], se puede, por ejemplo, tomar R, = [a + €,b — €] X [c+
¢,d — €].) Entonces, como f es continuo, por lo tanto es uniformemente continuo en

R, y se tiene

/ fdz— fdz cuando € — 0
OR. OR

pero por el Teorema A.3, [, fdz =0, se sigue que [,, fdz = 0.

Finalmente, suponga que a esta en el interior de R, con a = o +i3. Sea R; el
rectangulo de vértices vy, a +ilm(vy), a+iIm(vs), vy, R el rectangulo de vértices
a+ilm(vy), vy, v3, @ +iIm(vs). Entonces se tiene [, fdz= [, fdz+ [, fdz.
Como a € OR;, a € OR,, las dos ultimas integrales son iguales a cero por el caso
tratado anteriormente.

Teorema A.5 (Formula integral de Cauchy) Sea U un abierto de C y sea f
una funcion C-diferenciable en U. Sea R un rectangulo cerrado de U. Entonces para

cualquier a en el interior de R, se tiene que

fla) = = &) dz (4.6)

21 Jop 2 —a

Demostracion: Se define

M sizeU, z#a
9(z) = z—a |
fl(a), z=a

Entonces g es continua en U y g|y_{q es C-diferenciable. Por el Teorema A.4

_ _ f(2) 1
0—/8Rg(z)dz = 3Rz—adz_f(a)/332—adz

= /) dz —2mif(a)

HR <2 — Q

63



64



APENDICE B

TEOREMA DE ARZELA-ASCOLI APLICADO EN LA EXISTENCIA DE SOLU-
CIONES DE UNA ECUACION DIFERENCIAL DE PRIMER ORDEN Y EN LA
SUCESION DE FUNCIONES CONTINUAS CON DOMINIO COMPACTO

PLANTEAMIENTO

OBJETIVOS DE LA

] METODOLOGIA
DEL PROBLEMA INVESTIGACION
PROBLEMA OBJETIVO
GENERAL GENERAL
m /EI teorema de | g Demostrar que el teo-
Arzela-Ascoli garantiza | rema de Arzela-Ascoli
que cualquier sucesion | garantiza que cualquier Tipo de In-
de funciones continuas | sucesion de funciones
(fn), definidas en wun | continuas (f,) con do- vestigacion:
conjunto compacto K | minio compacto K po- L.
posee una subsucesion | see una subsucesion uni- Basica
uniformemente conver- | formemente convergen-
gente? te.
PROBLEMAS OBJETIVOS
ESPECIFICOS ESPECIFICOS
m Dada una ecuacién | @ Demostrar que el teo-
diferencial ordinaria de | rema de Arzela-Ascoli
primer orden, ;El teore- | garantiza la existencia
ma de Arzela-Ascoli ga- | de por lo menos una so-
rantiza la existencia de | lucién en un subconjun-
al menos una soluciéon | to compacto K a una
en un subconjunto com- | ecuaciéon diferencial de Disefio de
pacto K7 primer orden.
m Dado un conjun- | g Demostrar que dado Investigacion:
to limitado y equicon- | un conjunto limitado y o
tinuo de funciones C- Descriptivo

diferenciables H. ;Exis-
tird una subsucesion la
cual converge uniforme-
mente a una funcién C-
diferenciable en un sub-
conjunto compacto K7

equicontinuo de funcio-
nes C-diferenciables H,
existe una subsucesion
uniformemente conver-
gente a una funcion C-
diferenciable en un con-
junto compacto K.

Cuadro 4.1:

Matriz de consistencia de la investigacion
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