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Resumen

El capitulo I, se encarga de ponernos en el contexto de la paradoja de la informacién, tomando

forma a medida que hablemos de los agujeros negros y la informacién desde el punto de vista de la

Relatividad General Clésica, planteada por All;ert Einstein en 1915, pasando por una crisis y depués
aparentemente rescatado por la Mecdnica Cudntica, de la misma forma que rescaté el problema del
cuerpo negro, pero como dije fue un aparente rescate debido a que Hawking sumergié en una gran
fosa al principio de la conservacién de la informacién. Pero parandose sobre los hombros de gigantes,
Horowitz y Maldacena plantearon unas condiciones de contorno que les permitié bosquejar una
posible solucién a la paradoja de la informacién, pero dichas condiciones de contorno se plantearon
intuitivamente, por lo que no provienen de la teoria, esta posible teoria seria por supuesto la tan
sofiada unificacién de la Relatividad General con la Mecénica Cudntica. Es asi que la parte central
de mi trabajo radica en mostrar la evolucién unitaria del proceso de evaporacién de Hawking para
el caso de estados puros de los fermiones en la singularidad. -

El capitulo I se centra en el desarrollo de las herramientas necesarias para movernos con soltura
en el tema de los agujeros negros y su descripcién termodindmica.

Por 1ltimo en el capitulo III se termina por describir y solucionar la paradoja de la informacién,
tratando antes de describir al agujero negro de Schwarzschild.

En el apéndice se desarrolla de forma més formal la evaporacion de Hawking cuyo objetivo es

comprender el proceso de evaporacién en términos de la integral de Hawking-Gobbons.



Prdlogo

Todo el trabajo gira en forma a mostrar que si se plantea la existencia de una matriz unitaria ésta
permite mostrar el proceso de evolucién unitaria del aguejero negro, esta idea nacié con Horowitz
y Maldacena, sus implicaciones son profundas y es como un ensayo de la tan sofiada Gravitacién
Cuintica.

A lo largo del desarrollo del trabajo se usaron tensores para la variedad de Rieman cuyos indices
a usar a diferencia de otros textos, seran tanto latinos (i,j.k,..), como griegos (u,v,..), también se
usé los Verveins cuyos indices son tambien latinos y griegos, la diferencia est4 en que sus indices se
hallan entre paréntesis.

Las unidades a usar son, las unidades naturales, (A = 1,¢ = 1), comunmente usadas en Cosmo-
logia. En cuanto a la enumeracién de la bibliografia, esta se simboliza por [], y con respecto a la

enumeracién de las ecuaciones, se simboliza con ().
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Capitulo 1

1.1. Aspectos Generales

1.1.1. Problema de Investigacion

El trabajo consiste en demostrar el caracter unitario del proceso de evaporacién de los Agujeros
Negros; para ello previamente debemos hacer un paseo por las Teorfas Fisicas como la Mecénica
Cuéntica, Mecédnica Cldsica, Relatividad Especial, Relatividad General, Electrodindmica Cuénti-
ca 0 Teorfas Cudnticas del Campo, Termodindmica, Mecdnica Estadistica, Mecénica Estadistica
Cudntica y las Teorfas Cudnticas del Campo en variedades espacio temporales curvas, ]jichos t6pi-
cos seran cruciales para comprender la paradoja de la informacién y su correspondiente solucién

particular, planteada en esta tesis.

1.1.2. Formulacién del Problema

El problema radica en que si la Hipdtesis de Hawking, del proceso de evaporacién de los agujeros

. negros, es correcta, entonces la informacién no se conserva, violando asi los principios de la Mecénica

Cuéntica, es asi que siguiendo el proceso de Horowitz-Maldacena, se debe mostrar la existencia de

una matriz unitaria, la existencia de esta matriz significard que el proceso de evaporacién sea
unitaria.

1.1.3. Antecedentes

El estudio de los agujeros negros comenzé formalmente cuando Robert Hoppenheimer pu-

blicd una solucién de las ecuaciones de Einstein para la gravedad, la cudl describia el proceso de



colapso de una estrella, Hoppenheimer se pregunt6, qué pasarfa si una estrella tuviera la suficiente
masa como para que la fuerza gravitatoria pueda vencer a cualesquiera otra fuerza de la naturaleza
y si ésto fuese correcto la estrella comenzaria a comprimirse, pero ;Alguna vez se detendria este
proceso de colapso? ;Y si no se detiene el colapso de la estrella, entonces el volumen de la estrella
disminuirfa hasta que su densidad sea infinita?

Una estrella se forma por accién de la gravedad, los dtomos y nucleos de Hidrégeno y Helio -
por accién gravitatoria (fuerza netamente de atraccién debida a la masa) comenzaron a juntarse
pero, como se sabe, la fuerza gravitatoria es muy débil cuando la masa es muy pequefia, asi que
el aglomeramiento de Helio e Hidrégeno debido a la gravedad fue lento, entonces la formacién de
las estrellas es un evento astrondmico, pero a medida que se va juntando mds y mds masa, la
fuerza gravitatoria fué aumentando més y més, entonces los 4tomos y niicleos de Hidrégeno y Helio
comenzaron a golpearse con més y mas fuerza (energias cinéticas mayores) hasta el punto en el
cual los nicleos de Hidrégeno comenzarén a fusionarse, formando nuevos nucleos de Helio liberando
energia nuclear la cual se opone a la fuerza gravitatoria, entonces una estrella como nuestro Sol se
dice que tiene una vida estable cuando las fuerzas Nucleares y Gravitatorias se equilibran. Entonces
se preguntaran ;Que pasa con los niicleos de Helio? Lo que pasa es que algunos nucleos también
consiguen fusionarse para formar nuevos niicleos mas pesados, pero sélo algunos ya que son dos y
hasta tres veces mds masivos que los nucleos de Hidrégeno y la energia gravitatoria necesdria para
acelerarlos y conseguir fusionar dtomos de Helio es mucho mayor que la necesaria para la fusién
de los 4tomos de Hidrégeno. Es facil darse cuenta entonces de lo que sucede cuando se acaban
los nicleos de Hidrégeno. Cuando se acaba el Hidrégeno toda la fuerza gravitatoria se centra en
fusionar nucleos de Helio y asi éucesiva.mente hasta los demas elementos de la tabla periédica en
orden de Numerc Atémico (numero de masa) pero llega un momento en el que la fusién no puede
mantenerse y es claro que depende mucho de cuan masiva sea la estrella, ademas los 4tomos més

pesados son mas inestables o radiactivos provocando las fases de Gigante Roja y Supernova.



Por 1iltimo me queda por describir los limites dados por Chandrasekhar y Oppenheimer, estos
dicen que si una estrella tiene mas de 1,4 masas solares, pero menor que 3,5 masas solares, la estrella
se convertird en una enana blanca y luego en una enana negra, pero si tiene una masa cercana o
igual a 3,5 masas solares, se convertird en una estrella de neutrones la cuél se mantiene gracias
al Principio de Exclusién de Pauli aplicada a los electrones de los atomos de la estrella, luego si
la masa fuese de méas de 3,5 masas solares no existird fuerza conocida en la naturaleza capaz de
oponerse a la fuerza Gravita.,c'ional, formandose un Agujero Negro. Las estrellas de nuestro univérso
visiBle en un 90 porciento, son de mas de 10 masas solares, asi que podria decirse que en un futuro
muy pero muy lejano casi todas las estrellas de nuestra Via Léactea estan destinadas a colapsar y
formar Agujeros Negros(3].

Comenzaremos por describir a los agujeros negros en el contexto de la Relatividad General,
la idea nace con los fisicos Robert ﬁoppenheimer, Tolman y Volkoff, quienes llevaron al limite la
Relatividad General (RG) al explorar el final las estrellas que terminan su combustible nuclear.
La idea fue construir un sistema de coordenadas acompanante tal que nos permita seguir a la
materia de la estrella en su proceso de colapso. Las ecuaciones de Campo Einstein dicen que la
materia colapsa en un estado de densidad infinita y en el que el tiempo se detiene, a este estado
se le lama singularidad. Es necesario dar una definicién m4s ltil de-los Agujeros Negros, primero
debemos tomar en cuenta que nada en el universo puede ser mas rdpido que la velocidad de las
interacciones, ya que la luz tiene justamente esa velocidad entonces se enuncia que nada puede viajar
maés rapido que la velocidad de la luz. Los libros de texto plantean de forma muy anticuada dicha
- ley ya que esta es un corolario del Principio de Relatividad y no una Ley o Principio independiente.
Una violacién al principic; de Relatividad trae consigo problemas de Causalidad. Pasado y futuro
dejarfan de tener sentido si dicha ley se violara[3}{24]. No se conoce ningiin sistema fisico que haya
violado dicho principio. Teniendo en cuenta todo esto, un agujero Negro es un objeto estelar con

una velocidad de escape igual o la velocidad de la Luz(3][9], entonces quiere decir que la velocidad



necesaria de una particula que desea escapar del Agujero Negro (o del Horizonte de sucesos), deberfa
ser mayor que la velocidad de la luz. En ese sentido, todo lo que cae en un Agujero Negro nunca
podra escapar(5][6]. Por lo expuesto anteriormente, cualquier aparato de medicidn que se aproxime
al Horizonte de sucesos de un Agujero Negro, no captarid ninguna seiial (radiacién electromagnética)
ya que cualquier sefial (ondas electromagnéticas) viaja a la misma velocidad de la luz o menor a ella,
por lo que en principio el Agujero Negro estaria completamente frio para un observador externo,
lo que quiere decir es que la estrella colapsé formando asi un Agujero Negro y esta fue capaz de
alcanzar el Cero Absoluto, entonces los agujeros negros violan la Tercera Ley de la Termodindmica
por lo que vino al rescate la Mecinica Cudntica, tal y como sucedio con el problema del cuerpo
negro, pero su rescate no fue del todo completo. Si estudiamos la termodindmica de un agujero negro
cldsico (sin tener en cuenta su descripcién cudntica) ya que el Agujero Negro tiene una temperatura
cero, entonces la Entropia seria infinita, lo que quiere decir que la informacién acerca de la estrella
colapsada se pierde inevitablemente en la singularidad, estos hechos son descritos por Relatividad
General Clésicay desde ya se puede decir que no estan de acuerdo coh las leyes de la Termodindmica.
Basados en el concepto de la entropia de Vonn Neuman dada como la generalizacién de la entropia
dada para la teorfa de informacién por Claude Shannon, con esta es posible describir la entropia de
sistemas cudnticos entrelazados, esta fue la idea seminal para que Stephen Hawking pueda describir
al agujero negro como un sistema que cumple con las leyes de la termodindmica.

Stephen Hawking se propuso solucionar en 1967 el problema de la evaporacién de los Agujeros
Negros, es asi que brillantemente se aproveché de la no localidad de los fendmenos Cuénticos,
adem4ds del concepto de creacién de pares de las teorias Cuédnticas del Campo y del recientemente
déscubierto (en 1970) efecto Unruh. Con todo ello pudo determinar que los Agujeros Negros no
son tan negros y que de hecho radfan. El mostré que el agujero negro de Schwaszchild radia a una

temperatura, donde ”M?”, es la masa del agujero Negro y ”G”, es la constante Gravitatoria,



Figura 1.1: ;Esta frio el Agujero Negro?

1

r= 8TMG

(1.1)

esta temperatura es la que es medida por un oservador que se halla a una distancia considerable-
mente grande[1][34], esto lo mostraré a lo largo del desarrollo del trabajo, dicho observador se dice
que se halla en un marco inercial, de modo que Hawking budo calcular la entropfa y hallé que era
proporcional al cuadrado del drea de la superﬁcie del horizonte de sucesos. Esto mismo hallé D. Be-
kenstein. Hawking y Bekenstein postularén que la entropia de cualesquiera Agujero Negro, deberia
tener una valor que sea proporcional al cuadrado de la superficie de} horizonte de sucesos, osea que
toda la informacidn estd codificada en el drea del Horizonte de sucesos[1], este es un punto vital para
la idea de Leonard Susskind la cual trat&emos despues, pero ;Que fue lo que le indujo a Hawking
y a Bekenstein a plantear que los Agujeros Negros no son tan ”Negrosé Y lo mas importante, esta
temperatura no nula y porsupuesto la entrbpia, no nula implican que podemos conseguir algo de
informacién de la materia que cruza el horizonte de sucesos.

La idea seminal se halla en las fluctuaciones Cudnticas del Vacio cerca del horizonte de sucesos
isencillo! El vacfo descrito por la Mecé.nica‘Cuéntica plantea que pares particxﬂa-éntipartl’cula se

crean, las cuales se hallan en un estado méximamente entrelazado, por ejemplo cuando se crea un



par de fermiones, electrén,positrén, entrelazados por el espin, cerca del horizonte de sucesos, si no
fuese por el horizonte de sucesos, el par volverfa a aniquilarse, pero el horizonte impedird que el par
se vuelva a aniquilar, es asi que la antiparticula cruza el horizonte y la particula escapa al infinito,
esta antiparticula se aniquila con una particula de la materia, que se halla dentro del Agujero Negro,
esto quiere decir que una particula que se hallaba dentro del Agujero Negro pudo escapar, si este
proceso ocurre una y otra vez el agujero terminard por desaparecer o evaporarse. Esto es a lo que
se le llama efecto -Hawki;l;c.) E_veporacmn_;le Ha;vlc—l;lg- I .
Stephen Hawking llevé a una crisis a los Principios de la Mecdnica Cudntica planteando que
los estados entrelazados pierden coherencia cuando el agujero negro radia, de ello directamente se
deduce que la informacidn es perdida en el proceso de evaporacién ya que su planteamiento es que los
estados no evolucionan de forma unitaria, osea que los estados puros no evolucionan a estados puros
y los estados mezcla no evolucionan a estados mezcla, viclando uno de los principios de la Mecénica
Cuéntica. Nos hallamos entre la espada y la pared; o la Relatividad General estd incompleta y no

es capaz de describir satisfactorimente a los agujeros negros y/o falta una revisién a los principios

de 1a Mecdnica Cudntica.
1.1.4. Justificacién

Hasta la fecha los principios de la Mecanica Cuéntica, estan bien fundamentadas, las C*-Algebras
son una muestra de su formalismo tedrico. Por otro lado la Fisica de la Materia Condensada es
un ejemplo de su aplicabilidad, por ello considerar que los principios de la Mecdnica Cudntica son
correctos, es una consecuencia de la gran cantidad de confirmaciones experimentales a la Teorfa

Cuéntica.

La resolucién de la paradoja de la informacién nos da luces acerca de lo que le sucede a la materia

en la singularidad de los agujeros negros.
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1.1.5. Objetivo General

Mostrar la necesidad y la existencia de Una Matriz Unitaria que actuando sobre los estados
de espin de los fermiones, describe el proceso de evaporacién de los Agujeros Negros, asegurando
asi el cumplimiento de los principios de la Mecdnica Cudntica y por ende la conservacién de la

informacion.

.1.1.6. Objetivos Especificos

1. Mostrar el desarrollo de dos formas de obtener la evaporacién de Hawking; la primera de las
formas es importante porque siguiendo a Unruh, es de menester mostrar que en las cercanias
del horizonte de sucesos el espacio-tiempo es topoldgicamente equivalente al espacio-tiempo
de Minkowski, por ende la mecénica cudntica puede aplicarse formalmente en el horizonte. El
segundo cédlculo que haré nos permitird obtener formalmente la entropia del Agujero Negro,

con la ayuda de las integral de Camino, Feynman-Dirac, generalizado por Hawking-Gibbons.

2. Construir un espacio de Hilbert, tal que se descomponga como el producto tensorial de los
espacios de Hilbert, de los estados de espin de los fermiones, dentro y fuera, con respecto al

Horizonte de Sucesos.

3. En este espacio podré realizar la proyeccién de los estados cudnticos entrelazados en el Ho-
rizonte de Sucesos y los estados entrelazados con los estados cudnticos de la materia en la

singularidad, planteando la existencia de una matriz, la misma que es Unitaria.
1.1.7. Hipétesis

s Los estados cuénticos de la materia de la estrella que colapso para formar el agujero ne-

gro, existen y estan dados como un sistema puro o de forma mds general como un sistema

mezclaf27)].

s Los estados de los fermiones dentro y fuera con respecto al horizonte de sucesos, se hallan

11



maximalmente entrelazados{28][29].

» Los estados de los fermiones de la materia de la estrella en la singularidad y la materia

inmediatamente dentro del horizonte de sucesos se hallan mdximalmente entrelazados(30].
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Capitulo 2

2.1. Marco Tedrico

2.1.1. Relatividad General

De la misma forma que la Relatividad Especial, la Relatividad General fue formulada a partir
de un sélo principio fundamental, el Principio de Equivalencia, este principio es el soporte de toda
la Relatividad General y desde que Albert Einstein lo presentd en 1915 fue ampliamente cfiticada y
reformulado, de modo que actualmente existen tres enunciados, versién Débil, versién semi Fuerte
v la Fuerte. La versién Débil contiene a la mecdnica de Newton, es muy eficaz para describir en
primera aproximacién los sistemas estelares. La version semi fuerte y fuerte contiene a la Relatividad
General la cual se la considera como una teorfa métrica de la Gravedad, también conocida como
Geometrodindmica, es muy 1til en cuanto a la construccién de modelos de sistemas estelares, pero
para describir el universo en forma global y su creacién, ademas de las ondas Gravitacionales, es

4til la forma Fuerte del Principio de Equivalencia[3][5][6],

La forma Débil dice que las leyes de la Fisica incluida la gravedad son las mismas para
cualesquiera par de observadores en todo el espacio de un campo Gravitacional o

Marco de Referencia Acelerado[3}[5].

La forma Semi-Fuerte dice que las leyes de la Fisica excepto la gravedad son las mis-
mas para cuaiesquiera par de observadores en una regién infinitesimal de un campo

Gravitacional o Marco de Referencia Acelerado, esto quiere decir que es imposible
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saber con experimentos realizados de forma local, si es un Campo Gravitacional o si

el observador se halla en un marco de referencia acelerado[5).

La forma Fuerte dice que todas las leyes de fisica incluyendo la Gravedad son las mis-
mas para cualesquiera par de observadores en una regidn infinitesimal de un campo
Graviatacional o Marco de Referencia Acelerado, esto quiere decir que es imposible
saber con experimentos realizados de forma local, si es un Campo Gravitacional o si

el observador se halla en un marco de referencia Acelerado[5][6].

La versién semi fuerte del principio de Equivalencia ademas de contener a la Relatividad de
Einstein, contiene a otras teorfas métricas, tales como la Teoria Relativista de la Gravitacién,
Formulacién del Campo Gravitacional como un campo Escalar, Dimensiones extra Espaciales. Para

mi trabajo serd necesario la forma fuerte del principio de equivalencia.

Cilculo Tensorial

Comenzaremos por definir uno de los elementos fundamentales para la Relatividad General, este
elemento es conocido como Tensor, su principal funcién es que nos permite escribir las ecuaciones
fundamentales, de tal forma que permanezcan invariantes para cualesquiera marco de referencia ya
sea inercial o no inercial. Entonces un tensor puede representar a una cantidad fisica, por ejemplo
el tensor Energia Momentin de la Mai;eria, contiene toda la informacién acerca de la energia y el
momentun de los campos de materia, es asi que cada campo tiene su tensor Energia Momentin,
como el campo de Klein-Gordon, o el Campo de Maxwell, por lo que si un observador en su
marco de referencia determina que el tensor Energia Momento es nulo El tensor que mostraremos

a continuacion es un tensor de orden uno, osea que tiene un sélo indice.

A= (A% A A% A3 Al(z) (2.1)
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A = (Ao, Ay, A3, A3) - Ai(z) (2.2)

Cuando los indices se halldn arriba sev dice que es un tensor contravariante, cuando los indices
e hallan abajo se dice que es un tensor covarianté, pero para (ue seail tensores es necesario que
obedezcan a una ley de transformacidn, dicha ley obedecen todos los tensores de orden cualesquiera,
ademas se haréd uso de la convencion de suma de Einstgin, ‘le_n cual dicg que §i hay dos indicgs repetidos

¢l sfmblo de suma sobre ellos ya no se colocan, sobreentendiéndose tal suma.

Al = (;":,j Al (2.3)
Bx'i ’
A; = 5 A, (2.4)

Para tensores de orden 2 contravariante y covariante se da forma similar y naturalmente para

tensores de ordenes mayores. En efecto,

;s 0zt 927

' = 5% 5 (23
x* 8z7

i = Gk g1k (2:6)

uno de los tensores de segundo orden fundamental es el tensor métrico, este tensor define la
geometria de Rieman, En 1910 Rieman diserté sus Fundamentos de la Geometria en espacios n-
dimensionales, en dicha disertacién se hallaba Friedrich Gauss y Einstein. Fue maravilloso e inspiré a
Einstein a continuar su busqueda de las ecuaciones covariantes para la Gravedad y como dije antes el
tensor métrico es fundamental para la Relatividad General, es mas, Einstein identifica directamente

el tensor métrico como el Pontencial Gravitatorio.
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Dicho tensor tiene tambien su forma contravariante, es imprescindible ya que nos permite definir
la distancia entre dos puntos en el espacio-tiempo de Rieman, pero como es un espacio cuadridi-
mensional, esa distancia no es la que se media en la geometria euclidiana si no que ahora mide
la distancia entre dos sucesos, osea que el espacio-tiempo curvo de Rieman es el espacio de su-
cesos. El suceso se define como la existencia de un fenémeno fisico en un determinado punto del

espacio-tiempo de Rieman; puede ser un Campo Electromagnético o Campo Gluénico, en fin toda

propiedad fisica que se deﬁné en ﬁi;lcién -de trés. céordenadés -e-sp:v;;:ialesby un‘;tt;,mﬁorél, éntonces un
propiedad fisica cualesquiera definida para un instante y posicién fijas, es un suceso y la distancia
entre dos sucesos nos informa de la evolucién de esa propiedad fisica, esta distancia se la conoce
como Historia. Entonces una serie de sucesos nos da una Historia, pero para poder determinar la
Historia (Jongitud de la curva dada en el espacio curvo de Rieman) es necesario el tensor métrico,

en este caso "u” es el pardmetro de la curva cuadridimensional.

ds? = g;;dz'dx? (2.7)

[ dzt da?
S('U.) =/ gij:iz—d—u—du (28)

Otra importante funcién del tensor métrico es que nos permite subir o bajar indices o lo que es

lo mismo, nos ayuda a convertir tensores covariantes a contravariantes y viceversa.

AY 051 = Aw . (2.9)

97 gk = 6% (2.10)

Es necesario definir la derivada covariante, ya que nuestra antigua deriva ordinaria no es util;

en general, la derivada ordinaria se define sobre el comcepto de transporte paralelo, pero como se
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esta en un espacio-tiempo esencialmente curvo no es posible hacer un transporte paralelo de forma
ordinaria, debemos hallar una manera de transporte paralelo, el cual obviamente dependera de cada

punto del espacio-tiempo.

Al = J A + T}, AF (2.11)

Aiy = A; —~TH A, O (212)

El punto y coma simboliza la derivada covariante, pero también es muy popular usar el nabla,

siempre es bueno estar en contacto con una y otra notacién, asi que se usaré también.

VIA® = § A% 4 Tt Amk 4 Tk Aim (2.13)
VAL = §AL — TP AL 4+ T8 AT (2.14)
VA = 01 Aik — Tf Ak — ThjAim (2.15)

Por 1ltimo para tensores de mayor orden es necesario aumentar mas simbolos Gamma, la canti-
dad de indices del tensor, indica la cantidad de estos simbolos Gamma ; Pero que es este misterioso
simbolo? Este ente matemaético es conocido como el simbolo de Christoffel y es el que nos permite
realizar el transporte paralelo, es muy importante que podamos escribir una expresidn para el Sim-
bolo de Christoffel, esto lo podemos conseguir a partir de la condicién de Rieman, la cual dice que

la derivada covariante del tensor métrico es cero.

ikt = O1gik — gmkl5} — gimIg =0 (2.16)
algik - gmkF;? - gimrm =0 (217)
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Osgik — gmil'5 — gremp =0 (2.18)

Okgit — gmlik — gimI; =0 (2.19)

im

b= g‘g—(algmk + Okgmi — OmYki) (2.20)

Dos consideraciones; primero que el tensor métrico es simétrico y el simbolo de Christoffel
tambien es simétrico pero con respecto a‘los dos indices covariantes, pero le lamamos simbolo y no
tensor, sencillamente por que el simbolo de Christoffel no es un tensor, es m4s bien un pseudotensor
lo que quiere decir que no obedece a la ley de transformacién que obedecen los tensores y ademas,
existen marcos de referencia donde las componentes del tensor métrico son constantes y el simbolo
de Christoffel es cero, ya que existen muchos marcos de referencia que cumplen esa propiedad en
todos ellos se comporta como un tensor, es por eso que se llama pseudotensor, a veces es un tensor

'y a veces no.

Otro de los elementos que necesitaremos definir es el determinante del tensor métrico (g =

det{g,,}) ¥ luego su diferencial, ya que nos permitird mediante la variacién de la accién Hilbert-

Einstein conseguir las ecuaciones para el campo Gravitacional.

dg = 99**dgix = —ggirdg™ (2.21)
Luegoldeﬁnamos la divergencia de un vector o tensor de orden uno y de un tensor antismétrico

de orden dos.

Al = 0,4 + TY A (2.22)

Usando la expresién del simbolo de Christoffel, e igualando un par de indices covariante y

contravariante se vera que.
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, 1. .
ki = 59" Okgim (2.23)

O de acuerdo con la diferencial del determinante del tensor métrico, podemos reescribirlo como,

. 1
ki = %&cg = Olny/~g (2.24)

escribamos ahora la divergencia como. . e e e

Al = 5,4 + Algyin/~g (2.25)
. 1 .

Al = Bi(vV=gA* 2.26
Y (V—g4") (2.26)

Determinemos ahora la divergencia para el tensor de segundo orden antisimétrico,

ATk = — gFm (2.27)
Alf = Op A T L A™F 4 TE A (2.28)
Ak = _L_a,(/=gA™ 2.2

esta expresién (30) es muy ttil a la hora de determinar la ley de conservacién del cuadri~
momentun angular y por supuesto del tensor electromagnético, ahora nos falta determinar la expre-
sién del D'lambertiano el cual es algo diferente en un espacio-tiempo curvo, primero averiguemos

la forma de la derivada covariante del campo escalar.
Vi¢p = 0 (2.30)
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Vig =g*8), = g*Vig (2.31)

. 1 )
ViVig = ~—=08,(v/—99"* ¢ 2.32
Describamos ahora el movimiento de una particula hecha de energia pura o sin masa inercial, el

camino que sigue serd aquel cuya derivada covariante direccional sea cero, el operador correspon-

diente a esta derivada se define de la siguiente forma,

o= 2] (2.33)

la cuadrivelocidad se define como la repidez del cambio de un suceso con respecto a su tiempo
propio.

_ae
T dA

i

(2.34)

Hallemos entonces las ecuaciénes paramétricas de la Historia espacio-temporal que siguen las

particulas sin masa,

D . . . '
) = 4ty = .
oY =u Vi =0 {2.35)
u(Bu! + TPu!) =0 (2.36)

d?zt . dzt dz*
oz vy =0 (237)

esta curva que siguen esas particulas sin masa inercial, los matemadticos le llaman geodésicas y
son tales que, es la historia més corta entre dos puntos del espacio-tiempo de Rieman de dimensién

4, por lo que también es deducible a partir de un principio variacional,

20



dzt dzd
S(u) =_/VgijE—tHdu (2.38)

las ecuaciones que describen estas geodésicas son determinadas por las ecuaciones de Euler-

Lagrange,

d, oL . oL

e e e e EZ(B(@%) —_ Bt e A (239)

en este caso el Lagrangiano es,

dz [ dztdz!
Lz, a;) =\ % I (2.40)

colocandola en las ecuaciones de Euler-Legrange arribamos a la anterior ecuacion para la geodési-
ca. Es hora de hablar del tensor de Rieman el cual nos dard la informacién acerca de la curvatura
del espacio-tiempo, esto es muy importante ya que Einstein nos ensefié que la curvatura puede
ser traducida como la accién de la fuerza Gravitacional a ello se le llama Geometrodindmica, es
sencillo, si nuestro universo fuese la superficie de una esfera, todo cuerpo que se halla en ella desde
el punto de vista de la Gravitacién de Newton, es mantenida sobre la superficie por la existencia
de una fuerza de atraccién, pero no se dice nada acerca de la naturaleza de esa fuerza, pero en
la Geometrodindmica de Einstein se dice que el cuerpo sigue la geometria de su espacio-tiempo,
asi que para saber la magnitud de la fuerza Gravitacional es necesario conocer la curvatura global
del universo en el que vivimos, pero el problema es que no podemos salir de nuestra dimensién asi
que debemos hallar una manera de calcular dicha curvatura sin salir de nuestro espacio-tiempo,
a esa curvatura se le conoce como Curvatura Intrinseca y es la curvatura que Rieman estudié y

determind, derivemosla, consideremos la derivada de la derivada covariante,
Aa;ﬁ;'y = Aa;ﬁ,v - I‘gaAa;ﬂ - Pg-yAa;a (2-41)
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Aspry = (Aap —TEaAs) y — T70(Aae —Th, AL) (2.42)

Aaipry = Aapy — ThaAe =~ Tgahory —ThaAos + ToaltgAn —T9gAac + TopTh, Ay (2.43)

ahora de la misma forma, se construye la derivada de la derivada covariante pero esta vez

permutando los indices de la derivada covariante, luego restamos una de la otra y obtenemos,

Acpry = Aaiyip = Ao (D0, = Thasy) + Aul ;arﬁﬂ —Talty) (2.44)
[Vg, V4lAa = R%5, Ay (2.45)
oty = Loy = Tapy T T8ulhe — FZ‘/Fl/.;a (2.46)

Este es el famoso tensor de Rieman que nos dard la informacién acerca de la curvatura del
espacio-tiempo, ademss el nitiimero de elementos diferentes de cero que tiene este tensor, es (n; €s 1a

dimensién del espacio tiempo)

1
N°componentes = ﬁ—nz (n® -1) (2.47)

en un universo unidimensional, todas las componentes son cero, esto entra en una contradiccion,
cuando hablamos por ejemplo de un universo de dimensién n = 1 en forma de circunferencia,
intuitivamente esta si tiene curvatura, pero segin la geometria de Rieman no tiene curvatura,
Veamos que pasa. Amigos lectores, la curvatura que mide el tensor de Rieman es una curvartura
intrinseca osea es un tipo de curvatura que sélo se puede medir por metodos que impliquen su ‘

propia dimensién, por eso para un ser que viva en esa circunferencia la curvatura es nula, pero si
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viviese en una superficie esférica la cual tiene dos dimensiones, existird una componente del tensor
de Rieman diferente de cero, lo que quiere decir que debe existir una manera de medir esa curvatura
sin salir de ese espacio bidimensional, una de ellas serfa mediante la construccién de un tridngulo,
cuya suma de sus dngulos de seguro no serd 180 grados. Existe otro tipo de curvatura conocida
como curvatura extrinseca, la cual mide la curvatura pero saliendo necesdriamente a una nueva
diemensién o metiendose en una dimensién menor.

Terminemos por estudiar al tensor de Ricci, Hilbert en su busqueda de una formulacién de la,
Densidad Lagrangiana, se dié cuenta de que el tensor de Rieman no era el apropiado para ello ya
que existen derivadas de orden mayor a 2, asi que era necesario otro tensor, pero que ain nos de

informacién acerca de la curvatura, ese es el tensor de Ricci, el cual es la contraccién del tensor de

Rieman.

Rir, = g™ Rygmr. = Ry, (2.48)

Rik =Tl —Th s + TieTh — T Tk (2.49)

Ricci nos habla del flujo de la energia del espacio-tiempo curvo, esto lo veremos en la celebrada

ecuacién campo de Einstein,

R=g*Riy = ¢"¢"" Ritim _ (2.50)

La Accién de Hilbert-Einstein
Einstein usé las identidades de Bianchi para arribar a las ecuaciones de la gravitacién, ademas
de su gran intuicién fisica, pero David Hilbert fué por otro camino, el buscé la Accién para el campo
Gravitacional y con ello hallé las ecuaciones de campo gravitacional, mediante la variacién de la

accién, es asi que ingeniosamente plante6[3][12],
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Sg = / Ledz (2.51)

L =lgv=-g (2.52)

Esta densidad lagrangiana seria la densidad de curvatura intrinseca del espicio-tiempo, en eso
pensé Hilbert ¥ ademas, esta densidad de curvatura no deberfa tener derivadas del tensor métrico
de orden mayor a dos, el elemento perfecto para esto es la curvatura escalar(12] (donde x, es una

constante),

Lg = -?(\/—-—gR (2.53)

con ello, la accién total de la materia y el campo gravitacional se escribe como,

S= / (LG + Lag)d*z (2.54)

realizando la correspondiente variacién.

55 = %( / S(RY=5)dz + / SEaydis
58 = -2%; / (V=90R) + RSv/=g)d'z + / SLard'z

1 1 s
65 = 5 [ BlaaR)VT + 3R-0)H(-Dida'a + [ slud's
65 = / [R*6905y/=F — e 9g™ S gutld'a + / gabdR**v/=gd*z + / SLyd'z
2x 2V/-g 2x
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1 1 1
58 = oN / [R%® — —éRg“b]Jgab\/_——gd‘Ia: + o / [V~g9°b8T%, — vV=gg*°6TC,)dx. + / SLydz

1 [, 1 L
= / 3925[R%® — = Rg®*|/=gd*z + / 5 dgapdtz =0 (2.55)
2x% 2 Gab

Rob — —;-Rg“b = 87T (2.56)
donde el tensor energia-momentun se define como,
-2 48
ab _ _—4 9OM
™= V=9 6Gap 257)

la ecuacién (62) nos dice que la curvatura del espacio-tiempo se genera por la distruibucién de
materia la misma que se halla codificada en el tensor energia-momentin, en resumen, La materia
le dice al espacio-tiempo como curvarse y la curvatura del espacio-tiempo le dice a la materia como

moverse, esto fué enunciado por J. Wheeler(3].

Agujero Negro de Schwarszchild

Primero comenzamos por definir el elemento de linea o elemento de historia del espacio-tiempo
de Rieman, de tdl forma qiie 1a simetrfa sea makima, esto seé consigiie medidnte 1as ectidcioties de

Killing, dicho tépico no desarrollaré, tomaré el resultado dado en el texto[3],

ds? = —**Mdt? + 2 gp? 4 2402 (2.58)

donde los funciones exponenciales son las componentes del tensor métrico, las cuales debemos

determinar con la ecuacién campo de Einstein; las coordenadas contravariantes son,

o = (4,1, 6, ) (259
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el tensor métrico es,

—e2e(r) ¢ 0 0
0 e2(n) ¢ 0

0 0 0 r2sen?d

estas componentes se colocan en la ecuacién (21), para calcular todas las componentes diferentes

de cero del Simbolo Christoffel y con ellas calcular, el tensor de Rieman.

I, =6a Tjo = €810 Tl =ab

1 I =2% 2 2F%2 e 5:133 - %e (261)
U — e . = COS
T35 = —re"*°sen’d T35 = —senfcosd T3y = 2%

Calculemos las componentes del tensor de Ricci dada por la ecuacién (49), sélo las componentes

de 13 diagoiial soi #i6 hulss,

Rgo = e2(a—b) [63(1 + (610)2 — 5106:b + -381a]
Rii = -08%a — (0ia)? + 8iadib+ 20ju
Ros = 6—26[7'(91 (a - b) - 1] +1
R33 = sen26R22

ya qué la idéa s describif el campo Gravitacional fuera de la fuente, tendremos que en la

(2.62)

ecuacién campo de Einstein (62), el tensor energia-momentun de la materia es nulo, asi que las

componentes del tensor de Ricci son tambien nulas.

Rep =0 (2.63)
Resolviendo el sistema de ecuaciones(68),
a=—f
e2*(2rf,a+1) =1 .
Or(re?®) =1 (2.64)

200 __ ] — gte
e*=1 -

la; constante, es el radio de Schwarzschild, el cual define el horizonte de sucesos, con todo ello
podemos escribir el elemento de historia del espacio-tiempo de Schwarzschild.

2GM

ds? = —(1 —r—)dtz +(1

- Ec-?i)-ldr? +r2d0? (2.65)
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Si consideramos por ejemplo que en nuestro sistema solar los planetas tienen una masa casi
nula en comparacién con la masa del sol, tendriamos que €l espacio-tiempo curvo que crea el sol,
estarfa aproximadamente dado por la solucién de Schwazschild, de tal manera que si graficamos
las geodésicas de este espacio-tiempo serfan precisamente las orbitas planeta,ria,s, en especial para
los planetas que se hallan cerca del sol podemos despreciar los angulos Azimutal y Cenital, ya que
dichas orbitas se hallan aproximadamente en un mismo plano, tales planetas son Mercurio, Venus,
Marte, esto estd corroborado por observaciones astronémicas{5].

Por tltimo pasemos a discutir el caso en el que r = 2GM, alli parece haber una singularidad,
ya que el elemento de historia se hace infinito, pero en realidad esta no es una singularidad, senci-
llamente es una muestra de que nuestro sistema coordenado no es el adecuado ya que no es capaz
de informarnos como es el campo Gravitacional cuando r = 2GM ;Que sucede cuando r=2GM?,
cuando estudiamos la caida libre de una particula se revela que respecto a un observador orbitando
en caida libre es una de las geodésicas, se observa la particula acercarse a 2GM més y maés len-
tamente, teoricamente esta particula se acerca al horizonte r = 2MG pero sélo asintéticamente,
dichos observadores tienen un nombre acuiiado por Susskind "FIDOS”[1]; y el tiempo que mide su
reloj o tiempo propio es proporcional a d7propic = 1/1 — &;{-G-dtp 1po- Para la particula en caida
libre los marcos de referencia capaces de seguirla se conocen como FREFOS, en este marco de
referancia la particula cruza el horizonte en un tiempo finito y lo més importante, una vez que la
particula haya cruzado dicho horizonte no serd capaz de escapar, osea que no existird fuerza alguna
en la naturaleza capaz de sacarla fuera del horizonte, ya que ﬁecesitaria acelerar hasta velocidades
mayores que de la Iuz por lo que clisicamente, el agujero negro transforma toda la energia potencial
gravitacional en energfa y como nada escapa, en principio el Agujero Negro estd a una temperatura
cero y entropia infinita[l].

Por dltimo, respecto a los FIDOS pareciera que la informacién acerca de la particula queda

codificada en el horizonte de sucesos o al menos parte de ella. Esta idea sencilla y bella llevé a Leo-
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nard Susskid y otros fisicos tedricos a plantear la Hipdtesis Hologréfica, la misma que explicaré mas
adelante[1].

Coordenadas de Kruskal-Szekeris

Como puntualizamos anteriormente, la informacién dada por la solucién de Schwarzschild es
incompleta ya que solucionamos las ecuaciones de campo fuera de la fuente, pero ;Cémo es posible
que dicha solucién explique las orbitas del sistema solar y simultdneamente describa a un Agujero
Negro? La respuesta es sencilla y se debe a que cuando la estrella, por ejemplo el sol, tiene com-
bustible nuclear (hidrégeno) que quemar[4], su radio es tal que excede al radio de Schwazschild
pero cuando se le acaba el combustible nuclear la fuerza Gravitacional es superior y comienza la
contraccién y si la masa de nuestro sol fuese suficientemente grande, del orden de 3.5 Masas solares
no existird fuerza en la naturaleza capaz de soportar dicha atraccién gravitacional y se encogeria
a un tamaifio mucho menor que el radio de Schwarszchild{28], se reducird tanto que no sabremos
si usar la Mecdnica Cudntica por su tamaio infimo; O la Relatividad General por su gran Masa,
por el momento la Relatividad General nos dice que se redurcird a un punto cén densidad infinita
y curvatura infinita, esta es la verdadera singularidad y estamos seguros de que es esta ya que
no existe ninguna transformacién de coordenadas que nos permita desaparecerla, una forma mds
precisa de probar que un punto del espacio-tiempo es una singularidad o no, es por medio de la

construccién del invariante de Kretschmann|3},

R®4R 1 q = invariante (2.66)

calculandola para la metrica de Schwarzschild (70) tendremos(3].

48G? M?

5 (2.67)

bed
R¥“Rapca =

Ahora es necesario saber como es el espacio-tiempo dentro del horizonte de sucesos, pero obten-
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dremos mas de lo que buscamos, si usamos la transformacién de Kruskal-Szekeris definida para la

parte exterior al agujero negro[9][3],

’ 1 T
r>2GM{ %~ (z37g — 1)? €™ cosh(giz)

o ) .68
t = (5% - 1)%eTM_Gsenh(ZM‘—5) (2.68)

en la que claramente vemos que en r=2GM, no hay singularidad, ahora para la parte interior,

r < 2GM{ = = (1~ gy7g)} ™72 senh(z57) (2.69)
t=(1- 2A;G)§ém603h(;1—ﬂff_c)

" de esta manera podemos mapear todo el espacio-tiempo del agujero negro de Schwarzschild con
esta nueva transformacién, reemplazando estas nuevas variables en la ecuacién 2.65 tendremos una
nueva forma del elemento de historia[3).

_ 32M3G3
Ty

ds? eTE (—dt 2 + dz 2) + r3(t , 7 )(d§? + sen®0dp?) (2.70)

Mediante la siguiente ecuacién podemos graficar las asintotas del espacio-tiempo de Kruskal-

Szekeris,

(2—1\26 ~1)emT = 1% —12 (2.71)

el horizonte de sucesos se halla en el centro o en la interseccién de las asintotas dadasen r = 2GM
y t = o0, la singularidad se halla en las partes superior e inferior, esta métrica describe toda la
extensién del agujero negro, ya sea su parte exterior al Horizonte de sucesos, su parte interior,
ademas del agujero blanco, por lo que el diagrama en este sistema de coordenadas se conoce como

agujero negro eterno. Esta geometria nos serd 1til cuando exploremos la periferia del horizonte de

sucesos[35].
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2.1.2., Mecanica Cuantica

La Mecénica Cudntica representa la gran Revolucién de los siglos XX y XXI y sus comceptos no
son muy intuitivos, con leyes que desaffan nuestra forma convencional de ver al mundo. Se dar4 una
breve revisién a su estructura matemadtica y a sus postulados, luego analizaremos el comcepto de

Coherencia y Entrelazamiento Cudntico, las cuales son la parte central del efecto Hawking|8].

Notacién de Dirac

Comenzaremos por describir lo que es un estado en Mecdnica Cudntica, los estados fisicos clasi-
camente se describen mediante las posiciones y velocidades (g, §) en el espacio de Configuraciones,
pero si describimos mediante las posiciones y momenta (q,p) al sistéma fisico, el espacio de estados
donde se describe la dindmica del sistema se conoce como Espacio de Fases. La mecanica cudntica
es mucho mds eficiente a la hora de describir el mundo, ya que la M.C. busca responder preguntas
del tipo ”si” o "no”, por ejemplo para describir clasicamente a una particula es necesario definir
6 variables y para dos particulas son necesarios 12 variables, pero en M.C. para una particula sin
espin es necesario sélo una funcién de onda o un ket a diferencia de las 6 variables a determinar®[23].

Los estados cudnticos se representan por medio de los kets y las variables dindmicas a medir se
representan por operadores Hermitianos, con lo que sus autovalores son reales, con dichos autovalores
podemos construir una estadistica para determinar los valores medios de los observables fisicos.
Por lo pronto comenzaremos por definir el espabio lineal de kets y para garantizar la existencia
del producto interno y de alli la norma, es necesario la existencia del espacio dual conocido como
espacio vectorial dual Bra. El espacio vectorial en el que definimos el producto interno, tiene ademas
que ser completo, se conoce como espacio de Hilbert, esta completitud significa que debe existir
una serie de Cauchy tal que sea convergente en su mismo espacio lineal, en la notacién de Kets de

Dirac significa la existencia del uno de Dirac, comenzaremos por definir una base para el espacio

1Claro esta que la funcién de onda descompuesta en sus modos normales tiene infnitas dimensiones|8], pero de
todas maneras la simplicidad dada por la mecdnica cuantica es encomiable
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vectorial de kets H, al que se le conocerd como espacio de Hilbert(8].

{la)} (2.72)

cuya condicién de ortonormalizacién es

(ala’)=0,," (2.73)
ya que es un espacio vectorial lineal, cualquier elemento de este espacio vectorial puede ser

descrito como una combinacién lineal de los elementos de la base, si [z)eH, entonces.

le) =3 carla’) (274)

Esta 1iltima ecuacién se puede interpretar fisicamente como la cosntruccién de un estado fisico
cualesquiera |z}, como una superposicién de sus estados fisicos bésicos, las amplitudes o pesos que
multiplican a los vectores base de H, se conocen como amplitudes de probabilidad de que el sistema
fisico en estudio se halle en dicho estado, por ello es importante que tengamos una expresién de la

misma, multiplicado por la derecha con el correspondiente vector bra de la base de H(11],

(@le) = Lpn{dlegrla’)

(a'Iz) = Ea" Cy" (alla”)
(@']2) = g ot 8t g (2.75)
(@) = ¢

tal y como puntualizé Richard Feynman, la notacién de Dirac nos permite entender intuitiva-
mente la Mecdnica Cudntica, por ejemplo la ecuacién (81) nos da la amplitud de probabilidad de
que estando inicialmente en el estado |z) se halle en el estado la'), bueno pero ;Como saber si la
base en la que estamos trabajando es completa? Para esto la base (2.72) de H ademas de cumplir

la condicién de orthonormalizacién tambien debe cumplir la condicién de completitud(11](8].

Y la)e'| =1 (2.76)
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Con esta relacién de completitud mostraremos que podemos construir una estadistica con las
amplitudes de probabilidad tal que el cuadrado la norma de ¢, es la probabilidad, asi que la suma
de todas las amplitudes en un espacio vectorial completo debe ser igual a la unidad, mostremos
esto, pero suponiendo que el estado |z) esta debidamente normalizado[8]{11}{1].

(|z) = (z|(1)z)
(zlz) = (IS, |a )a D)
(zlz) = 3, (@ |z)(zla’) (2.17)

{lz) = Yo (e [0
(o) = 2y legr[? =1

Ahora definamos a las variables dindmicas las cuales se representan por operadores, un opera-
dor A, es una aplicacién lineal que toma elementos de un espacio linel y los lleva a otro espacio

lineal(8][11],

A:Hm H (2.78)

los mismos que se definen en una cierta base. Un caso especial es cuando esta se define en su
propia base de kets en este caso los kets se llaman auto kets y los escalares obtenidos de 1a aplicacién

del operador en el auto ket se llaman autovalores,

Ala) = dla’), Ala") = a"}a") | (2.79)

esta operacién nos dice que el operador tiene la capacidad de sacar informnacién escalar de un
estado fisico dado por un ket, el problema es que si queremos que este escalar sea alguna cantidad
fisica, tiene qué ser un ntmero real, pero los autovalores de un operador lineal cualesquiera son
complejos en general, pero existe un grupo de operadores tales que sus autovalores son reales y se
conocen como Hermitianos, pero primero comencemos por escribir una represeﬁtancién matricial

para un operador lineal cualesquiera(8][11],
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B=1-B-1
B=Y, ¥ la")a"|Bla')d]

lo importante es que el algebra matricial es no abeliano o no conmutativo, esto es vital ya que

(2.80)

los operadores Hermiticos representan a observables fisicos, por ejemplo si definimos los operado-
res de posicién y momentin, estos no cunmutan esto nos cunduce directamente al principio de

incertidumbre([8][11], un operador se dice que es hermitiano si,

B=pgBt (2.81)

el oparador es igual a su adjunto, el adjunto es la traspuesta de del conjugado de la representacion

matricial del operador,

(b X]a) = (b] - (X1|b))
(bl X |a) = {({aXF) - [B)}*
(b X |a) = {alX*|b)*
(b1 X|a) = (o] X|0)*

ahora céscribamos la réprésentancidn matricial dé un observable en su auto base, con las ceua-

(2.82)

ciones (2.76) y (2.79) en la ecuacién (2.80),

A=3p Dy la)a (a"|a)e ]
A=Y T by la)a (283)
A=% a’la’}a’|

se muestra entonces que un operador en su auto base es diagonal y sus componentes son los
autovalores, definiremos ahora una operacion sobre los operadores el cual toma dos operadores y

nos da uno nuevo, este es el conmutador y el anti conmutador[8][11].

[A,B] = AB - BA

{A B} = AB + BA (2.84)

El conmutador es importante ya que nos dice si estos dos operadores son 0 no compatibles, si

conmutan entonces pueden compartir la base y por ende pueden ser simultineamente medibles, pero
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si no, no pueden ser simultineamente medibles, definamos el principio de incertidumbre generalizado

para dos operadores cualesquierafl1].

(BAY)(ABY) 2 7114, BY (285)

Por dltimo es necesario que hablemos de la matriz de transformacién de base o cambio de la
representacion, y como veremos el responsable de dicha tragsfprma.cién debe ser una matriz unitaria
un caso especial que conocemos es por ejemplo una rotacién al rededor del eje z en el plano RxR,
esta trasformacién es tal que la norma de los vectores en RxR permanece invariante[8]. Pero veamos
esto en forma general, sean las dos representaciones de un espacio vectorial dados por dos conjuntos
de vectores ortonormales y completos {|a’}},{|b')} entonces existe una matriz unitaria que nos

permite escribir la siguiente ley de transformacién(11][8],

Ula®) = p) (2.86)
tal que,
UtU =1
UUF =1 (2.87)

entonces la construccién explicita de dicho operador es,

U= Z [60) (a®)| (2.88)
k

es sencillo mostrar una ley de transformacién para operadores, el cual nos lleva directamente
al importante teorema de observables unitarios equivalentes, sean los elementos de un operador

cualesquiera X|[8][11]{14],

EP XYy =3 3 ( b(k)|a(m) (@™ X |al™) (o™ 1)

(b‘('“)|X|b(‘)) 2 3 (@R U+ am) (a6 X|a™) (ot |U|a®) (2.89)
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escribamosla simbélicamente como,

X =UtXU (2.90)

el teorema dice que si X es un observable, entonces los autovalores de X son los mismos autova-
lores de UXU™!, también es muy dtil para diagonalizar matiices.
Principios de la Mecdnica Cudntica

Los anteriores resultados pueden ser generalizados para casos degenerados o para variables
continuas, ahora describiremos los 10 principios de la Mecdnica Cudntica, ademas plantearé si estas
pueden cambiar para espacios tiempos Relativistas y Curvos[39].

Primer postulado: Para un espacio To y tiempo ty y espin definido, el estado del sistema
pued{s ser descrito por un vector ket |[1(t(g))), una funcidn de onda (7o, t0) 0 un espinor o (Fo, to),
definido en un espacio vectorial lineal.[39]

Este postulado es un cambio radical con respecto a la mecédnica cldsica ya que pone en segundo
plano a la posicion, momento y velocidad como variables dindmicas que determinan la dindmica
de un sistema fisico en general, sencillamente porque la Mecdnica Cuédntica hace un cambio de
paradigma centrandose en las leyes de conservacic’msr la dindmica de las amplitudes de probabilidad
de hallar una particula en un determinado estado. Pero ademas de eso Relativistamente debemos
adicionar algo m4s, en Mecdnica Cudntica no relativsta el nimero de particulas se conserva pero
en M.Q. Relativista ya no existe la conservacién del nimero de particulas esta es reemplazada por
la conservacién del cuadrimomento[5], esto quiere decir que el momento total y la energia debe
conservarse en conjunto, pero debido a la equivalencia de la energia y la masa, dos particulas
altamente energéticas que colisionan, luego de la colisién apareceran nuevas particulas ya que no
existe lo que nivel macroscépico conocemos como calor en el mundo cudntico, la energia debe irse a
algun lado, es asi que la energfa se masifica, entonces la funcién de onda que se interpretaba como la

amplitud probabilidad de hallar una particula en un determinado punto del espacio-tiempo pasa a
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ser un operador ¢l cual se expande en los'opgradores creacién a* y destruccién 41 de las particulas,
es asi que la construccién del espacio de estados cudnticos en Relatividad Especial se centra en que
las particulas son concentraciones del campo en el vacio y se la conoce como Espacio de Fock[10],
mediante una descompocién de Fourier en sus modos normales,

B 1) = [ dpNy(a,e®= et + af e E=n)

pero para que los modos normales existan es necesario que sean invariantes bajo el grupo de
Poincaré. Esto ﬁltim6 nos lleva a cieita,s restricéiones _de la deﬁniéién dé partl’cu1~a en Relatividad
General, ya que en general no es posible hallar un grupo de Poincaré mediante el cual podamos
definir los modos normales, siendo mas precisos en el espacio-tiempo de Minkowsky (M.Q. relativsta)
los modos normales tienen invarianza traslacional en el tiempo, pero en Relatividad General no
siempre es posible determinar la invarianza traslacional en el tiempo, es asi que el comcepto de
particula pierde significado en Relatividad General, asi que se atacé el problema de los agujeros
negros en regiones infinitesimales, en las que si es posible hallar un sistema coordenado ortogonal
y plano, en la que si podemos hallar un grupo de Poincaré{l).

Segundo Postulado: A cada observable del sistema fisico se le asocia un operador Hermi-
tiano, A = A% en el marco de de la Mecdnica Cudntica no Relativista, pero en el marco de
la Mecdnica Cudntica Relativista dicho obserbable tiene que commutar con el operador mimero,
[A,ata] = [A, N] = 0 y se la conoce como regla de Superseleccion.[18][14]

Tenemos un problema bien fuerte ante nuesto ojos, de acuerdo a la anterior discusién, no siempre
ser4 posible construir un obserbable, porque para que dicho observable esté definido es necesario
construir el operador nimero y para que el operador nimero exista, es necesario que la funcién de
onda sea invariante bajo el grupo de Poincaré, (t — ¢ + cte) ya que con esa invarianza recien es
posible determinar la expansién de Fourier en sus modos normales, (a*, a), como ya sabemos, en el
espacio-tiempo de Riemann curvo en general no se puede hallar un grupo de Poincaré, de allf que

el concepto de medida es ambigua en un espacio-tiempo curvo, pero no todo estd perdido, més
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adelante les mostraré en base a las ideas de Hawking y Unruh, que cerca del horizonte de sucesos
del agujero negro de Schwarzschild, en sus regiones infinitesimales del mismo si esposible hallar un
grupo de poincaré, esto nos da el indicio de que debe existir restricciones al sistema coordenado
(condiciones Gauge) a usarse en Relatividad General, dichas restricciones es tratada por la Teoria
de Cuerdas, la misma que queda fuera del cotexto de esta tesis.

Tercer Postulado: El dnico resultado posible de la medida de una cantidad fisica (observable)
A, es uno de los autovalores del correspondiente observable A.[14] "

Cuarto Postulado: El valor medio de la medida de un observable esta dado por une coleccidn
de medidas de un observable el cual se consigue mediante el colapso de la funcidn de onda, el

promedio estadistico es.[14]

<A>= / " (Av)dg (2.91)

Quinto Postulado: La dindmice de los estados cudnticos son determinados por la ecuacion de
Schrodinguer y el responsable directo es el oparador hermitico, conocido como Hamiltoniano.[14][8]
ov

Y = jh— .
HY =4 5 (2.92)

Esta ecuacién dice que los estados cisnticos evolucionan de forma continua y causal, el caracter
probabilistico nace cuando realizamos una medida sobre el sistema, otra cosa que debemos remarcar
es que esta ecuacion se sigue cumpliendo en la Teoria Cuantica del Campo, pero es algo oscura en
Relatividad General, esto fue estudiado por Wheeler y Witt, pero no trabajaremos con esta ya que
estudiaremos al Agujero Negro de forma Semiclésica, esto quiere decir que tomaremos resultados
clésicos dados por la Relatividad General y resultados Cuénticos, las cuales las vamos a yuxtaponer
y sacaremos nuevas conclusiones,

Sexto Postulado: La funcién de onda correspondiente a un sistema de fermiones idénticos

(espin semientero) debe ser antisimétrica respecto al intercambio de las coordenadas de dos de ellos
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(Principio de Ezclusion de Pauli). Para un sistema de bosones idénticos (espin entero), debe ser
simétrica respecto de dicho intercambio.[19][9]

Este dltimo postulado es comun en la bibliografia moderna, ya que sabemos que las componentes
de la materia son los fermiones, y los bosones son los mensajeros de la materia los cuales transportan
la interaccion entre los fermiones, pero la funcidn de onda es distinta para los fermiones y bosones,

esto queda asegurado en este iiltimo postulado.

Cuadros de Schrédinguer y Heisemberg

En el cuadro de Schrédinger los estados son los que evolucionan en el tiempo y los operadores
son estacionarios, por €llo la eciiacion de Schirddinger és para los estados(8),

)

H)¥) = ih— (2.93)

este cuadro es de especial importancia en la Mecdnica Cudntica no Relativista, pero en la
Teorfa Cuéntica del Campo el cuadro de Heisemberg se impone, ya que en estev cuadro son los
“operadores los que evolucionan en el tiempo y la funcién de onda de la teoria Cudntica del Campo
pasa a ser un operador, debido a que esta se expande mediante una combinancion lineal infinita
en sus modos normales (expansion de Fourier) las cuales son los operadores creacién y destruccién.
Primero recordemos que el responsable de la evolucién temporal de los estados cudnticos es el
operador evolucién temporal, este operador es unitario, cuya representacién debe darse mediante
otro operador pero hermitiano, como el conjugado del tiempo es la energia, es natural que sea el

operador Hamiltoniano[14](8],

—iHt

U(t,to = 0) = el=5)

U+(t,tg=0) = e(i‘%)
Ut 1o = 0) = e(5) (2.04)

Ut(t,to =0) =U*(t,to = 0)
Ut(t,to=0)U(t,tg=0)=1

ahora realizemos una transformacion de similaridad para un operador en el cuadro de Schrédinguer,
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I3

ya que en este cuadro los operadores no evolucionan en el tiempo, mediante esta transformacién
conseguiremos un operador que si evoluciona en el tiempo el cual es precisamente el operador del

cuadro de Heisemberg(8],

A (1) = UH () AOU(t) 505)
AU (1) = ) A(8) (=) (2.95)

para t=0, ambos operadores son los mismos,

A (= 0) = A®) (2.96)

Producto Tensorial

El producto tensorial es 1til para describir sistemas interactuantes, por ejemplo un sistema
electrén-positrén, los cuales pueden ser descritos por una funcién de onda que describa al sistema,
pero cuyos estados particulares de cada componente del sistema dgpendan uno del otro, es mas, es
posible construir un nuevo espacio vectorial lineal a partir de cada uno de sus espacios vectoriales
lineales de cada componente y se consigue mediante el producto tensorial{8][1].

Sean dos espacios vectoriales lineales V; y V; cada una con dimensién N; y N, respectivamente,

Definicion: el producto tensorial de estos dos espacios vectoriales forman un nuevo espacio

vectorial V, cuya dimensién es Ny N,

V=VieV; (2.97)

sean |z(1))eV) v |y(2))eVa, entonces

[z(1)) ® |y(2))eV (2.98)

entonces de acuerdo a esto, podemos construir una nueva base para el espacio vectorial V a

partir de las bases de los espacios vectoriales Vi y Va2, mediante un producto tensorial, sean las
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descomposiciones de los vectores ket dado por la ecuacién (79),
Jz(1)) = 3, aifus(1))
* - {2.99
14(2)) = 55, bylos (2) (2.99)
de tal manera que |u;(1)) es una base para V1 y |v;(2)) es una base para V3, entonces con ello

construyamos,

l2(1)) ® [y(2)) = D aibslui(1) ® [5(2)) (2.100)
i

entonces un vector en general |®)¢V se expande como,

) =D ciglu(1))  [v;(2) (2.101)

i

pero los N1 N2 numeros complejos (en general) c; ; en general no es posible ponerlos como los
productos de a; y bj, entonces los vectores [z(1)) y |y(2)) en general no existen, ahota definamos &l

producto escalar de |z(1)) ® {y(2)) v |z (1)) ® |y (2)),

(' @) ® (¥ (2)lz(1)) ® ly(2)) = (' (2)]=(L)) (¥ @)Iy(2)) (2.102)

por 1ltimo los operadores definidos en cada espacio vectorial, pueden ser extendidos al espacio
producto tensorial con la ayuda de los operadores identidad o de la relacién de completitud, entonces

sean A(1)eVh y B(2)eVs, entonces podemos definir nuevos operadores,

A =AM @ 10 (2.103)

tal que A(1)eV y E(2)eV.

Entrelazamiento Cuantico

Conocide como Entrelazamiento Cudntico, consiste en que las leyes de la fisica son no locales

de tal forma que existen sistemas cudnticos en los cuales los estados de una de las componentes
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dependen de los estados de las demas y viceversa, esto se enuncia de forma mas clara diciendo de
que las funciones de onda de cada subsistema no pueden factorizarse, por lo que el concepto de
funcién de onda debe generalizarse, mediante la matriz de densidad[1][8][14].

La matriz de densidad es importante ya que describe dos tipos de sistemas Cudnticos, sistemas
Puros y Mixtos, por ejemplo los sistemas puros son sistemas cuyos estados cudnticos tienen una
~ fase entre los estados del sistema, a este sistema se le llama coherente, pero ademas los estados son
orthogonales, por ejemplo el sistema puro de los estados de espin de un haz de dtomos de Plata

Sz+ que se somete a un aparato Stern — Gerlach,, los estados de espin |+),|-)(8],

1S5 +) = %H) + %ééwq (2.104)
tienen una diferencia de fase §; = m, por lo que forman un estado coherente, los 4tomos con
espin |+) y los dtomos con espin |—).

Veamos ahora un sistema con estados mixto, tomemos un aparato de Stern— Gerlach, y un haz
de dtomos de plata con S;+, se desdobla en dos hazes cuyos estados cudnticos se dan por [+),|-),
luego colocamos una pared para detener el haz |—), luego tomamos otro haz igual que el anterior
con dos estados |+), |—), pero esta vez detemos con una pared los estados de spin |+), entonces nos
quedan dos haces |+),|—), pero dichos haces a diéferencia de los anteriores no tienen alguna fase
entre los estados, por lo que la distribucién de probabilidad de espin es wy = 0,5 y w- = 0,5, pero
estos estados forman una mezcla incoherente o sistema mixto, ya que no tienen una fase cuéntica
relacione ambos estados de espin. Se introducira las siguientes definiciones[1][8].

Sistema Puro: Es una mezcla coherente de sistemas fisicos tal que todo miembro esta caracte-
rizado por un mismo ket |a).[8]

Estas son los colectividades comunmente vistos en Mecdnica Cudntica, por ejemplo en el expe-

rimento de Stern-Gerlach, la colectividad formada por los estados de espin del haz que ha cruzado

el aparato de Stern Gerlach, forman un sistema puro.
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Sistema Mixto:Fs una mezcla incoherente de emsembles puros, tal que cada miembro se ca-
racteriza por una poblacién o peso cldsico y un ket especificos, w® y |a®). /8]

Otra diferencia fundamental es que los estados formados por la mezcla coherente (Ensmeble
Puro) forman un sistema ortogonal, pero los estados que conforman la mezcla incoherente (Ensemble
Mixto) no forman un sistema ortogonal(8]. Ahora escribamos de acuerdo a la ecuacién (96) el valor
medio pero para un Ensemble Mixto el cual es una generalizacién de un ensemble Puro.

(A) = 22, wi(a®| Ajat?)
-~ - — .. g DIPK VSR L
(4) = £, Sy e uala¥la) | 4a")a” 1) (2109
(A) = 5 T Lo wila®la)a” 8, (0" [a®)
(4) = 35, Yo wil(a'la) e
Pero esta expresién es porque el operador esta expresado en su auto-base, asi que elegiremos

una base mas general, o una base que no sea su auto base,

(4) = 3, Ly Ty wila@ ) (0'1416") (" [a) (2.106)
(A) = S Sy (8|S wla®) a8 8 148" |

la parte que estd dentro del paréntesis es la matriz densidad,

p= Z w;la®)(al?)| (2.107)

y las componentes en una base cualesquiera se dan por,

B 1ol6) = 3 wilb”la®)a®)p) (2.108)
i
colocando (113) en (111) hallaremos una nueva expresién para determinar el valor medio de un
operador(8].
(A) =S Sy (b lolb ) (b | Alb")
: o 2.109
(4] = tr(pA) (2109
Para un ensemble puro ¢ = n y w; = 1, en este caso la matriz densidad cumple con las siguientes

propiedades,
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2
pPP=p
() = 1 (2.110)

pero en general la matriz densidad para Ensembles mixtos cumple con dos propiedades funda-

mentales.

pT=p ' (2.111)

tr(p) =1 (2.112)

Vemos que la matriz densidad nos permite hablar de Coherencia Cusntica, ya que tr(p? < 1),
entorices unt un sistema de estddos es mas colierente cuando la traza de su matriz densidad se
aproxima a 1, esto nos serd 1itil cuando investigemos los estados cudnticos cerca del horizonte de

sucesos (apendice). Por iltimo introduciremos el concepto de entropia dada por Neumann(8],

o = —tr(plnp) (2.113)

tal que es adimensional, asi que sélo necesitamos introducir una constante, en este caso la
constante de Boltzmann, esto nos ayudara en el capitulo de Mecénica Estadistica Cuantica, ya que
esta generaliza la entropia de Boltzmann. Considere un sistema cudntico que puede hallarse con la
misma probabilidad en un nimero 2 de estados puros, entonces la matriz densidad es p = -S%P,
donde P es un operador proyeccién de dimensidn ) x 2, reemplazando este operador densidad en

la formula de Neumann, obtenemos la la entropia de Boltzmann(8].

S=ko (2.114)

Mostraremos uno de los ejemplos més importantes que nos ayudardn en nuestra visualizacién del

efecto Hawking; sea un par de electrones que estuvierén juntos al comienzo y luego los separamos,
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veremos que es imposible describir al sistema separadamente uno del otro, a este aspecto tan peculiar
de la Mecénica Cudntica se le llama Entrelazamiento Cuéntico, los estados entrelazados del espin

se determinan como el producto tensorial de los espacios de espin de cada electrén(8],

S=5®1+185, (2.115)

es posible medir simultdneamente la proyeccién del espin del electrén 1 en la direccién x y del
electrén 2 en la direccién y, pero no es posible medir simultineamente la proyeccién del espin del

electrén 1 y 2 en la misma direccién, esto se resume en,

[S1z, 524] = 0 (2.116)

pero medir silmultdneamente los estados de espin del electrén 1 o del electrén 2 no es posible,

(12, Sly] = thS1, (2.117)

[Saz) Say] = iAS2, (2.118)

existen relaciones de conmutacién similares para los estados espin del sistema completo.

[Sz, Sy] = ikS, (2.119)

Podemos trabajar en dos diferentes bases, la base de los momentos magnéticos o espin de cada

electrén Sy, y S2. y estdn dados por {{m1,ma}} = {|++) |+-);|—+);| — —)}, la base de la norma

del espin total S? y del momento magnético total S, es {{s,m)} = {Js=1,m=1);|s=1,m =

0);|s = 1,m = —1);|s = 0,m = 0)}, cuyos autovalores de los operadores espin son denotados por[8},
5% = (S; + S9)? : s(s + 1)A?

S, = 8y, + Sz, : mh (2.120)

Slz : m1h
Szz :m2h
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es necesario determinar una relacién entre ambas bases, los coeficientes que forman la matriz
que determinan esta transformacién se conocen como coeficientes de Clebsch-Gordan, para deter-

minarlos usaremos los operadores escaleral8],

St = 8511 + Sox

Sz|s;m) = /(sFm)(stm £ 1)|s;mF 1) (2.121)

aplicando a la base {|s,m)} = {ls=1,m=1);|s=1,m=0);|s=1,m = -1);|s = 0,m = 0)}

obtemos dichos coeficientes, por ejemplo-

1+i-141)+-) (2.122)
en resumen tenemos,

[s=1,m=1)=|++)
s = im = 0) = (p){1 + =)+ | = +)

lS =1m= —1) = ll—- _> (2123)
ls=0,m=0)=(J)(I+-)——+)
claramente los singietes [+ +), | - -—), son estados en los cuales el par electrén-electrén se puecien

ver como bosones de espin entero 1,0; y los dobletes dados por (ﬁ)([ + -+ - +)),(—\}—§)(| +-)—
| — +)), son estados en los cuales los estados de espin |+),|—) de cada electrén estén entrelazados,

osea que el estado [+) del electrén 1 esta condicionado con el estado |—) del segundo electrén(8]{1].
2.1.3. Teoria Cuédntica del Campo

Esta teorfa es la unién de la Relatividad Especial y la Mecdnica Cudntica, dicha unién se basa
sencillamente en el hecho de que los campos sean covariantes bajo las trasformaciones de Lorentz,
pero en términos sencillos la idea central es que ahora el nimero de particulas ya no se conserva tan
s6lo la energia y el momentin juntos o el cuadri momento, esto quiere decir que la interpretacién
del campo cudntico o de la funcién de onda ya no es el de la amplitud de probabilidad de hallar una

particula en un espacio y tiempo dados, vemos que el mundo cudntico es mas dindmico de lo que
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crefamos, es mas el mismo vacio lo es[14][7]. El vacio cudntico no es vacio, este vacfo es una ebullicién
constante de creacién de pares de forma permanente, esto debido al principio de incertidumbre o
mejor ain a la relacién de incertidumbre de medida de la energia-tiempo derivada de la relacién de

Heisemberg[9][14],

AplAq >
AFEAt >

ool

(2.124)

para fracciones de tiempo suﬁcientemente pequeiias las fluctuaciones de la energia son muy
grandes y de acuerdo con la Relatividad Especial la energia y la materia son equivalentes entonces
de dichas fluctuaciones pueden nacer particulas, pero al mismo tiempo las particulas creadas se
aniquilan en un tiempo muy pero muy pequefio, dependiendo cuan masivo sea el par que se crea, por
ejemplo para crear un par electrén positrén el tiempo en el que se crean y se aniquilan, es del orden
de At = 2—;‘; ~ 6 x 10~ 245, pero jesperen un momento! imaginen que podamos ser capaces de ver el
vacio antes de que comienze una fluctuacién, en ese instante la energia del vacio es cero ademas del
momentiin, pero cuando la fluctuacién se da tenemos un particula y una antiparticula con energias
E y -E y momento opuestos, de manera que de forma global tanto la enegia y el momentin son
nulos, pero entonces ;Cémo es que no podemos ver dichas fluctuaciones a nivel macroscépico? claro
que no podemos verlas ya que nuestros detectores o sensores requiridn de un tiempo de reaccién
realmente mintsculo, ya que estamos hablando de una frecuencias de 10?*Hertz, ademas si sélo
se creasen particulas el vacio estaria atestado, entonces en promedio el vacio estd verdadéramente
vacfo, para nuestras escalas de medida, pero para las escalas microscopicas ese tiempo es realmente
toda un vida[9]{14]{15].

La idea de la Teorfa Cudntica del Campo es que una particula material es de algiin modo una
de las particulas que no encontré su antiparticula asi que es necesario en primer lugar construir el
estado de vacio y aplicar al ya conocido operador escalera a ese estado, segun séa lo que deseamos

describir una particula o antiparticula, esta es pues nuestra nueva imagen, el campo del vacio es
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la funcién de onda de la Teoria del Campo, pero ;Cémo construirla? Este campo deberfa estar en
funcién de los operadores escalera o operadores Creaci6n y Destruccién[15][21][10][7].

Por 1ltimo en la naturaleza existen dos tipos de particulas, las que conforman la materia conoci-
das como Fermiones con espin semientero y las particulas que llevan la informacién de una particula
a otra estas se conocen como Bosones con espin entero, cada una descrita con una estadistica dis-

tinta, de acuerdo con el principio de exclusién de Pauli[10}[9].

La Ecuacidén de Klein-Gordon

La ecuacidén que describe a particulas con espin 0 es la ecuacién de Klein-Gordon, esta ecuacién
fiie cofisiderada primero pior Schrédinguer, pero paro 1os propdsitos de la descripcion de 1a Mecanica
Cudntica Clasica no era la indicada, pero la idea de la construccién de dicha ecuacién era sencilla,

primero necesitamos la expresién de la energfa relativista dada en la Relatividad Especial[14],

E? =p*+m?
(E,p)(E,~P) =m} ' (2.125)
PPy = mj

pasando a restar m$ y aplicando este a un campo ¢(%,t) = ¢(z) reemplazando los correspon-

dientes operadores de los cuadrimomentos,

pﬂpu - mg =0 2.126
(P#pu —mi)p =10 (2.126)

oy '5#
zﬁ g 5, (2.127)
(8#8, + md)p(z) = 0 (2.128)

recordar que cuando escribimos x quiere decir z# o x,,, es necesario construir la densidad Lagran-
giafia, ya que és mas sencillo ¥ metédico detérminiar 1as 1éyes dé conservacién y la misiia eciacion

de campo a partir de un principio variacional[14](7]{9],
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Sl6) = J Lat
S19) = [ (f Sd®z)dt (2.120)
SI9) = [ L($, 0¢)d*z

cuyas ecuaciones de Euler-Lagrange son

o 8 oL
%~ B2, 50%9) =0 (2.130)

La densidad lagrangiana para el campo de Klein-Gordon es(10][21],

£(4,86) = 5((96)* — m3g?) (2131)

de ella se obtiene las ecuaciones de Klein-Gordon y ademas otro campo conocido como campo

conjugado de ¢

oL

567 = é(x) (2.132)

m(z) =

pero este campo ain no es cudntico, entonces procedamos a cuantizarlo, para ello los campos
#(x), m(x) son reemplazados por operadores ¢(z,t) y #(z,t), dichos operadores obedecen a la

siguientes reglas de conmutacién,

[b(z,t),#(z , 1)) = iz ~ =) (2.133)

[8(z,1), §(z , 1)) = [ (z,1), 7 (z',t)] = O (2.134)

un poco de inspeccidén de estas relaciones de conmutacién muestran que cuidan el concepto
de causalidad, ya que podemos ver deacuerdo al primer conmutador, que no es posible medir
simultdneamente en un mismo punto del espacio el campo y rapidez de cambio de ese campo, por lo

que se entiende gue el campo viaja a una velocidad finita. Ahora expandamos ese operador mediante
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una combinacidn lineal infinita de los operadores creacién y destruccién o lo que es lo mismo una

transformada de Fourier, de esta manera este operador representa el estado de vacio[9][10][14}[21],

. PE . ' . ,
¢(z,t) = / W%m(ape%(”-%‘) +atemtPemwrt)y (2.135)
P
~ d3p . ~ Ji(prz—wpt) At —i(p-c—wpt)
ﬁ'gm, t) = W(~zwp)(ape P —age »t)) (2136)
)

entonces imponiendo en el primero de los conmutadores para los campos ¢ y 7,

[$(e,1), 7 (=, 1)) = / d’p / d*p Np Ny (~iwy )([ap, by Je™ P77 =) — [ap, 6 Je 7@ =) )
(2.137)
pero para que este cormutador se encuentre efi dcuerdo con las ecudciones (2.133),(2.134) los

conmutadores de los operadores creacidn y destruccién deben cumplir,
[ap, &%) = 6°(5 ~ p') (2.138)

(6p, 6] = [aF,85] =0 (2.139)
dado que p-z = wpt — p- I,t = t', entonces con esto y con los anteriores conmutadores

mostrareirios,

N

[$(z, ), 7(z ,8)) =1 / dPpN2uy(e# (=) 4 e~ @=2)) = i§%(z — z) (2.140)
no calcularemos el hamiltoniano paso a paso ya que es parte de un curso entero como Teoria

Cuéntica del Campo, asi que escribiré el resultado,

~ 1
A= / dpuwp (@ ay, + apa)) (2.141)
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ya que ﬁp&,;" = ’;‘ ap + 63(0), reemplazéndola en la anterior ecuacién, obtendremos,

#= % / d*pup (287 by + 6°(0)) = / Ppwp (a7, + %53(0)) (2.142)

podemos ver que el valor esperado para cualquier estado incluyendo el vacio es infinito, para ver

el origen del problema vayamos al caso discreto,

- e s 1
H= pr; (a;,rla,m + :,2-) (2.143)
1
siendo que existen infinitos modos normales en un campo, entonces la energia del punto cero o

del vacio es,

Wy, = 0O (2.144)

2|

Eo=Y_
l

esta es fuertemente divergente, pero ya que los observables no se miden respecto no de la energfa
total si no que diferencias de energias, entonces podemos definir un nuevo operador hamiltoniano

renormalizado,

H=A-E, (2.145)

pero este tipo de renormalizacién es muy trivial, hay otra forma de renormalizar el cusal es
conocido como Producto Normal, el cual se enuncia de la siguiente forma, Los operadores con fase
de frecuencia negativa se mantienen a la izquierda y los de frecuencia positiva a la derecha, de esa

forma se obtiene,

H= / d*pwpd] é, (2.146)

¥ ya que el operador nimero se define como 7, = &;&p, tal y como queriamos, esta es la

interpretacién corpuscular de la Teorfa del Campo Cuéntico, veamos

50



A= / d3pwpii, (2.147)

entonces la energia depende del niimero de particulas que haya en un determinado estado y esta
esta dada en funcién del operador niimero quien nos da el nimero de particulas con un momentin
definido, por iltimo existe una regla se Superseleccién para los operadores el cual dice que los
. operadores que no conmutan con el operador nimero no son hermitianos, ademas el estado de vacfo

se define como[9][10][14],

Gpl0) = 45]0) =0 (2.148)

{00) =1 (2.149)

como vemos este estado de vacfo es muy sencillo, serd necesario definir otro estado de vacio, algo
parécido para las cercatifas del Horizonte de siicesos dél agujero iiegio.
La Ecuacién de Dirac

La ecuacién de Dirac debe ser colocada junto con la ecuacién de Schridinguer, las ecuaciones
de Maxwell y 14 ecuacién del campo Einstein, conio las ecusciones mids sencillas, elegantes y porsu-
puesto principistas ya que cada una enmarca una teoria; entre tanto haré una revisién a la ecuacién

de Dirac.

("8, —m)yp =0 (2.150)

Esta maravillosa ecuacién nos permite describir a los fermiones o a particulas de espin un medio,
la funcién de onda se divide en cuatro partes las cuales forman grupos de dos, cada grupo de dos
describen a una particula y a una antiparticula, con sus respectivos espines, este grupo de funciones

de onda que conforman a la funcién de onda mostrada en la ecuacién de Dirac se dice que es un
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espinor, una forma sencilla de entender que es el espin, es que dada la funcién de onda, la indizamos
osea que desdoblamos el espacio de estados en sub-espacios para cada estado de espin, en términos
formales la descripcién del electrén con las matrices de Pauli, requiere del estudio de las Fibraciones
de Hoff, pero si deseamos formalizar el espinor de Dirac, es necesario trabajar con los Cuaterniones
y el algebra de Grossman, pero dichos tépicos no son necesarios por el momento para mis propésitos
[11}[9].

P (z’ t)

= | ¥i(z.0)
b= ¢§ (i, K (2.151)
'4[)4(1:’ t)

En la descripcién de la Mecinica Cudntica de 1as particulas, ellas 66 puntiiales, por lo que
es simétrica para cualesquiera dngulo de giro, pero el electrén por ejemplo no lo es, el electrén es
simétrica cada 47, o lo que es Jo mismo el estado del electrén es el mismo, esta simetria de giro es

intrinseco y se debe al espin que intrinsecamente tiene, ahora describamos ~v*[9][10]{14].

7 = ( é _OI ) =I®T (2.152)
Nt = ( _‘;i ‘6 ) =0t Qimy (2.153)

Podemos ver que las v# son matrices 4 x 4, estas matrices brillantemente introducidas por Dirac

tienen una estructura, conocida como Algebra de Crifford, la misma que obedece a,

{7y =2" (2.154)

la matriz Iox2 es una matriz identidad y (0%)2x2 son las matrices de Pauli cuya algebra esta
inicluida eii €l dlgebra de Clifford, un algebra mas genieral es el dlgebra de Grassiman, esta dlgebra s
inherente al espdcio tangente de Rieman y con ella se construyen las ecuaciones de Cartan-Einstein,

es asi que diréctamente podemos construir la ecuacién de Dirac en el espacio tangente de la Veriedad
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Riemaniana, la matriz n*” es el tensor métrico del espacio-tiempo de Minkowsky([10][9]. De la misma
forma que en el caso de Klein-Gordon debemos construir la densidad Lagrangiana para el campo

de Dirac(14],

L =Y(iv*8, — m)y : (2.155)

el espinor adjunto se define como ¥ = 7%t y ademas definiremos una quinta matriz 4% =
i7°y 4243, esta nueva matriz nos permite describir un nuevo estado conocido como Helicidad, las
matrices dadas anteriormente se conocen como representacién de Dirac y para esta representacién

la matriz 45 es,

7= ( ? é ) (2.156)

existe otra reperesentacién mas adecuada para particulas ultrarelativistas (particulas con velo-
cidades proximas a la luz), esta se conoce como Representancién de Weyl, la Ecuacién de Dirac es
mas sencilla cuando se la usa para particulas con masa cero por ejemplo los neutrinos cuya masa
es casi cero, es alli donde se usa la representacién de Weyl[9].

Ahora pasemos a cuantizar el campo de Dirac, primero esta funcién de onda debe ser reem-
plazado por un operador y con ella construir el conjugado del campo de Dirac y plantear los

anticonmutadores que nos permitirdn cuantizar el campo[9]{10],

o
B a(aﬂba)

Ta =it (2.157)

la relacién ya no es de conmutacién ahora es de Anticonmutacién, este el principio de exlusion
de Pauli y la estadistica construida para estas paticulas es tal que el operador del campo cumplen

con las siguientes reglas de cuantizacién{9][10},

{ta(z,t), 45 (1)} = 6 (z — &' )dag (2.158)
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{Yalz, 1), ¥a(z , 1)} = {¥3 (z,1), ¥} (=, 1)} = 0 (2.159)

Este operador de campo debe ser descompuesto en modos normales dados por los operadores

creacién y destruccién en el espacio de Fock,

P(z) = / -m?d?-%fﬁ ;[b(ﬁ, s)u(p, s)e""" + d* (p, s)v(p, )] (2.160)

donde, bt (p,s)y b(p, s) tienen que ser los operadores creacién y aniquilacién para un electrén con
cuadri momento p y espin s, mientras que d*(p, s) y d(p, s) son los operadores creacién y destruccién
para un positrén, ademss este operador de campo debe cumplir con las relaciones de conmutacion,

y de allf se obtiene las reglas de conmutacién para los operadores creacién y aniquilacién[9].

{b(p, ), 6+ (0, 5)} = {dlp,5),d*(p,5)} = 6D (B -7 )0, (2.161)
{b(p, ), 50, s)} = {d(p, s),d(r', )} (2.162)
{5t (p, ), 5% (p,5)} = {d*(p,5),d" (0, 5)} (2.163)

Y lo més importante que nos falta hacer es describir el hamiltoniano del campo de Dirac y
con ello determinar la energfa del campo de Dirac, usando la transformacién de Legendre podemos

hacerlo[12],

h= n%—‘f —L=93G7 - T+ m)a (2.164)
insertando la expansién del operador del campo de Dirac (2.160) e integrando en todo el espacio

veremos que,

54



H= / d®zh = / BrpET - 3+ m)y = / d%@m"%%’ (2.165)

esta parte del célculo es algo extensa, lo mds importante es mostrarles que,

#= [ @3 B 5, 5)(p,9) - dlp, )8 3,5 (2.166)

usando el -conmutador (2.161) de tal forma que igualamos los momentos y el espin, tendrémos

~d(p, s)dA+ {p,s) = d+ (p, s)d(p,s) — J(éj(ﬁ), con ello reemplacemos en la anterior ecuacién.

H= [ ¢ B0 0,5)600,5) - dp, )3* 0,5)] - 69(D) [ % 3" B, (2.167)

8 5
Los primeros dos términos nos dicen que tanto el electrén como el positrén tienen la misma
energia tal y como debe ser, pero el segundo término nos desconcierta, recordemos que la transfor-
mada de Fourier de la delta de Dirac toma la forma, §®)(7) = (5;—)‘5' [ d32e'?F | pero tomando en
la delta P = 0, con ello se ve que 6 (T))) = 12—11;53 f d®z, ahora la energfa del punto cero del vacio

se da cuando no hay particulas entonces E, = 0[9]{10],

1 1 '
Eo= 1 / d*z / @p)" 2(5Bp) (2.168)

esta puede interpretarse de la misma forma que se hace en el espacio de fase, claremente se ve
que —%Ep es la energia que tiene la celda unitaria ;11-3d3zd3p del espacio de fase, para cada espin
y para el electrén y el positrén separadamente, como la integral se da sobre todo el espacio, dicha
integral es cliramente divergente, ademas se parece mucho al que hallamos para el caso bosénico,
pero la diferencia crucial es el signo negativo, esta es importante para la supersimetria, pero ese

tema no es importante para los propdsitos actuales, lo importante es que determinamos la existencia

del vacio cudntico(9][10]{14][21].

55



2.1.4. Teoria Cuantica del Campo En el espacio-tiempo Curvo de Riemar?p
J

|

En principio me falté mostrar que los Campos Cuénticos en el espacio-tiempo plano de Minkows-

ki son invariantes bajo las transformaciones de Poincaré o de forma m4ds general son invariantes,
i

: !

bajo el grupo de Poincaré, en el caso de los campos fermiénicos de Dirac es necesario construir una
|

representacion del grupo de transformacion y con ello tambien los campos de Dirac son tambien

_invariantes(9][10]. __

—

Este comentario es 1til y necesario ya que en espacios curvos hay ciertas cosas que debemo

i
abandonar y al hacerlo inevitablemente tendremos que deshacernos de la interpretacién de los
!

campos como particulas y antiparticulas, como verdn el hecho de que podamos descomponer lo;s

campos en los modos normales de los operadores creacion y destruccién cuyos factores modulanteis
i
son etiPT = =(Bt-7-2) pero dichos factores aparecen sélo porque el campo es invariante bajo las

transformaciones de Lorentz[9][10].

Ecuacién de Klein-Gordon en Relatividad General

Dada la anterior ecuacién de Klein-Gordon (2.128) debemos escribirla de forma covariante parlia

i

un espacio-tiempo curvo en general ya que en esos espacios curvos es donde se minifiesta la gri,-
i

: : ’ -

vedad, una forma sencilla de hacerlo es mediante la correspondencia que existe entre la derwad;a.
L

parcial y la derivada covariante, de tal forma que las ecuaciones mantienen su forma canénica, éds
!

f
sencillo ya que si tenemos una ecuacién escrita de forma convariante para el espacio-tiempo pla,n:o
de Minkowsky, esa misma ecuacién puede reescribirse directamente para el espacio-tiempo curvo

!
de Riemann reemplazando las derivadas parciales que son covariantes en espacios planos por lds

H

derivadas covariantes que son covariantes en espacios curvos(9]{10].

L= 2VTBu90 ~mi?) (2.169)
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VoI Y (2.170)

1
£ = SV=g(V,906 — mod?) (2171)
Esta es la densidad lagrangians del campo escalar de Klein-Gordon covariante para le espacio-

tiempo curvo de Rieman, de ella se deduce ficilmente las ecuaciones de Klein-Gordon,

(V. V¥ +md)p(z) =0 (2.172)

este operador V,V# es la generalizacién del operadér de D'alembert de la generalizacién del
operador de Laplace y s& conoce coii €l nombre de operador de Beltrami-D' alembert y su expresién
fue deducida en el capitulo II ecuacién (2.32)[9][10]. Algo que tambien quizas deberia revisar es el
comcepto de invarianza conforme, pero dicho tépico no serd necesario ya que estudiaremos singula-
ridades de los agujeros negros y no singularidades cosmolégicas, es asi que pasaremos por alto este
tema, sélo recordarles que la ecuacién (2.172) esta lista para usarse, s6lo necesiatamos describir el
elemento de linea del espacio-tiempo de Rieman, por ejemplo el que esta dado en la ecuacién (2.58).
Entonces el orden 16gico de pasos a seguir para determinar las soluciones de un campo cuantizado

interactuante con la gravedad es:

s Plantear y simplicar mediante observaciones astronémicas el elemento de linea del espacio-

tiempo de Rieman.
s Determinar los elementos del tensor métrico mediante la ecuacién de campo Einstein.
= Bscribir la densidad lagrangiana para la funcién de onda a cuantizar y con ella determinar su

ecuacion.
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» Desarrollar en base al tensor métrico el conjunto de ecuaciones de onda.

s Determinar la topologfa del espacio-tiempo estudiado y plantear el metodo de la segunda

cuantizacién (si es posible) estudiada para el caso del espacio-tiempo plano.

Tomemos en cuenta que este metodo dé soluéién se refiere a que el éampo cudntico no crea gra~
vedad, si no que el campo cudntico se halla interactuando sobre un campo gravtatério ye existente,
asi pues si quisieramos informacion maés precisa de lo que en realidad sucede en la singularidad seria
necesario tomar en cuenta el tensor energia momentun del campo Cuéntico, en las soluciones dadas
por Snyder-Hoppenheimer con ello podriamos estudiar de forma tedrica el proceso de colapso de la
estrella, pero ese es otro tema de investiguacidn.

La Ecuacién de Dirac en el espacio-tiempo Curvo.

Como ya lo mencioné antes, la interaccién del campo de Dirac con la Gravedad es en principio
posible pero esto s& da en el espacio tangeiite, dicha coticlusién iace del teoreina de Cartan, es asi
que una de las tantas bases que existen para definir el espacio tangente usaremos las Tetradas o

Vierveins{9][10][21],

€la)€(8)Ivu = ﬁa,g (2.173)

esta nos permite determinar una relacién entre los elementos del espacio-tiempo de Rieman con

los del espacio tangernté asi mismno esta base de tetradas es muy importaite ya que con esa base el
espacio tangente es Minkowskiano, de manera mds sencilla las tetradas nos permiten transformar
objetos de un espacio-tiempo plano (Minkowsky) a un espacio-tiempo curvo (Rieman) y viceversa.

La condicién de ortogonalidad de dicha base es,
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elMely = 63 (2.174)

de esta forma podemos reescribir tambien el elemento de linea,

ds® = g, dz*dz™ = naﬁ(ef“")d:c“)(e,(f‘)dz") (2.175)

en el lenguage de las formas diferenciales este se reduce aun m4s,
d?s = napel®eld) (2.176)

el®) = eff")dz“

o5) = o gy (2.177)

Con las tetradas podemos construir un algebra de Clifford para el espacio-tiempo de Rieman

(curvo) a partir del algebra de Clifford del espacio tangente[9][10],

A Dl = (2.178)

(¥, 40} = 2% = {y*,7*} = 29" | (2.179)

Como los espinores se transforman con la representacién del grupo de Lorentz GL(4)=0(3;1) en

el espacic-tiempo plafio de Minkowsky, dado por,

S(A) = e~ §w*oab (2.180)

los generadores de traslacién y rotacién ahora deben variar en cada punto del espacio tangente,
esto debido a que es afectada por la gravedad, pero ademas de que los espinores se transforman
mediante una representacién generalizada, la derivada. covariante de un espinor debe transformarse

también como un vector{9][10].
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S(A(z)) = e™ 19" @)ow (2.181)

Ahora debemos buscar la densidad Lagrangiana covariante para el caso en el que se halle en un
campo gravitatorio, para esto usaremos la densidad lagrangiana de Dirac para el espacio-tiempo
plano de Minkowsky dada en (2.155) y usaremos los Tetradas para llevarla al espacio-tiempo curvo

de Rieman(9][10],

L = p(iv* el day — m)v (2.182)
L = (iy*8, —m)y | (2.183)

pero esta densidad lagrangiana no esta del todo en el espacio-tiempo curve, ya que la derivada
parcial del espinor 8,9 no és invariante én este espacio-fiempo curvo, debemos buscar que sea
invariante, para esto plantearemos dos densidades lagrangianas de Dirac en distintos marcos de

referencia[9][10],

L = Y(ir*8, — m)yp (2.184)

luego planteamos la densidad lagrangiana de Dirac en otro marco de referencia,

£ =9 (iy48, —m)y’ (2.185)

tales densidades deben ser invarientes bajo la siguiente transformacién,
’ ] w(ub) P
P =SPp=e¢e"1 (ab)e) (2.186)

7

B =38 = eiv™oEny (2.187)
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reemplazando en,

L' =987 (v, — m)Sy (2.188)

L= ias—lyﬂsa;(—%w@")a@b))zp + 15-17“5(8;11;) — myy (2.189)

Es facil mostrar como se generaliza la transformacién de las matrices gamma en el espacio-tiempo

de Minkowsky al espacio tangente.

’
Loz H

S 1y@) g = 4®IA (g;) — STIyES =y 7 (2.190)
Arribamos asf a la siguiente ecuacidn.
b= 1 .
£ = (8 — mp + 3870w )0 (ay¥ (2191)

De manera que para que la ecuacién de Dirac sea invariente bajo el Grupo gauge local de Lorentz,

simplemente debemos restar el término que impide que sea invariante.

L =9y 0y —~ m)p + %W‘aﬂ(—w“"”)«mww (2.192)

A la que reemplazamos la tranformacidn gauge invariante.

wg” = W + 8, (—w) (2.193)

Con ello nuestra ecuacién de Dirac queda de la siguiente forma.

£ = P(r"S ~ m)p (2.104)
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Cuya derivada es covariante tanto en el espacio tiempo de Poincaré como de Rieman, a la que

llamaré Derivada Covariante Espinorial®[10].

S, =0,— %w‘(j’b)a(ab) (2.195)

Esta derivada covariante es tal que cuando se deriva a un espinor esta se transforma como un
vector, pero necesitamos una expresién mas clara asi que vamos a desarrollarla, primero que nada,

usaremos la hipétesis de las Tetradas, dice que la derivada covariante de la tetrada es cero[9][10],

V#ei(l-a) = 8“6,(,0') - queg\a) + wy(b)(")e,(,b) =0 (2196)

como podran notar es sencillo hallar la derivada covariante de un tensor con dos tipos de indices,
en este caso la derivada covariante de la tetrada eff), para cada fndice del espacio curvo u se coloca
un simbolo de Christoffel y para cada indice del espacio tangente se coloca la coneccién espinorial

wf‘“b), ahora despejemos precisamente este simbolo espinorial(3],

w,(fb) = (I’ﬁuef\“) — Ouen)e(pyn (2.197)

ademas de eso necesitamos la expresién de los generadores de rotacién y traslacién del espécio

tangente,

-1
Tlab) = ;(%b = Ya) Vb)) (2.198)

con estas dos expresiones desarrollemos la parte %w,(fb) 0(ap) de la derivada covariante espinorial,

i
4

2He de aclarar que dicha derivada no tiene ningin nombre, ademas que usan la notacién nabla[9][10] para repre-
sentarla, pero para evitar confusiones decidi escribirla de forma diferente y darle un nombre especial

i o 1
W0y = 7 (Thel? ~ 8,el)® (1ab ~ Y0ar10) 3 (2.199)
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i 1
Zw;(;ab)a(ab) = Z(I‘;},,&K - Fﬁy’y,\’yy — (B”el(,“))ez’a) + (aue,(,“))'y(a)'y”) (2200)
luego separamos en dos partes, de tal forma que usando la expresién (2.200) pero esta vez

igualando A = v, wf“a) = F'\ e(a)a el®) , la reemplazemos,

Zwlsab)a(ab) =¢-(F,,,7A7 Bur)r") + £ ( — (Buel™)el,y) (2:201)
i (ab) _ 1 v 5
79 o) = =7 Ty = Gun)r”) + 4%(0) A (2.202)
PEro como Wy (ah) = —Wpy(be) €S antisimétrico respecto a los indices del espacio tangente, por lo

que los terminos de la diagonal son ceros{34],

1 v
Zw(ab)t"(ab) = —-’Yu(ruﬂ’ +9u7") = =71 Vuy (2:203)

con esta expresién podemos calcular ficilmente los terminos de la derivada covariante espinorial
8, pero una cosa es tener todas las ecuaciones y otra es poder cuantizarlas para un espacio-
tiempo curvo de Riemann, como por ejemplo el espacio-tiempo de Schwarchild. Este desarrollo que
mostré es necesario para mostrar que es posible describir a los fermiones en campos gravitatorios

determinados por la geometria de Riemann.

2.1.5. Termodinamica

Las leyes de la termodindmica se formulan en base a la generalizacién de las observaciones hechas
a sistemas macroscépicos, de alli que su estudio se simplifique a un conjunto de variables conocidos
como variables de estado, las mismas que cumplen una ecuacién de estado, ademds son también
importantes los llamados potenciales termodingmicos los cuales nos permiten determinar cada una

de las variables de estado[19).
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Comenzaremos por dar algunas definiciones bésicas que nos permitir4n movernos con libertad,
luego daremos definiciones de las funciones respuesta en sistemas hidrostaticos, ya que los modelos
de la materia como el de una estrella colapsante en Relatividad General se trabajan como sistémas
hidrost4ticos, luego pasaremos a describir tres situaciones en las que puede hallarse un sistema
termodindmico, aislado, en equilibrio con un bafio térmico y en equilibrio con un bafio térmico y de
particulas, ya que estas son muy importantes para la mecéanica estadistica porque se corresponden
con las tres colectividades de Gibbs (miéfocanénica; canénicé .y la gran canéﬁica)[lg].

Llamaremos sistema a una porcién macroscépica del universo y ambiente a otra porcién del
universo de tal forma que sea capaz de interactuar con el sistemaf19)].

Estado Termodindmico: Queda completamente determinado por los pardmetros termodindmicos
(p, V, T, H, etc)

Ecuacién de Estado: Es la ecuacién que nos permite relacionar los pardmetros o variables de

estado.

Existen tres tipos bésicos de interaccién del sistema con el ambiente.

s Equilibrio Mecdnico: Es cuando la presién del sistema es uniforme y no cambia, si las paredes
del sistema es movil, cuando la presién del sistema y del ambiente son iguales se dice que se

halla en equilibrio mecénico.

» Equilibrio Térmico: Es cuando la temperatura es uniforme y no cambia, si el sistema se halla

mismas se dice que esta en equilibrio térmico.

s Equilibrio Quimico: Es cuando el potencial quimico de cada tipo de particulas que conforman
el sistéma es uniforme y no cambia.
Cuando un sistéma Hidrostatico se encuentra simultdneamente en equilibrio Mecdnico, Térmico
y Quimico, se dice que el sistema se halla en equilibric Termodindmico[19].
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Principios de la Termodinamica

» Principio Cero: Dos sistemas en equilibrio térmico con un tercero estén en equilibrio mutuo,
este enunciado nos permite definir a la temperatura como una propiedad fundamental que

tienen todos los tipos de sistemas Termodindmicos[19].

= Primer Principio: Existe una funcién de estado denominada Energia Interna del sistema U,
para todo sistema termodindmico, tal que su variacién (en un proceso que va de un estado de

equilibrio inicial a otro estado de equilibrio)[19].

AU=Q+W {2.204)
Donde Q es la cantidad de calor absorbida por el sistema y W, el trabajo hecho sobre el
sistema

s Segundo Principio: En cualesquiera proceso cilico se satisfase la desigualdad de Clausius.

dQ
f <0 (2.205)

Donde T es la témpera.rtura de las fuentes con las cuales el sistema intercambia calor a lo
largo del Ciclo, la igualdad se aplica cuando la transformacién es reversible, en ese caso la

temperatura de las fuentes y la del sistema son las mismas siempre[19].

Una consecuencia directa de este principio es que existe una funcién de estado denominada

entropia del sistema, para cualesquiera sistema termodindmico, definida por.

=
5(4) = /O %Q (2.206)

Esta es una integral de linea a lo largo de un camino reversible arbitrario, desde un estado

de referencia de equilibrio O, hasta un estado final de equilibrio A. A lo largo de este camino
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el sistema se encuentra en contacto con una seucesién de fuentes a temperatura T, con cada

una de las cuales intercambia una cantidad de calor dada por dQ de forma reversible.

Dado un punto de referencia de equilibrio O, podemos escribir la integral cerrada como.

f[ 4Q / / (2.207)

~~si dombinamos esta con la desigualdad de Clausious obtendremos, para un sistema aislado en

un proceso arbitrario se verifica[19)].

58> 0 , (2.208)

s Tercer Principio: No es posible llegar al cero absoluto, mediante una serie finita de procesos,
Una consecuencia muy importante es que la capacidad calorifica a volumen constante se hace
nula al aproximarse al cero absoluto[19].

Sistemas Termodindmicos y sus Potenciales Termodinamicos

» Sistema Aislado: Un sistema rodeado por paredes rigidas, adiabdticas e impermeables es un
sistema asilado del resto del Universo, al parecer este seria el tipo sistema termodindmico que
modela a un agujero negro, los pardmetros de estado quedan determinados por las variables ex-

tensivas (p, V, N;) y el potencial térmico fundamental para este sistema es la Entropia{19][13].

TdS = dU +pdV — Y p;dN; | (2.209)
J

comparando con la diferencial total,

o8 oS

(BU)dU + (BV)dV + ( )dN (2.210)

ds =

obtenemos las ecuaciones que nos permiten describir p, T, u;

66



1 as
== (52w, (2.211)
P s
L= Gum, (2.212)
- . ey B - ) ] .
-7—3 = —(B—N-;)U’V’Ni#j . (2.213)

Aprovechando la extensividad de la entropia, la ecuacidn diferencial puede escribirse como,

TS=U+pV - > u;N; (2.214)
7

esta es la ecuacién de Euler.
Diferenciando esta ecuacién y restando la ecuacién de estado obtenemos la ecuacién de Gibbs-

Duhem.

SdT - Vdp+ > Njdp; =0 (2.215)
j

Sistema en Equilibrio con un Basio Térmico: Sea un sistema termodindmico hidrostético,
rodeado por paredes rigidas, impermeables y conductoras de calor, el sistema se halla en
equilibrio térmico con un bafio térmico a températura T, pero por el contrario su energia
interna no esta fijada a priori, por ello el conjunto de variables que determinan al sistema
son el mismo que para el caso aislado a ecepcién de U, esta es reemplazada por T, es asi que
tenemos el siguiente grupo de variables (T, V, N;), para este sistema es necesario construir
otro potencial termodindmico el cual es obtenido mediante la transformacién de Legendre,
88

cuya ecuacién de conjugacién de las variables a intercambiar U por T es 3 = (52 )v,n;, asi

que el nuevo potencial termodinamico es[13][19],
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F=U-TS (2.216)

reemplazando la ecuacién de Euler hallada anteriormente se muestra,

F=—pV +uN ) (2.217)

diferenciandola y reemplazando la ecuaciéﬁ de Gibbs-Duhem, obtenemos la ecuacién diferen-

cial de estado para este sistema,

dF = —SdT —pdV + 3 pjdN; (2.218)
J

y de la misma forma que antes podemos determinar las ecuaciones que nos dan informacién de

la p,S,u; en funcién de este nuevo potencial termodindmico que es conocido como la Energia

Libre de Helmholtz[19].

» Sistema en equilibrio con un bafio térmico y de particulas: Sea un sistema termodindmico
fodeado pof patedss rigidas, conductoras dé calof y perimeables al paso dé particilas, debido
a que no es de mucho interes para nuestros propésitos, sélo les diré que el procedimiento para
construir la ecuacién de estado es el mismo que el anterior, de mas esta decir que IV; se cambia
por 4; ya que ademas de estar en equilibrio con un bano térmico esta en equilibrio con un

bafio de particulas, por lo que el nimero de particulas IV; ya no esta fijado.

dZ = —SdT - pdV - 3 N;du; (2.219
J 7

2

2.1.6. Mecanica Estadistica

La Mecénica Estadistica o Fisica Estadistica se encarga de construir un nexo entre los estados

microscépicos de la materia y los pardmetros termodindmicos (estados macroscépicos), para ello
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primero necesitamos hacer un conteo de todos los posibles estados en un determinado estado de
equilibrio del sistema, este conjunto de estados forman lo que se le llama Ensemble o Colectividad
y debido a que este ensemble es muy pero muy numeroso, podemos usar metodos estadisticos, estos
nos permitan inferir comportamientos comunes promedios, los cuales se interpretan como variables
termodindmicas medibles, es asi que la mecénica estadistica tiene su interpretacién del mundo ma-

croscépico a partir del microscépico, comenzaremos por describir las colectividades Microcanénica,

Candnica y gran Candnica, pero lo més resumido posible[19][13].
Colectividad Microcandnica

Esta colectivdad estudia a uno de los sistemas mds importantes, Sistemas Aislados, este sistema
es perfecto para los trabajos teéricos ya que nos permite fundamentar uno de los principios mds
enigméticos de la termodindmica, el Segundo Principio, el dice que existe un potencial termodindmi-
co, tal que para sistemas aislados, su variacién es siempre positiva, esto quiere decir que la entropia
siempre est4 en aumento, si suponemos el universo como autoexistente, por lo que cualquier co-
sa que exista fuera de ella no tiene nada que ver con toda la materia _exitente dentro, ya que en
principio no hay ningun tipo de conexién causal conocida con el exterior (si es que existe) entonces
el universo es un sistema cerrado(13]{20], de allf que en nuestro universo la entropia aumenta.

Otro ejemplo pero mds importante para nuestros propésitos es el agujero negro, al
cual se estudia como separado del resto del universo, pero como veremos, trabajando
con esta colectividad a la hora de determinar la entropia de un sistema cerrado a partir
de los microestados, es necesario contar los microestadas, el problema radica en que
ni la Relativdad General y ni la Mecdnica Cudntica pueden ponerse de acuerdo ya que
en principio no es posible cuantizar el campo Gravitacional, por lo que no podremos
contar los microestados corréctamente, es mas primero debemos construir el espacio
de Fases para el agujero negro y luego recien comenzar con el contéo. La primera idea

la dio Stephen Hawking quien hall§ que la entropia de un agujero negro en general es proporcional
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al 4rea del horizonte de sucesos, eso nos dice diréctamente que el posible espacio de fases de un
. agujero negro es el horizonte de sucesos, luego Leonard Susskind planteé que la informacién se halla
ciertamente en el horizonte y planteé su hipétesis Hologéfica y mediante la Teoria de Cuerdas pudo
realizar el conteo de los posibles microestados del agujero negro, pero atin faltan muchos cabos que
atar(1].
Las variables 'macroscép'icas que determinan esta colectividad son (E,V,N), para el caso de un
sistema hidrbstético, a.hdraL ciaxémos tres postulaﬂos qt;e nbs‘ pefmitifé,n éonstruif el puente entre

los microestados y la Entropfa, el principal potencial termodindmico para sistémas cerrados[13]{20].

e Postulado de Equiprobabilidad: Todos los microestados c;)mpatibles con el estado macroscopico
de equilibrio de un sistema aislado son igualmente probables. Bastard decir que un sistema
fisico que se halla en equilibrio tiene un entropfa muy alta, por lo tanto dicho sistema tiene
mdximo desorden, ya que todos los estados en promedio son iguales, entonces es imposible
sacar trabajo de el ya que las fluctuaciones de sus estados son todos estadisticamente iguales

(equiprobables), asi que se mantendr4 asi para siempre[13].

s Postulado sobre el numero de microestados , Q, en el equilibrio: El numero de microestados
de dos sistemas 1 y 2 Q(E;, V1, Ny, Ea, Vo, N2), en equilibrio termodinimico entre si y aislados
del resto del universo, es méximo respecto de cualquiera de las variables termodindmicas de
uno de los dos sistemas. Desde un punto de vista estadistico, se estd identificando el estado

de equilibrio como el estado més probable, aquel para el cual Q es méximo(13].

s Postulado de compatibilidad con la termodindmica: Las propiedades derivadas de una descrip-
cién mecdnico-estadistica de un determinado sistema han de ser compatibles con las leyes de

la termodindmica(13].

Ahora describiremos un sistema cerrado formado por dos subsistemas, limitada por una pared

diatérmica, mévil y permeable al paso de particulas, sean las variables termodindmicas para el
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sistema 1, (E1, V3, N1) y cuyo niimero de microestados esta en funcién de la misma Q) (Ey, Vi, Ny),
para el subsistema 2 las variables termodindmicas son (Fy, Va, N2) y cuyo ntimero de microestados es
Q2(Fy, Vo, Np), por iltimo para el sisterna total tenemos (E,V, N) y cuyo nimero de microestados
es A(E,V, N), pero esta puede reescribirse sélo en funcién de las variables del subsistema 1 y del

sistema total,

QUE, V,N) = Q1(Ey, Vi, N1)Q(Es, Va, N2) (2.220)

esto es posible ya que los microestados son independientes antes del equilibrio,

Q(E,V,N, By, V1, N1) = D (B, V1, N1)0(E - By, V - V4, N = Ny) (2.221)

y de acuerdo al postulado sobre el nimero de microestados en el equilibrio, tendremos,

oy 892

(3E, vt = (g e (2.222)
N a0

(G)mm = (57 B, (2.223)
onN o

(3N1 )El,V1 = (8N2 )Ez,Vz (2.224)

comparando estas ecuaciones con las ecua,ciones ({aenergia,2.223,2.224), se obtiene la entropia

de Boltzmann,

S(E,V,N) = kplnQ(E,V,N) (2.225)

Dada esta relacidn, lo que sencillamente nos falta es contar los microestados, de acuerdo a la
miecanics ciantica, ro existe tal cosa como piinto del espacio de fases, el cual describe un estado
de los tantos por los que atraviesa en la evolucién del sistéma fisico, esto debido a que existe el
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principio de incertidumbre, ya que no es posible medir con exactitud que la posicién ni el momento

simultdneamente, ya que existe un tamafio minimo determinado por 8y = h.

ApiAgi = do (2.226)
Con esta unidad fundamental podremos contar los microestados, dividiendo el volumen total

ocupado por todos los estados de sistema fisico cualesquiera, por €l elemento fundamental dado por

do.

Q(E,V,N) = 1 / / d3Nqd3Np (2.227)
8o E<HZE+6E

2.1.7. Mecanica Estadistica Cudntica

Colectividad Microcanénica Cudntica

El elemento fundamental es la matriz densidad descrito anteriormente p = 3, w;|i)(¢|, pero
esta expresién se da en una base especial ya que es diagonal, el postulado de equiprobabilidad

dice que w; = ;13, pero este postulado no es suficiente para construir la colectividad microcandnica,

se debe anadir un nuevo postulado el de las fases aleatorias a priori, esto nos permite garantizar

que los promedios de los elementos no diagonales de la matriz densidad sean nulos en cualquier
representacion |a){13][19][20].

Colectividad Candnica Cuintica

Se propone que la matriz densidad en la representacién diagonal de energia viene dada por[19}:

1
p=—) e PBii)(i 2.228
p= 75 S (2228)
donde E; es el valor propio de la energia correspondiente al estado |i). Apliquemos ahora la

condicién de normalizacién a la matriz densidad:
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Tr(p) = 1> TT(% et Biyl) = % Y e (2.229)

7

Zy =) e P (2.230)

entonces la funcidn de particién es precisamente este factor renormalizante y la escribimos como,

Zn(V,T) = Tr(ePH) (2.231)

la dependencia de Zy en V viene de que V esta relacionado con Ej;, esta relacién aparece
cuando resolvemos la écuacién de Schrodiniguer dé iin sistema cudiitico, contenido en iiti voliitneii,

por dltimo el valor medio de un observable se obtiene con la ayuda de la matriz densidad[20].

Tr(Ae~#H)

< A>=Tr(Adp) = _
(Ap) Tr(e 77

(2.232)

. Esta colectividad no serd particularmente wtil, cuando resolvamos la paradoja de la informacidén
para el caso de fermiones, recordemos que anteriormente dije que la colectividad microcanénica
serfa 1ltil para describir el agujero negro, pero tomando en cuenta la evaporacién de Hawking,
podemos visualizar al agujero negro como un sistema en interaccién con un bafio térmico, el cual

es justamente la radiacién de Hawking del agujero negro.

Colectividad Macrocanénica Cudntica

Como en este caso el sistema esta en interaccién con un bafio térmico y con una fuente de
particulas, entonces estos dos observables deben ser simulidneamente medibles, asi que [ﬁ , N ] =0,
entonces dada una base esta debe ser comun a ambas {|Y(&; . .. £n))}, en esta base la matriz densidad

es{20],

p= %e-ﬂ“’—#””) (2.233)
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escrita explicitamente en esa base comun es:

b= 5 L HE NG ) (D6 ) (2.234)

aplicando la condicién de normalizacién, obtendremos la funcién de particién

Qu, V,T) = Y e AE=uN) (2.235)

de la misma forma el valor ésperado de un observable se obtiene con la matriz densidad.

< A>=Tr(Ap) (2.236)
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Capitulo 3

3.1. La Paradoja de la Infomacion

Es hora de enfrentarnos al problema con las herramientas resumidas, para ello nos iremos su-
mergiendo en el problema, comenzando por compactificar el espacio-tiempo de Schwa.rzschild, con
la cual podremos describir el colapso de la materia, luego se describird el vacio de Unrul, él me
permitird argumentar que en el horizonte de sucesos del agujero negro existen fluctuaciones cudnti-
cas del vacio, y mediante el efecto Hawking es posible detectar un bafio térmico en equilibrio a
una temperatura T, para llegar al fondo del asunto se usard como base la hipétesis de Horowitz y
Maldacena; Esto nos conducird a una posible salida para el caso de los Fermiones.

Diagramas de Penrose

Los diagramas de Penrose permiten compactificar el espacio-tiempo, esto se consigue realizando
una transformacién conforme; esta es una transformacién que modifica las coordenadas de tal forma
que la pendiente de los conos de luz sea constante, ademas cuando r — oo, entonces el tensor métrico
9uv — 0, este limite se conoce como infinito espacial, luego cuando ¢ — oo, g, — 0, se conoce como
futuro infinito y cuando t — —oo pasado infinito, esta transformacién es tal que deja invariante el

elemento de linea salvo un factor e~2(=(17][35),

ds? = e~ 2=t} g2 (3.1)
en estos espacios que son conformalmente invariantes, puede elegirse una transformacién de
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coordenadas, de tal forma que podamos traer los contornos infinitos de la varieadad hacia una
una regién finita bidimensional del espacio-tiempo, por supuesto debemos ignorar las coordenadas
angulares. Esto es posible porque en principio deseamos describir la geometria global, por lo que a
gran escala las variaciones angulares son irreleva,ntes[é].

Por ejemplo el elemento de linea del espacio-tiempo de Minkowsky es invariante conformacional,
esto ademas de asegurar que podamos reescalar toda la geometria, tambien nos permite escribir
la ecuacién de Dirac en este espacio sin el uso de alguna cons‘tante de acoplo, sea por ejemplo el

elemento de linea del espacio-tiempo de Minkowsky/[1].

dr? = dt* - dr* - d0? (3.2)

sin tomar en cuenta la dependencia angular ya que la transformacién conformal es tal que la
inclinacion de los conos de liz qiiédan invariantes, enfonces hallaré él angulo de inclinacion de los
conos de luz, los conos de luz son tales que sus bordes son haces de luz, para los cuales el tiempo

propio no discurre esto quiere decir que ds? = 0

dt =+dr ot =+r+b . (33)

cuya pendiente es 45°, ahora necesitamos un nuevo sistema de coordenadas tales que engloben
el pasado infinito —o0, el futuro infinito +oco y el infinito espacial r = 0o, para esto usaremos la

tangente hiperbélica de la siguiente forma,

Yt = f(r,t) =tgh(t+ 1) (3.4)

esta ecuacién nos da el futuro nulo infinito, ahora determinemos el pasado nulo infinito,
Y™ = f(r,t) = tgh(t — r) (3.5)
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cuando (¢t +r) — oo obtenemos Y+ = 1 con esto la ecuacién de la recta podria escribirse como,

t=—7+00 (3.6)
luego cuando (¢t — r) — co obtenemos Y~ = —1 y con esto la ecuacién de la otra recta serd,
t=r—00 3.7

por iltimo cuando r = 0 obtendremos Y¥ = Y, con estas ecuaciones podemos describir la
geometria global del espacio-tiempo de Minkowsky:.

Ahora usaremos el elemento de linea del espicio-tiempo de Schwarszchild pero en las coordena-
das de Kruskal-Szekeris, ya que esta describe todo el espacio-tiempo de Shwarchild incluyendo la
geometria dentro del horizonte de sucesos, bueno comenzemos por realizar la siguiente transforma-
cién a la ecuacién (2.70),

T==(+p) (3.8)

[ =20

R= %(u' +u) (3.9)

reemplazéndola en la ecuacién (2.70),

[—(@dv +dp Ydv +dp) + (@dv —du)(dv' —dp)] + 3@, 7 )dw?  (3.10)

e (32M3G3)
7'»1

B 16G3 M3 =
7

ds? = o (dy' dy + dp dv') + r2dw? (3.11)
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r=0 )
AV NN NN A

Figura 3.1: Diagrama Conformal del Espacio-Tiempo de Kruskal-Szekeris

De una forma muy parecida al caso del espacio-tiempo de Minkowsky, podemos realizar la
transgformacién conforime, con la ayida deé la funcién tangente inversa o arco tangente, podemos

realizar una transformacién de coordenadas consiguiendo describir la estructura global(1],

’

7 =tg'(m) (3.12)
"o ,u,'
H“ “tg (\/m) (313)

., ’ ’ , ’ ’
a que antes de esta transformacién v varian en el rango, —co < v , —00 00
ya q tes de esta transfo I elr , <v <0 < p < 0o,
: . ”n I
pero con estas transformaciones el rango es ahora -2 <v < I, -Z <p < Z.
2 20 72 2
La representacién geométrica de este espacio-tiempo coformacional de Kruskal-

Szekeris, permite ver la geometria global del agujero negro, en la que podremos des-

cribir de manera formal el proceso de Hawking.
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Vacio de Unrhu

Una de las mas importantes ideas acerca de los agujeros negros es sobre la descripcién del
horizonte de sucesos con coordenadas que se hallan muy cerca del horizonte, primero debemos
describir el espacio-tiempo que se halla en la vecindad inmediata del agujero negro, pero para ello
se debe recordar brevemente a los FIDOS y FREFOS, uno de estos observadores son capaces de
_briqqar info;n'%acié_n aun obs_ez}’vador que podria hfml!?:tsg en _lq_ una _orbi‘pa lgjapa de un agujero
negro, este observador es un FIDO(1], por ejemplo si un dia fuesemos capaces de eﬁviar
una nave de investigacion a un sistema estelar en el que se halle un agujero negro
y logramos colocarla en orbita y por seguridad en una orbita algo lejana y desde esa
orbita lanzamos una sonda que se acercase al agujero negro con una aceleracion propia,
esta sonda podria llevar con el un termdémetro o algin aparato como un detector de
particulas que nos brinde evidencia de la Evaporacién de Hawking, este observador se

conoce como FIDO, los intervalos temporales deben determinarse para el caso de un agujero negro

estatico de Schwarzschild como(1](35],

drripo = V 1~ g—1\’/;[—G-dt (3.14)

y a medida que este se aproxima al horizonte de sucesos del agujero negro, las sefiales que nos
envia sufren un corrimiento al rojo (redshift) y de acuerdo a la anterior ecuacién el tiempo necesario
para alcanzar el horizonte es infinito, pero existe otro tipo de observador conocido como FREFO
el cual seria una sonda enviada por nuestra nave de investigacién, pero a diferencia del FIDO el
FREFO est4 en caida libre y este si cruza el Horizonte de sucesos del Agujero Negro, pero a cambio
de eso es incapaz de enviarnos informacién alguna.{1][35].

Es hora de acercarnos al horizonte y construir las coordenadas para los FIDOS, ya que estos
observadores nunca cruzan e] horizonte de sucesos, estas coordenadas se definen de forma que

r > 2MG, esto lo conseguiremos mediante la siguiente transformacién(l] (¢,7,0,9) — (t,7*,0,4),
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esta transformacidn se conoce como coordenadas tortuga (Tortoise Coordinates), como podemos

ver el tiempo y las coordenadas angulares no cambian, pero si la parte radial{1].

dr? 2M .
Tome = (- —)dr )2 (3.15)

reemplazandola en el elemento de linea de Schwarszchild ecuacién (2.58), pero tomandola como

espacio propio, esto es goo > 0, obtenemos,

ar = (1= 222Gy _ (arty?) - r2ag? (3.16)

este espacio es conformalmente plano , esto quiere decir que podemos escribirla como,

dr* = F(z)n,,dz*dz” (3.17)

como dije anteriormente esta importante propiedad nos permite escribir los campos escalares sin
ningin término de acoplamiento, esto lo usaré para posteriores trabajos, ahora pasemos a integrar

la transformacién dada en la ecuacién (3.15){1],

1 r*
T4 / dr* (3.18)
/ R 2MG
realizando una integracién por partes, mediante la siguiente transformacién b = ';ﬁ}éc ya=
sare | § = Inb
r* — 2MG = rinb2M Gbinb + 2M Gb : (3.19)

reemplazando los términos (a, b), obtendremos,

r—-2MG

MG ) (3.20)

* =7+ 2MGLn(
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esta ecuacién como podemos ver, esta definida sélo para r > 2MG y cuando 7 — 00, 7*
—00, estas coordenadas estonces nos describen cliramente sélo la vecindad proxima al horizonte
de sucesos, pero atin nos falta algo més, ya que debemos describir el espacio-tiempo cercano al
horizonte pero para pequenos angulos 6, comenzaremos por explorar el horizonte cercano mediante

una nueva variable(1),

T 2MG /r r /
1- idr = ) }dr 3.21
/2Mc( T r 2MG(T —2MG) (3.21)

©
i

integrandola,

= /r(r — 2MG) + 2MGSenh™({/ 577 2MG’ -1) : (3.22)

pero axin nos falta hacer la aproximacién de r ~ 2MG,

(3.23)

VT _ /a1
\/2]\4GT(2MG - 1)+ 2MG -

para hacer nuestra aproximacién el exponente debe ser tal que, \/z375 — 1 < 1 = 1 < 4MG,

esto es excelente ya que r ~ 2M G, entonces podemos usar la serie de Tailor para los exponentes,

T T
pe \/2MG(2MG),/2—A§5 -1+ MG[(1+ ‘/Wé ~1)-(1- ‘/2MG ~1)] (3.24)
[ T [2MG
p~4MG m—1+2]\46 m—l (3.25)
p=4MG| 537G L (3.26)

en términos de p y t, la métrica se escribe como,

dr* = (1- ?-]:J—f)dﬁ - r(p)%ﬂﬁ v (3.27)
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reemplazando nuestra aproximacién, pero teniendo en cuenta que cuando 7 < 4MG, p < 0, osea
que (5355) < 0, entonces tenemos que cambiar de signo la raiz de la ecuacién para que no aparezcan

nimeros imaginarios,

MG P _ P
1 P 8MG(2MG)  16M2G2. (3.28)
2 P 2 2 2302 '
a2 (B2 g2 202 (3.30)
AMG

realizaremos el cambio de la coordenada temporal por una coordenada adimensional, w = 4—1‘%{-5,

pero ademas, realizemos el siguiente cambio de variables,

z = 2MG6lcos¢ (3.31)

y = 2MGOsen¢ (3.32)

con éstas nuevas variables realizaremos la transformacién para la parte angular,

dO? = do? + 6%d¢* ' (3.33)

diferenciando y elevando al cuadrado, las transformaciones dadas en las ecuaciones (3.31) y

(3.32),

dz? = (2MGO)? Sen’dg? (3.34)

di? = (2MGB)*Cosdg? (3.35)
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Con estas obtenemos,

(da® +dy?) .
2MG)y? a0* (3:36)
2 2
——(d(zz = Gd)yz ) = grag (3.37)

ahora reemplazemos, estas diferenciales y conseguiremos,

dr? = p?dw? — dp® — 2(dz® + dy?) (3.38)

por 1ltimo realizemos una 1ltima transformacién a las coordenadas p y w,

T = pSenhw _ (3.39)

Z = pCoshw (3.40)

de la misma forma que antes, diferenciando con respecto a p y elevando al cuadrado, obtendre-

mos,

dT? = Senh®wdp® (3.41)

dZ? = Cosh*wdp® (3.42)

restando y usando la relacién Cosh*w — Senh?w = 1,

dZ?% — dT? = dp? ‘ (3.43)

ahora sélo nos falta la parte p*dw?, para ello debemos diferenciar con respecto a w
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dT? = p*Cosh®wduw?® (3.44)

dZ* = p?Senh?du? (3.45)

restando y usando de nuevo la relacién pitagdrica para la trigonometria hiperbdlica,

dZ? — dT? = p*dw? (3.46)

con ella obtendremos,

dr? = dT? — dZ? — dz® — dy? (8.47)

esta es finalmente la geometria del espacio-tiempo proximo al horizonte de sucesos de un agu-
jéro négro y sé la conoce como éspacio-tiempo de Rindler[1]{35], ahora describamos su geometria
proyectada en el plano (T,Z), cuyas ecuaciones paramétricas estan dadas por, (3.39) y (3.40), con
estas podemos describir la geometria de este espécio tiempo, la misma que estd dividida en cuatro
espacios o regiones y cuyo centro que es origen de coordenadas es el horizonte de sucesos T = Z = 0,
w es el tiempo propio adimensional de Rindler, esta coordenada de forma similar al espacio-tiempo
de Minkowsky puede definir uno de los invariantes (boost) de Lorenti, o lo que es lo mismo, las
ecuaciones son invariantes bajo la transformacién w — w + contante.

Este resultado es tan importante que es uno de los ejes sobre las cuales se construye
la solucién a la paradoja de la informacidn, ya que nos dice que la vecindad del horizonte
de sucesos es un espacio-tiempo plano, en la que nuestas teorias Cuanticas y Cuanticas
Relativistas pueden construirse si ningun problema, es mis a diferencia de los articulos
que lei[32][33] y muchos otros de los cuales tomé los conceptos de las condiciones

contorno de Horowitz y Maldacena no lo enfatizan; Me atreveria a plantear que estas
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condiciones de contorno dependen fuertemente de la posibilidad de mostrar que en la
vecindad del horizonte de sucesos de cualesquiera agujero negro el espacio-tiempo es
de Rindler, entonces ain hay mucho trabajo por hacer.

Vayamos ahora por una de las més brillantes deducciones hechas pos Unruh en 1976, hablamos
de la matriz de densidad para el vacio determinada en el espacio-tiempo de Rindler, o lo que es
lo mismo buscaremos determinar la termodindmica del vacio proximo al horizonte de sucesos para
un FIDO, para ello comenzaremos por definir un campo escalar, estos campos pueden definirse de
la siguiente forma, para Z > 0 el campo serfa x(z,y,z) = xr(z,y,2) ¥ para Z < 0 el campo es
x(z,¥, z) = x(z, y, ), entonces la funcién de onda global es ¥ = ¥(xr, XRr)-

Ahora de acuerdo a las ecuaciones (3.39) y (3.40), podemos decir que los FIDOS son invariantes
bajo traslaciones en los ejes x,y, esto debido a que tanto x como y dependen sélo de © y ¢, asi
que desplazamientos angulares son invariantes, pero a lo largo ael eje 7 las traslaciones no son
invariantes, ya que Z = pCoshw es dependiente de p, con esto tenemos que, p, ¥ p, conmutan con
la matriz densidad, esto porque estamos hablando de estados entrelazados del campo dentro y fuera

del horizonte(1]

[pz,pR] = [Py, pR] =0 (3.48)

va que ademas deseamos describir estados estacionarios, entonces la matriz densidad no evolu-

ciona en el tiempo,

[Hr,pr] =0 (3.49)

con todo ello, podriamos calcular la integral de Camino de Feynman, para un campo escalar,
pero iisaternos uii metodo iniicko mas seficillo giie 1a fuerza bruta, primero, 13 integral de caiitio
nos da la amplitud de problabilidad (de la funcién de onda) de que estando en el estado cuantico

lar) (estados dentro con respecto al horizonte de sucesos del agujero negro) evolucione al estado
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cuantico |gr) (estados fuera con respecto al horizonte de sucesos del agujero negro), esta integral

esta dada por[1]{9][29],

$lar,ar) = (grle T ]gr) = / Dgét 44149 (3.50)

realizando la rotacién de Wick, ¢ — —it, para que podamos integrar en el tiempo euclideo,

tendremos que,

(arrar) = (arleHT]gr) = / Dge~ [ 4260 (3.51)

entonces la integral se calcula para T > 0, pero como dije antes esta integral es complicada asi
que Unruh hizo un brillante planteamiento, en vez de integrarlo, construyé la integral de camino

de la misma forma que hicieron Feynman y Dirac,

1 - _ - _
Y(XL,XR) = fﬁ(Xﬂe ATy g) = (xple HoteHot ... ™ Hot|y ) (3.52)

el tiempo en terminos del angulo es T =,

Y(xr,XR) = ‘_‘\/1§<XL le_H"|XR) (8.53)

con esta podemos determinar la matriz densidad,

pr(XR: XR) = /¢*(XL,XR)¢(XL,XR)dXL (3.54)
! 1 ~-nHgp ~rHg(.)
pPr(XR:XR) = Z (xrle Ixc)(xzle [xr)dXL (3.55)
, 1 .
p(XR,XR) = 7€ 2mHr (3.56)
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entonces para los FIDOS el vacio cercano al Horizonte de sucesos, es descrito por un colectivi-
dad canénica cuya matriz densidad es del tipo Maxwell-Boltzman, como pudimos ver la integral no
dependié de que campo se integre con la integral de caminos, asi que Unruh postulé que cualies-
quiera campo crea un par particula-antiparticula y que dicha atmosfera debe ser detectada por los
FIDOS en la regién derecha o mejor dicho en la parte externa del agujero negro[l], en este caso la
temperatura adimensional que mediria el FIDO es de T' = L.

VConsideremos un termémetro que lleva un FIDO, dicho termdémetro tiene un espectro que.nos
da la medida de las particulas detectadas, este espectro tiene los siguientes niveles energéticos (e;),
pero para que este termémetro tome datos debemos mantenerla en movimiento uniforme, ya que
los movimientos acelerados exitan los estados del termdémetro, ddndonos como sonsecuencia ruido,
de esta forma una medida se da cuan(/iquel termdémetro entra en equilibrio térmico con el campo a
medir[1].

Entonces si con respecto a un FIDO, colocamos nuestro termémetro en un marco ineréial pero
s6lo el tiempo suficiente para medirla, ademas el termémetro se halla a una distancia p del hori-
zonte y cuya aceleracién propia es proporcional a %, ahora por induccién deduciremos la matriz
hamiltonidna del termémetro, para ello construyamos el hamiltoniano pero en las coordenadas de

Rindler(1][34},

Hp = / T/ Zg9d*z (3.57)

ya que esta dada en la metrica Rindler,

V=g=+v—-(-p)=0p (3.58)

con esto, el hamiltoniano de Rindler es entonces,

Hg = / T% pdpdzdy (3.59)
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con esto la matriz hamiltoniana para los estados del termdémetro es,

Hg(termometro) = Z ple) (ile; | (3.60)

entonces la probabilidad de hallar el i-esimo estado exitado del termdémetro, cuando este mide

el campo es dado por,

e—21rpc,~

Di = Zi é—ZWPGi (3.61)
entonces la temperatura propia que mide el FIDO, o que puede obtener, estd dado por,
B=2 —1—-)T— ! 3.62)
TEPET T T o .

entonces como podemos ver, la temperatura que mide el FIDO crece muy rdpidamente a medida
que se aproxima al horizonte de sucesos del agujero negro y cuando se aleja la temperatura dismi-
nuye, pero esta claro que la distancia a la cual la temperatura disminuye rdpidamente es r =~ 4MG
0 en términos de p, tenemos p ~ 4M G, es a esa distancia a la cual se considera que el observador se
halla a una gran distancia, solo recuerde que en la aproximacién de Rindler, las coordenadas cons-
truidas son tales que estan cerca del horizonte de sucesos 2M G, por lo que 4M G es muy distante

v es justamente la temperatura que nuestra nave exploradora mediria[l],

1
T= 8 MG

(3.63)

esta es la temperatura que hallo Sthepen Hawking, pero el uso un anélisis diferente, ya que hizo
el cdleulo para un campo escalar no masivo y en el mismo espacio-tiempo de Rindler, cuantizé y
determiné el valor medio del operador néimero de particulas.

La descripcién dada anteriormente es la que se da para observadores externos, ya sea para

observadores que se hallan en la érbita del agujero negro o para sondas enviadas cerca del agujero
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negro (FIDOS), pero para observadores en caida libre dentro del agujero negro y que cruzan el
horizonte de sucesos (FREFOS), no sucede nada de lo descrito anteriérmente, entonces ;Cudl de
los fenémenos fisicos es el correcto?(1].

Ahora cuando el FIDO se aproxima al horizonte de sucesos, este se aproxima a una distancia
no nula de horizonte de sucesos del agujero negro, esta distancia es la longitud de Planck entonces
el horizonte no es una linea infinitamente delgada, si no que tiene un espesor, este espesor- del
horizonte se le conoce como Horizonte Estrecho, y Horowitz-Maldacena, postulan que se halla a
una temperatura no nula fija T'(p) = 5;;15;, donde pg = \/%q_ , como lo dije esta es una hipétesis
para la teoria clésica de la interaccién del campo gravitatorio y los campos cudnticos, ya que no
es una consecuencia de esta teoria pseudo unificada, pero si es una consecuencia de la teoria de
cuerdas la cual no tocaré en mi trabajo[32].

Esta membrana que se mantiene a una temperatura no nula es como el reservorio
de calor y como veremos esto esta de acuerdo con el modelo de Unruh, ya que dicha
matriz densidad describe un sistema en equilibrio con una fuente de calor (colectividad
candnica)(l].

La Entropia de Vonn Neuman

Ahora mostraremos con la ayuda de la entropfa de Vonn Neuman, la energia libre de Heltmotz,

S = ~Tr(plnp) (3.64)

la matriz de Unruh hallada es,
i 3.65
= TR )

entonces usaremos la siguiente igualdad,
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8 N
plnp = -(-9% Iv=1

reemplazando la matriz densidad de Unruh,
8 e BNH
§ = ~Trlg (=7 Iv=1

entonces dada la definicién del valor medio de un observable,

S =Tr(BHp) + Tr{inZp)

S = B(H) + InZ

donde Q(E) es el nimero de microestados, InZ, es la energia libre de Helmholtz.

E
an(E) =InZ + _ﬁ

(3.66)

(3.67)

(3.68)

(3.69)

(3.70)

se mostrard como se concilia esta con la entropia que obtendremos a partir de las hipétesis de

Horowitz y Maldacena en el siguiente capitulo.

Solucién a la Paradoja de la Informacién

Comenzaré por enunciar la conservacion de la informacién a nivel cudntico, el cual dice que para

quie la informacion & nivel cudntico se conserve, debe existir una matriz unitaria que describa la

puros y los estados mezcla evolucionan a estados mezcla[33][34].

Sld})dentro = l"/))fuera

evolucion de los estados cudnticos de la siguiente manera, los estados puros evolucionan a estados

(3.71)

La conjetura de Stephen Hawking fue que cuando un agujero negro se evapora, lo hace de
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podrian evolucionar a estados mezcla[32), esta es la paradoja de la informacidn, ya que de acuerdo
a Leonard Susking y otros fisicos, su conjetura viola la conservacién de la informacién, o lo que es
lo mismo, dicha conjetura plantea que los estados cudnticos no evolucionan de forma unitaria, es asi
que Horowitz y Maldacena propusierén que la evaporacion es posible pero a la vez la informacién
tiene que conservarse y se soluciona aclarando el concepto de conservacién de la informacién a
nivel cudntico. Para que la informacion se conserve a nivel cudntico debe existir una matriz unitaria
{asegurando la evolucién unitaria) pero ademas el agujero negro se evapora, entonces es cierto que la
entropia si aumenta en el proceso de evaporacién del agujero negro, pero la informacion se conserva,
entonces que la entropia del agujero negro aumente no implica que la informacién a nivel cudntico
se pierda, esta es la solucién a la paradoja de la informacién{1][31}{32].

Con respecto a este punto, por semanas estuve buscando este comcepto, pero con-
versando con mi asesor concluimos que la conservaciéon de la informacién a nivel cuianti-
co se da, sélo cuande la evolucién de los estados es unitaria, y a nivel clidsico como
ya es conocido por la muy amplia bibliografia, la conservacién de informacién se da
por el teorema de Liouville, entonces el problema radica en conocer cual es el nexo
entre la conservacién Clésica y Cudntica de la informacidn, ese punto quedé fuera de
mi investiguacidn.

La primera condicién de contorno es para la materia que se supone colapso cuando se formé el
agujero negro, esta condicion esta dada entonces para la materia en la singularidad, y se acepta
qué los estados cuénticos ya sea para estados puros es representado por una funcién de onda o un
vector ket o si hablamos de estados mezcla podemos describirla mediante la matriz densidad de la
mezcla. Entonces bédsicamente se refiere a que existe un espacio de Hilbert para la materia en la
singularidad,. Ha(1].

Esta condicién de contorno es muy enigmdtica y ninguno de los articulos que lei, se

atreven a comentar acerca de ella, desde mi punto de vista esta condicién se halla
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escondida en las ecuaciones de campo gravitacional y las condiciones de contorno
de Penrose. El comentario mas importante acerca de esta condicién, es que plantea
directamente que la singularidad no existe y que de alguna manera esta regién es
plana, como el espacio-tiempo de Rindler, esto quiere decir que la gran sofiada teoria
de Gravitacién Cuéntica, por algin mecanismo podra suavizar las singularidades.

La segunda condicién de contorno se refiere a los estados cudnticos del vacio en la parte interior
y exterior del agujero negro, primero se acepta que existen dos espacios de Hilbert uho que describe
el estado de vacio en la parte interior respecto del horizonte de sucesos y otro en la parte exterior
respectro del horizonte de sucesos, estos espacios de Hilbert son Hyentro ¥ Hfuera, ademas dichos
espacios se hallan entrelazados, es asi que el espacio del estado de vacio es Hyscio = Haentro ®
H tyera, bueno la condicién de contorno es que los estados de la materia H)s, estan maximalmente
entrelazados con los estados del vacfo dentro del horizonte de sucesos Hgentro, 0S€a que existe un
espacio de Hilbert Haentrogfuera-

Definamos el estado |¢o)dentrog fuera € Huacio, ésta determina los estados entrelazados del vacio,

‘¢0>dentr0®fuera = Z Aiﬁ)dentro ® |'i')fuera. (372)

i1=0,1

Por 1ltimo tenemos la tercera condicién de contorno que dice que los estados de la materia Has

en la singularidad y los estados del espacio de Hilbert Hgentro, se hallan méximalmente entrelazados,

lw)Me:dentro = Z Anln)dentro(5+ ® 1) (3.73)
;‘i=0',1

podemos ver que la suma sobre los estados base va de 0 a 1, estos son los estados de espin
del electrén o para cualesquiera fermién con espin -;—, si trabajdsemos para los estados bosénicos,
la suma va de cero a oo, pero estudiaremos sélo el caso fermidnico, ahora construiremos

un nuevo estado que muestra el entrelazamiento entre los estados de la materia y del

VaCl’O (HM ® Hdentro &® Hfuera) [27] [28] .
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I'¢0>M®dentro®fuera = l'w)M ® |¢0)dentro®fuera (3'74)
Realizemos entonces la proyeccion para el estado final de la materia y veremos como

sucede el Efecto Hawking,

|60 fuera =M@dentro (Yoll%0) Medentros fuera (3.75)
|60) fucra = ZA 2 {nlh) 11 (S @ 1)dentro(n] ZA [8)dentro ® 1) fuera (3.76)
190) sucra = D | Anls (1) (S ® 1)I1) puera (3.77)
desdoblando la suma, '
190} fuera = Ao Luc O1¥)5£(5 © 110} uero + 1412l {118} 31(S © D11 ucre (3.78)

el estado de la materia dentro del agujero negro en la singularidad para el caso de

los fermiones es,

[¥)m = colO)m + 1|l m (3.79)

reemplazando en nuestra proyeccién del estado final de la materia,

o) fue = | Ao|*[cors (01 Sar|0) s +10 (01Sar11) 110) pre+1 A P [cons (1S |0) s +c1nr (1|Sar 1) )11 fue

(3.80)

la unitariedad de "S" asegura que s (i|Snm |7 ar =fuera (€1Stuerald) fueras

o) 5 = |Aol?lcos (01S£10)  + €1 7(01S£11) 1100 £ + | A1 |*leos (1ISFI0) s + c1 7 (1141 f)10);  (3.81)
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100 dentrosuera = 9 AilDdentro % 1) pucra |
=011

Figura 3.2: Diagrama de Efecto Hawking, con las tres condiciones de contorno de Horowitz y
Maldacena

factorizando,
|¢0>fue'ra = (IAO‘Z‘())fuera(Ol + |A1i2|1>fuera<1I)Sfuera,(colo)fuera + Cl|1>fuera) (3-82)

id’o)fuera = PSfuera‘¢>fuera (383)

donde P es la matriz densidad del sistema cudntico puro, pero en la base de los

estados fuerd, 1a condicion de riormalizacioén para la miatriz densidad es,

Tr(P) = quera.(alvlpia,)fuera (3.84)

a
Tr(P) = |Aof + |41 =1 | (3.85)
De acuerdo a Unruh, la matriz densidad del vacio proximo al horizonte de sucesos
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esta dado por la ecuacién (299), la reescribiré en términos de los estados de espin, para

fermiones de espin 3,

1 —onEi; ,
P = z e 2nBi 1) fuera (i (3.86)
1=0,1 .

donde el factor normalizante es,

7= ek (3.87)
B
los autovalores del Hamiltonidno de Unruh para los fermiones de espin % son, By = &
¥ By = -4, con ello el factor renormalizante es

Z=e"+e ™ (3.88)

es asi que podemos determinar cada uno de los pesos |Ao|? y |A41]?

e™ B (_1)2(0)6—2(0%:)

2 - )
IAOI éﬂw(é—-%rw + 1) (é-27rw’ + 1) (3 89)

0 e~ W (_1)2(1)6—2(11\'(»)
= — - = - . 0
lAl‘ emu(e—%rw + 1) (6—27rw + 1) (3 9 )

entonces,
—1\2n ,—2nrw

A, = CD e (3.91)

(e—2ﬂ-w + 1)
mediante la entropia de Vonn Neuman, podemos determinar la entropia de los estados entrela~

zados de dentro y fuera con respecto al horizonte de sucesos, que originan la evaporacién Hawking,

§ = —Tr(PInP) (3.92)
realizando el célculo,
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5= ‘Tri_iA(‘!le),vaera(Ol + lAllZ!l)fuera<1”[lnlA01210>fuera<0‘ + l'n"A1|2|1>f‘ue7‘a(1” (393)

§ = ~Tr[|Ao*In] Aol*0) fuera (0] + | A1’ 1] A1 1?1) fuera (1] (3.94)

S = —ZlAgizlnlA()‘ - 2|A1|21n1A1I (395)

reemplazando los pesos hallados |Ao[? y 412,

2 1 1 26—21rw e——27rw :
5= Temmw 4 lln(e"z’”" + ].)2 T 1t e ln(e—Zﬂw + 1)5 (3.96)
1 _ —27w N on
S = o€ D) + o (e 4 1) + neTH) (3.97)
w -2
S = ﬁl + e—21rw + ln’(e e + 1) (3.98)

comparandola con la energfa libre de Helmtholtz,

Inw=BE+InZ (3.99)

entonces, £ = yrgw. S6lo nos falta darle dimensién a la temperatura, tal y como mostré an-
teriormente la temperatura redimensionada es'T = g7, supongamios shora que el dgujero
negro termind de evaporarse, en ese estado puede decirse que el agujero negro se halla

-1 _ .
a una temperatura T = g—3; = 0, entonces la entropia es,

S = in2 (3.100)

1No olvidar que se estd usando las unidades naturales, por loque ky =1, c=1i=1
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esto nos muestra que hablamos de un sistema complétamente desordenade, clasica-
mente a temperatura cero, la entropia deberia ser co, pero esta entropia mide el grado
de desorden del entrelazamiento, por lo que cuando el agujero negro termina de evapo-
rarse, ya no habré fuerza gravitatéria y por supuesto no habra horizonte de sucesos, asi
que la entropia de entrelazamiento de los estados cuanticos del vacio no desaparece, es
como si la miquina que usaba los estados entrelazados del vacio termindse su funcién,
pero como siguen creandose pares particula-antiparticula, la entropia del vacio no llega
a ser cero.

Es asi que mostré que la entropia realmente aumenta para el agujero negro, esto
es realmente fascinante ya que entonces no viola la segunda ley de la termodindmica,
asi que aumenta la entropia pero la informaciéon no se pierde a nivel cudntico ya que
la matriz unitaria S = S* existe para que el efecto Hawking se de, esa es la solucién a

la paradoja de la informacién.
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3.1.1. Conclusiones

1. Los agujeros negros tienen una entropia la cual es proporcional al drea del horizonte de
sucesos, del tal forma que obedece a la segunda ley de la termodindmica; entonces la entropia
del agujero negro aumenta gracias al fenémeno cudntico del entrelazamiento, dandose asi la
Radiancién de Hawking, pero la informacién no se pierde a (nivel cudntico) debido a que se
mostro la necesidad de la existe_ncia de una matriz que mantiepe la evolucién unitaria de los

estados cuanticos, esa es la solucién a la paradoja de la informacién.

2. Termino diciendo que la primera de las condiciones de contorno es uno de los problemas no
resueltos de la Fisica de hoy, ya que dicha condicién de frontera dice que la materia de la es-
trella que colapsd, no desaparece en la singularidad si no que mantiene sus estados cuédnticos,
ya sean en estados puros o mezcla, ;Pero como es posible que los estados cudnticos no des-
aparescan? Ya que sabemos que no existe fuerza alguna capaz de contrarestar las tremendas
fuerzas gravitacionales, como podemos ver la primera de las condiciones de contorno es la mis

enigmadtica y la mas dificil de justificar.
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Capitulo 4

Apéndice

4.1. Integral de Camino de Hawking-Gibbons

Ahora nuestro propdsito es hacer un cdlculo semicldsico de la entropia del agujero negro de
Schwazschild, se dice que es un cdlculo semicldsico ya que usaremos por una parte la solucién de
Schwazschild dada por la gravitacién cldsica y por otro lado usaremos el método de cuantizacién
mas intuitivo y elegante, descubierto por Feynman y modificado para la gravitacién por Hawking
y Gibbons{30].

Trabajaremos con la colectividad Macrocanénica Cuéntica.

. vI"uncién de Particién

Z(,V,T) = Tr(e”PH-1C0)) (4.1)
#= Hipétesis del Gran Potencial

W, V,T) = ~KgTLnZ(,V,T) = Z = e~#W (4.2)

s Gran Potencial

W(lu? V’ T) =E-TS- /J‘iCi (43)

Entonces la entropia se obtiene combinando la hipdtesis del gran potencial con la expresién

termodindmica del gran potancial,
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§=2"2 o (B - G+ InZ (4.4)

primero debemos determinar la funcién de particién del gran potencial y lo haremos con la

integral de camino de Hawking-Gibbons[1][30].
Z= / Dge~ 8% (4.5)
La accién Einstein-Hilbert es,

__ 4, ST ¢ 3 ¢ 3
SEH—].GTFG%V\/A{dI |glR+8_7T—(_;-§V—_/3Mde_87FGL}V_/;Md2KO (46)

donde Ky = K(Guac'io), este término nos permite regularizar la integral y evitar divergencias,
sencillamente nos dice que la curvatura extrinseca en la regidn asintética debe renormalizarse para
obtener 7, ademds tomaremos la siguiente convencién de unidades h = ¢ = G% = 1, ahora nece-
sitamos hacer una rotacién de Wick para obtener una expresién euclidiana-cldsica de Schwarzschild
con signatura (-,-,-~), la rotacién de Wick es 7 = it. En las coordenadas de Kruskal-Szekeres (KS)
dado por las coordenadas {T', X, 6, ¢}, en estas coordenadas la rotacién de Wick es T = ¢T.

De acuerdo a la siguiente ecuacién que relaciona la parte radial de las coordenadas de Schwazs-

child con las de KS[3],

(R:_ Sefs = X2 - 17 4.7)

dice que la geometria de KS cubre tanto la regidén interna como externa del agujero negro y se

le conoce como agujero negro eterno, pero si realizamos la rotacién de Wick[3],

(% — 1) = X2 - (%)2 = X2 472 (4.8)
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pero a diferencia de la anterior ecuacién, X? + 72 > 0 entonces en el sistema de coordenadas de
KS con la rotacién Wick {T, X,0, ¢}, dicha geometria describe sélo la parte externa del Agujero
Negro, con un tiempo euclideo T, otra de las relaciones 1itiles a usar, es la parte angular de la
geometria de KS, dada por la relacién(1][3],
t X+T T X+T .

E:Ln(X_T)=2tg (-f)=>X__T=eﬂs (4.9)

con la rotacién de Wick,

X —iY ir
=g Hs 4.10
Xtir  © (4.10)
pero,
X +1i = aetAraX+iT) (4.11)
X — i = ge tAr(X+iT) (4.12)
reemplazandolas,
—iArg(X ~iY : .
e~ tArg(X—iY) — e BE oy e BATGXHT) _ T (4.13)

el Arg(X +iX)

igualando los exponentes, tenemos

. . T
~2iArg(X +iY) = _zZRs (4.14)
Arg(X +iY) = 4—}4- (4.15)

va que el rango del argumento principal es [0, 27|, con lo que cldramente T es una coordenada

temporal con periodo 7 = 87 M, ademds esta es la inversa de la-temperatura de Hawking T' = -BTEM,
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conloquer = -% Es asi que podemos usar la solucién de Schwarzschild euclidiana {7, r, 8, ¢} para
calcular la funcidn de particién térmical[l]{3].

Ahora la frontera de la solucién se halla en r »— co, pero primero trabajaremos en un conjunto
hipersuperficies 7 = 79 y luego la haremos tender a oo, entonces determinaremos el vector normal

a las hipersuperﬁciés, las cuales son de tipo luz[1}]3]{32},

n,n’ = -1 (4.16)
por lo que el aperador proyeccién es,
Phu=0,+n"n, (4.17)
este vector normal es entonces,
_ BN(T - ’I‘o) . 5“,- _
= ~SIS8) o = G, (418)
“(p — ur
nt = 0 (1‘ TO) — ) /—"""_grrép’r ‘ (419)

Vr2 vz
la métrica inducida sobre las hipersuperficies en r = rp, es una métrica estitica y esféricamente

simétrica.

dslyy = hy,daPdz” = g (r)dt® — r2d0 /r=r, (4.20)

bueno, es necesario determinar la curvatura extrinseca y de la misma forma determinar el regu-

lador de la curvatura extrinseca Ko, procedamos

Vun, =0un, — T, ns (4.21)
reemplazando la expresién del vector unitario,
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8,/ Gre
Vot = —v/=Grr [aw——-\/_—i—’ ~T9,6,,] (4.22)

la expresién es entonces,

#77.,,= — grr[6ur6ura lOgv*!Jrr) ] (423)

la traza de la curvatura extrinseca es, K = h**V n,,

expandiendo dicha suma,

K = h*Vny + K"V, + h#Vgng + h#¥V oy, (4.24)

desde ya R™" = 0, de acuerdo a la expresién anterior podemos calcular cada una de las derivadas,

Ving = —v/=grr (=I'%) (4.25)
Veng = —+v/—grr(~T'gp) (4.26)
Veng = —v/—grr(—Tg4) (4.27)
ademas de h*t = g;;1, h% = —r=2 h¢® = —r~2sen—24, con estas obtenemos
K = V=g |-T; 13 L 4.28
= —gw[ - TQ 80~ Tagog) #9) (4.28)

los sfmbolos de Christoffel son I'f, = —-z-glr—:é?rg“, [y = ——551:8rg99, Iy = —5-;—?3,9@, prosi-

guiendo

1 Opgu 1
K = V=gl L 4 Orgoo + m@rg(p(p] (4.29)

—Grr Gt 2"'2.(}7'7'
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reemplazando sélo las componentes ggg = —72, 9o = ~r?sen?d, ya que el elemento de linea de

un espécio-tiempo esféricamente simétrico en general tiene la forma,

ds® = gy (r)dt? + grr(r)dr? — r2(d6? + sen?0dp?) (4.30)

es por ello que por el momento dejamos de lado las componentes temporales y radiales, A

1 2
K=y "'grr[ arln(gtt) + —] (4.31)
. - =G “Grr T
finalmente,
1 1 2
K= - ) e | F— 4.
m[zarlﬂgtt + 1"” 0 (4 32)

ahora el regulador se halla reemplazando las componentes métricas del elemento de linea del

espacio-tiempo del vacio,

ds? = dt? — dr? — r?(d6? + sen®8dg?) (4.33)

N )

K(gva,c’io) = Ko = (434)

realizando una transformacién de coordenadas a la solucién de Schwarzschild al sistema de
coordenadas Isotrépicas y para el caso de grandes distancias de la fuente, las componentes radial y

temporal del tensor métrico son,

2M
g =1—— (4.35)
T
2m
grr=—(1+—7) (4.36)

reemplazando estas componentes en la curvatura extrinseca,
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2M

1,1 2M 2
= —_— )T — —_— —_
K=(1+ ; ) (2arln(1 p )+

) (4.37)

expandiendo en séries de tailor el logaritmo natural,

—1)3
in(1 - 2) = (1= 2 + 51

r s

oM oM 2
My, M M M (4.38)

T r r T

con esta y con la expasién binomial del factor (1 + -217"!-)'%, tendremos que

2 iM M 2 2M M M?
K = - —_— f— e} 2T e — — e —— .
r(l t ) T )= r r2  2r2 23 (4.39)
ahora restando esta con el regulador Ky y eliminando el término —r%,
’ 3 M M
(K = Ko)lr=ro, = '2'(—';2') ~ Tz (4.40)

Entonces por que hize tanto barullo para obtener esta expresién, bueno recordemos que la
solucién de Schwarszchild es tal que el tensor energia momentiin 7' = 0 por lo que ~87T = R = 0,
entonces, la parte de la accién que contiene la curvatura intrinseca escalar R se anula por lo que la

integral de camino debe reducirse a[3],

7 = ot £V [ pgemtne iR .41

7 = gi [ Pz/Ihl(K-Ko) (4.42)

noten que volvi a colocar la parte imaginéria en la integral de camino, es porque la métrica
euclidiana sélo la usamos para obtener informacién a cerca de la periodicidad de la parte temporal,

ahora prosiguamos con nuestra integracion,

|| = gurtsen®8 = /Th] = V9urisend (4.43)
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ademads recordemos 7 = % = f3, entonces de acuerdo a la rotacién de wick it = 7 = t = —i[,

con esto continuaremos con la integracién,

. . —if
2 / Bz /TR(K - Ko) = == / dt / d*z\/grasend(K — Ko) (4.44)
8w 8 Jo )

pero antes de seguir, en coordenadas esféricas el elemento de volumen es
d®z = r’senfdrdfde (4.45)
luego integramos en la parte radial
To
/dSa: =d’r = / senfr?df¢ = senfridio {4.46)
0

pero ademas recordemos que g — 0©

-é%/dsa:\/vﬂ(l( - Kp) = limro._,oogéro(K - Ko)(-—-c030)l(l,r(Zw)(limro._,m\/gtt(%o)) (4.47)

é;; / Pz/TRj(K — Ko) = umrwm%r%m ~ Ko)(~cos0)|2 ,(27) (4.48)
Siﬂ / BvRIK = Ko) = limrgsoo — —g—ré(K - Ko) = —%\é (4.49)

finalmente hemos obtenido la funcién de particién, dada la relacién obtenida anteriérmente para .

la entropia, procederemos a calcularla

1 - AM  BM

S = Aé['{'lTLZ:ﬁM—-—Q—- -—5"'

(4.50)

=3

pero como 3 = 87 M para un agujero negro de Schwarszchild, la entropfa es finalmente[1}(3].
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S = 4nM? (4.51)

Entonces esta es la entropia de de una agujero negro medido por un observador que se halla a
una gran distancia del horizonte de sucesos, luego
_ 47!'(2M)2 _ Areaporizonte

= = 2
S 7 - (4.52)

pero ain no entiendo del todo, el porque introducimos la curvatura extriseca, la misma que nos

da informacién acerca de la entropia del agujero negro.

4.1.1. Paradoja de la Informacién para Estados Mezcla

Mostraré un caso m4s general, en este caso los estados cuanticos de la materia en la singularidad
son estados mezcla, asi que debemos usar una funcién de onda més general, estamos hablando de

la legendaria matriz densidad, esta matriz densidad reemplaza a la ecuacién (322)[30].

par =Y caln)pe(n] (4.53)
01 _

v dada la condicién de normalizacién para la matriz densidad, tendremos

Tripp)=1m Y cn=1 (4.54)

ademas,

Tr(p®) < Trp) =1 (4.55)

ahora lo que necesitamos es determinar la matriz densidad pero que nos determine los estados

fuera. del horizonte a partir los estados dentro del horizonte, osea que necesitamos hallar py =fucra

(I fuera(32),
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Pf =M@dentro (d’”ﬁM ® l¢0)d,entro®fuera<¢0”DM®dentro

usaremos de nuevo las ecuaciones (315) y (316),
Pf =M®dentro (TMPM ® |¢0) (Z A;(nl ®fuera (nl)(z A’ziZ)M ® 17:>dentro(sj-\‘-4 ® 1))

Pr =M@dentro (lom ® I¢O)(Z |An[21n>Mfuera<n|)(S}1tI ®1)

n

Pr= (Z A;M(Mdentro ® <kI(SM ® 1))(pM)(Z Aj |j)dent'ro ® lj)fuera)[' ' ]
k J

o= 2 1A a1(Sm © 1) pueral (3 esidaeel) @ (3 1An P12t suera (S @ 1)]

ps =3 1A AnlPeilne (51Sa 1) 1 (81577 1) 2a)15) fucra (]

Jrtm

PF= Z IAj12|An‘2c'i[M<leM]i)M(ilsltfln)M”j>fuera<nl

Jrtym

pf = Z IAj|2|AnI2ci[fuera,(j|Sfuera,|'i>fuera<'l:|3+|n>fue,-a] lj)fuera(nl

FAN

de nuevo , la unitariedad dice que s (j|Sm ) p =fuera (J|Sfucral?) fuera

pf= (Z |Aj|2|j)fuera(jl)sfuera(z ‘Lili)fuera(i')s?‘uem(z |A4n 1) fuera(n))

(4.56)

(4.57)

(4.58)

(4.59)

(4.60)

(4.61)

(4.62)

(4.63)

(4.64)

donde D = Y, _q ; |4n[*|n){nl, es el operador distorsién, cuya propiedad es Tr(D) = 1, con lo

que Tr(Dé) <1
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pr= Dsfuerapfueras;‘ueraD (465)

lo que nos falta es normalizarls,

oy = DSfuera,pfuera S}*-u,eraD
s TT(DSfueranueraS;ueraD)

(4.66)

de acuerdo a la ecuacién (115), el valor medio del operador densidad nos daria informacién

acerca de la mezcla, o cuan niezclados se hallan los sistemas cuariticos con pesos estadisticos e,
(ps) = Tr(pspy) (4.67)

DSfuera.Pfuera S}"'uem,D DsfucrapfueraS;ueraD

=Tr(ox . e . ' 4.68
(Pf) (TT(DSfuera,PfueraS}-ueraD) TT(DSfueranueraS}fueraD) ) ( )
donde,
= o StvereD s (4.69)
T;’:(Dsfuerafifueras?ueraD)
entonces la traza del cuadrado del operador densidad del estado final es
T"'(p?’) = TT(WPfueraWpfuera) (470)
bueno como estamos trabajando con operadores acotados, podemos usar la relacién(32],
ITr(XY)| < {Tr(X|ITr(Y)] (4.71)
pero teniendo en cuenta que Tr(AB) = Tr(BA)
TT(P?) = Tr(pﬁuera)TT(Wz) (4.72)

109



Tr(p}) < Tr(0tucra) (4.73)

con ello tenemos simplemente, Tr(p%) < Tr(p?-uem) = Tr(p?,), esta desigualdad sugiere que el
entrelazamiento disminuye en la evaporacién de Hawking, o lo que es lo mismo el nivel de mezcla
disminuye en la evaporacién con lo que la entropia aumenta, pero la informacién se conserva ya que

_la matriz S es unitaria[33].
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