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RESUMEN

Dentro del estudio de los sistemas dindmicos, se consideran los sistemas
dindmicos lineales y los no lineales, siendo estos dltimos los que carecen de
métodos de resolucidn exacta, salvo en algunos casos. Para el estudio de los
sistemas dindmicos no lineales, la Matematica ha aportado distintos caminos y
herramientas para poder estudiar estos sistemas, siendo uno de ellos, el estudio
cualitativo de las ecuaciones que representan el sistema. El estudio cualitativo de
un sistema dinamico, nos permite observar €l comportamiento del mapa de fases
asociado al sistema, pudiendo asi analizarse el comportamiento y la direccion de
sus trayectorias a través del tiempo. Una de las herramientas, que se usa para el
estudio cualitativo de un sistema, es el teorema de Hartman - Grobman, el cual
nos permite comparar €l mapa de fases de un sistema no lineal, con el mapa de

fases de un sistema lineal asociado a esta, bajo ciertas condiciones.

En el presente trabajo, utilizamos el teorema de Hartman - Grobman, para estudiar
un sistema dindmico en particular, el cual representa un modelo de publicidad,
que relaciona la cantidad de usuarios de un determinado servicio y la cantidad de '
compradores potenciales que podrian ser usuarios en un determinado lapso de
tiempo, a la vez estas cantidades est4n influenciadas por algunos parametros, uno
de estos es el parametro que viene influenciado por el esfuerzo en la publicidad
que se le da a dicho servicio, este sera estudiado, analizado y relacionado con el

comportamiento del sistema dindmico que representa al modelo de publicidad.
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INTRODUCCION

I.- ANTEDECENTES

A finales del siglo XIX Henri Poincaré inici6 el estudio cualitativo de las
ecuaciones diferenciales, quien dijo: “Aunque no se tenga expresiones analiticas
para las soluciones de una ecuacion diferencial, si es posible estudiar propiedades
geométricas de estas soluciones, y esto es importante y significativo en sus

aplicaciones”.

Alexander Mikhailovich Lyapunov (1857-1918), un matematico Ruso cuyos
trabajos, que aparecieron publicados a mediados de 1892, dieron origen al estudio

de estabilidad mediante un enfoque tedrico que hoy lleva su nombre.

Smale, S. en 1980, determin6 que la propiedad mas importante de un sistema

dinamico es su comportamiento a largo plazo.

En el afio 2003, en la Universidad Nacional de San Antonio Abad de Cusco en la
CC. PP. de Matematicas, se presentod el informe de la tesis “Teorema de Poincaré
— Bendixon y alguna de sus aplicaciones™ desarrollado por los bachilleres Marila
Farfan Latorre y William Gerardo Lavilla Condori, en el cual se desarrolla parte

de la teoria cualitativa de ecuaciones diferenciales.

En el afio 1992 Feichtinger G. presenté un modelo de publicidad por contacto
entre usuarios de una marca y compradores potenciales, el cual lleva su nombre,

en su publicacién Journal of Economic Behabior and Organization.



IL.-

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA
2.1  DESCRIPCION DEL PROBLEMA

Diferentes fenémenos vinculados con la Economia, Fisica,
Ingenieria, Quimica, Biologia, Telecomunicaciones, etc. son modelados
mediante sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias que describen de
una manera adecuada la dindmica de éstos fenomenos a medida que el

tiempo transcurre.

Si tuviésemos un sistema auténomo lineal n-dimensional X' = AX;
AeR™ con un s6lo punto de equilibrio hiperbdlico, podemos observar
comportamientos dinamicos espiralados, ciclicos, nodos y puntos de-silla,
todos estos se pueden clasificar segin los autovalores de la matriz
AeR™; sin embargo en un sistema auténomo no lineal, describir éstos
comportamientos es dificultoso; ya que la dindmica de los sistemas
auténomos no lineales presenta ciertos fenémenos que no se evidencian al
estudiar los sistemas auténomos lineales. Uno de estos fenomenos es la
existencia de multiples puntos de equilibrio hiperbolico. Un sistema
auténomo lineal puede tener un solo punto de equilibrio hiperbolico, y por
lo tanto un solo estado de régimen estacionario si el punto es
asintoticamente estable atrae al estado del sistema independientementé del
estado inicial. En cambio, los sistemas autonomos no lineales pueden tener
varios puntos de equilibrio, y la convergencia a uno estable depende del

estado inicial.

Por otro lado el teorema de Hartman - Grobman afirma que es posible
deformar de manera continua todas las orbitas del sistema auténomo no
lineal, alrededor de un punto de equilibrio hiperbdlico, en las 6rbitas de un
sistema auténomo lineal, el cual es generado por el primer sistema, via un

homeomorfismo.



IL.-

En general, es muy dificultoso determinar este homeomorfismo, sin
embargo el teorema de Hartman - Grobman indica que el comportamiento
cualitativo de un sistema autonomo no lineal alrededor de un punto de
equilibrio hiperbolico es similar al del sistema auténomo linealizado, por

ejemplo en el tipo de estabilidad.

22 FORMULACION DEL PROBLEMA

(Sera posible garantizar la existencia de un homeomorfismo entre
las oOrbitas de un sistema auténomo no lineal alrededor de un punto de
equilibrio hiperbolico, y las drbitas de su sistema autébnomo lineal

asociado, preservando el comportamiento cualitativo de estas?

(Este resultado permitird predecir eventos futuros en una empresa

en el que influya el modelo de publicidad de Feichtinger?

HIPOTESIS

La utilizacion de un homeomorfismo H .U -V, con U,V eR”"

subconjuntos abiertos, permite deformar de manera continua las Orbitas de un

sistema dindmico auténomo no lineal X'= f(X); VX eR" alrededor de un

punto de equilibrio hiperbdlico X, en orbitas del sistema dindmico auténomo

lineal asociado.

OBJETIVOS
4.1 OBJETIVO GENERAL

Deformar de manera continua todas las 6rbitas de un sistema
auténomo no lineal, alrededor de un punto de equilibrio hiperbdlico en las

Orbitas del sistema autonomo linealizado, via un homeomorfismo, y



aplicar este resultado en un sistema dindamico no lineal que representa un

modelo de publicidad por contacto en una empresa.

42 OBJETIVOS ESPECIFICOS
1. Demostrar y analizar el Teorema de Hartman - Grobman

2. Aplicar estos resultados al modelo de publicidad por contacto de una

empresa.

3. Analizar la estabilidad del modelo de publicidad al variar el parametro

que determina el esfuerzo en la publicidad de una empresa.

4. Visualizar computacionalmente el mapa de fases de todos estos
resultados obtenidos, mediante el software WxMaxima, version

0.8.6.

V.- IMPORTANCIA

Una de las leyes fundamentales que rige un sistema dinamico, el cual nos
ayuda a predecir eventos futuros, es la existencia de los puntos de equilibrio; y el
comportamiento de las soluciones alrededor de ésta; como mencionamos en un
sistema lineal el analisis de esta es mas accesible, mientras que en un sistema no
lineal esta se hace dificultosa, es por esta razon que nos encontramos en la
necesidad de generar nuevas herramientas Matematicas para estudiar éstos

comportamientos dinamicos fenomenales.

El teorema de Hartman - Grobman es una de ellas, el cual nos permite garantizar
la semejanza del comportamiento cualitativo de las orbitas entre el sistema no

lineal y su sistema linealizado via un homeomorfismo.

En este sentido, este trabajo de investigacion permite estudiar la estructura
cualitativa de los sistemas auténomos no lineales mediante el comportamiento de

sus sistemas linealizados, luego aplicar estos resultados a la publicidad de una



empresa, y asi enmendar algunos vacios matematicos existentes en el estudio de

los sistemas dinamicos no lineales.

Ademas sera de mucha ayuda comprender éstos comportamientos cualitativos de

las orbitas de manera visual mediante el software Wxmaxima version 0.8.6, que

nos permitira entender mejor esta deformacion continua de orbitas, y asi dar una

nueva tendencia en la curricula vigente, que ayudara una mayor comprension de

los sistemas dinamicos no lineales.

VL.-

PROCEDIMIENTO METODOLOGICO
6.1 METODO

El método a utilizar es el método deductivo puesto que se tratara de
un procedimiento que consiste en desarrollar el Teorema de Hartman -
Grobman y deducir luego sus consecuencias en la publicidad de una

empresa con la ayuda de subyacentes teorias en la misma.

6.1 TECNICA

La técnica a utilizar sera el andlisis, ya que se pretende buscar una
manera de deformar las érbitas de un sistema no lineal en su sistema

linealizado via un homeomorfismo.



CAPITULO I
CONCEPTOS PRELIMINARES
1.1  MATRICES Y OPERADORES
1.1.1 AUTOVALORES Y AUTOVECTORES

DEFINICION 1.1.1.1

Sea la matriz cuadrada 4e R™ (R™ es el conjunto de matrices reales cuadradas

de orden nxn). Diremos que un escalar 4, € K (K campo real o complejo) es el
j-ésimo autovalor de la matriz 4 si existe un vector ¥, eR", V, #0 tal que
AV, =V, NVj=12,..,n; en cuyo caso se dice que V; es el j-ésimo autovector de

la matriz A asociado al autovalor ﬂj.

Para encontrar los autovalores de la matriz 4 tenemos que encontrar todos los

valores de A, tales que:
det(A-21,)=0,
donde I es la matriz identidad perteneciente a R™".

Ademas al polinomio det(A—Al,) de grado n, se le llama polinomio

caracteristico P,(1) de 4 y ala ecuacion
det(A—AI,)=0

se llama ecuacidn caracteristica de la matriz 4.



Una vez encontrado el autovalor A, los autovectores ¥ € R" correspondientes a

A se determinan resolviendo la ecuacion
(A—/II,,)V =0.
DEFINICION 1.1.1.2

El espectro para 4 € R™ (con n finito), denotado por E(A), esta definido como

el conjunto formado por todos los autovalores de la matriz 4, esto es:

S(A)={AecK/AV=AV,V %0}

1.1.2 EXPONENCIAL DE OPERADORES

Sea T:R" - R", se dice que T es un operador lineal, si cumple:
DT(X+Y)=T(X)+T(Y), VX,YeR"

i)T(aX)=al(X), VXeR" VaeR.

Si T:R" - R" es un operador lineal, entonces 7(0)=0, donde 0O e R".

En efecto:

T(0)=T(0+0)
7(0)=7(0)+7(0)

por tanto T(0)=0.

El conjunto de operadores lineales 7' : R" — R", denotado por L(IR"), junto con
las operaciones de suma + :L( R”)XL(]R" )——)L (R"), y multiplicaciéon por un

escalar .: Rx L(R")—L(R") definidas por:



(T+SHX)=T(X)+S(X),VXeR"
(a.T)(X) =aTl(X) VX eR"

donde T,S e L(R” ),a € R; forman un espacio vectorial. Definimos la norma de

un operador T e L(]R") por:

|71 = Sup|7 (X))

ix1=1

donde | || en el segundo miembro denota la norma euclidiana en R”. Esto es, si

X =(%,%,...,x,)€R"; entonces | X||=/x? +x2+---+x .

DEFINICION 1.1.2.1

Sea una sucesion de operadores (Tk ) talque 7, L(R” ) . Se dice que la sucesion

(7, ) converge al operador lineal T e L(]R") , denotado por:

IimT, =T,

k>0

si para todo & >0 existeun N e Z, tal que para k> N, [T -T,||<¢.

DEFINICION 1.1.2.2

Sea (7,,) una sucesion de operadores lineales en L(R") definidas en un conjunto

EcR”, U un subconjunto de E,T un operador lineal definido en U . Se dice

que la sucesion (Tn) converge uniformemente a T’ en U si para cada £ > ( existe

un N = N(¢)eN tal quesi n>N(¢), entonces paratodo X eU se verifica que:

T,(X)-T(Xx)|<e.



DEFINICION 1.1.2.3

Una serie de operadores lineales Z]:, en L (R”) definidas en un conjunto

n=1
E cR", se dice que converge uniformemente a un operador lineal T definida en
un conjunto U < E cuando la sucesion (s, ) de sus sumas parciales,

s, =T +T, +...+1,

converge uniformemente a 7' en el conjunto U .

DEFINICION 1.1.2.4

Se dice que la serie de operadores lineales ZT,, en L(R”) definidas en un

n=1

conjunto £ < R”, es absolutamente convergente si la serie ZHT,, ” es

n=1

convergente.

LEMA 1.1.2.1

Para S,T e L(R”) y X € R", se cumple que
D fr (O <Iriix]
2 |rs|<irlls]

3 |||zl s para k=12.....

PRUEBA

1) Para X =0e R" se tiene que



[ () <ol
0<0.

Entonces |7 ()] <|{}x].

Para X #0 se define un Unico vector ¥ = X / ”X ” e R", y ademds se cumple que

|¥]|=1. De la definicién de la norma de un operador, se tiene que:

7= Sup| (¥)]

=1

[r)=ir

o

entonces |[T'(X)| <|T||x]. vX =0.

2) Para | X|| <1, de (1) se tiene que:
T(sCO)|<lrlls ()
I (s ()| <Irlstix]

T(sCO)<Irls)

Ademas,

7] = Sup |75 ()] <[]

Jxi=1
3) Demostraremos por induccion.

Para k =1, se tiene que:



[ <l
Para k =2, se tiene que:

"T2” =|77| <||T||T|| , por la parte 2).

Por tanto: ”T 2“ |7 "2

Suponiendo que la hipotesis de induccion se cumple para k =1,2,...,n, esto es:
[ |<lrr

A continuacion demostraremos para k =#n+1

En efecto:

Tn+l

|

"T"”"T II < "T ||" ||T ||, por hipétesis de induccion

= ”T"T " < "T " ””T ” , por la parte 2)

n+1

Tn+1

<[l

En consecuencia |

Por lo tanto, se cumple que:

|7 <|Ir| . para k=1,2....

TEOREMA 1.1.2.1

Dado TeL(R") y ¢, >0, la serie

o tka
i k!

es absoluta y uniformemente convergente para todo £ € R con |t| <t,.



PRUEBA:

Sea "T | =a, del lema anterior se deduce que para todo ¢ € R con |t| <t,, se tiene

que
o) et _ e
k! k! k!
pero
2 tia _ ta
=TI

krk
, €s absolutamente e uniformemente convergente para

por lo tanto la serie Z
k=0

todo fe R con ff|<1,.

DEFINICION 1.1.2.5

El exponencial de un operador lineal estd definido por la serie absolutamente

convergente

STk
67 =ZF

k=0

Es de observar que e’ es un operador lineal, y ademas por el lema y el teorema

anterior, se prueba que "eT“ <.

En efecto,

-5

o0
<>
k=0

il PR S
‘k!"ggk,uru _eh,



Un operador lineal 7 :R" — R”", queda completamente determinada por la
relacion T (X )=A.X , donde Az[a,j]eR"x", cuyos componentes a, de ésta

matriz, se determinan mediante las siguientes relaciones!:

T(e, )=a,e +aye, +...+a,e,

T(e,)=ape +a,e, +...+a,e,

T(e,)=a,e +a,e, +...+a,e,

con e, ¢l i—ésimo vector canénico de R”. A la matriz 4 = [aij] se llama matriz

asociada al operador lineal 7.

Reciprocamente, dada una matriz A =[a,.j] e R™, definimos la transformacion

lineal 7 : R” — R", mediante T(X)=A4.X , VX =(x,,...x,) e R"; es decir
T(x,..x,)=(ax +..+a,%,,a,%+...a,x,).

Esto nos permite usar indistintamente operadores lineales y matrices asociadas a
éstas, también garantizar las propiedades de operadores lineales antes demostradas
usando matrices. Por tanto, esto nos permite definir la exponencial de una matriz

de la siguiente manera.

DEFINICION 1.1.2.6

Sea 4 una matriz cuadrada de orden nx n, se define la exponencial de la matriz

A como sigue:

0 Ak
eA —_—Z—k—/'

k=0

! Algebra Lineal; Lages Lima, Elon; Textos del IMCA; pag 46.



TEOREMA 1.1.2.3

Sea A4 una matriz cuadrada de orden nx n, entonces se cumple que:

d( R
Et—(e )—Ae .
PRUEBA:
(t+h)a i o ha i
ii—(e”’)=lz'm—e——————=lime ¢ € —eiimé
dt h—>0 h h—>0 h—0

2 42
—d—(em)=e“liml I+%+hA +o =TI |=e"lim
dt >0 K

+...)=

172!/

R 2 2 43
4 gz et 1imA+lim(@-+ W4
dt h-0 r—ol 2/ 3!/

d 1A A
So— = Ae
a'¢

TEOREMA 1.1.2.2

Si D=diag[4, 4, ...,4,]€ R™ entonces:

e’ =diag[e'1',e’12, ,e’l"].

PRUEBA

En efecto, si
4
0

0
D=diag[A. Ay .. 4]=| © 72

h—0

Ae”

, entonces

=é€

4+

4

lim—l—(eh" - I)

h->0 h

hA2
2/

+

A J
4+
3/



,11!' 0 -~ 0
| o - 1lo A 0
D’ =diag[ 3,2, ... X ]=| . G VjieN

n

luego, para cualquier m > 0 dado suficientemente grande, tenemos que:

entonces
e’ =Z—D’ = lim z——D’
j=0.] m-»0 0]

e = diag[:eﬂ‘,e'i’, ,e""]

DEFINICION 1.1.2.7

Sea la matriz 4 € R™” de la forma:

-
A] gn,xnz e nxn,,
A= anzxnl A2 o enzxnm
. . . .
. . . N
L 1< [N o Am ]

10



donde 4 eR™™ Vi<i<m, 6 es la matriz cero de R™ 'y

nxn;
m +n, +... +n, =n, tales matrices son llamadas matrices diagonales por bloques

y las denotaremos por
diag[ 4, 4,, ..., 4,].
Ademas si A=diag[4,4,,...,4,], entonces para cualquier k € N, se tiene
A = diag[Ak,A:, v
y de manera analoga que en la prueba del teorema anterior se demuestra que:

et = diag[eA‘,eAz, ,eA'"].

1.1.3 FORMA CANONICA DE JORDAN
TEOREMA 1.1.3.1

Si A es una matriz real con autovalores reales A,, j=1,..,k y autovalores
complejos A, =a,+ib; y A =a,—ib,, j=k+1,...,n. Entonces existe una base

2n-k
Voo Ve Ve Ys -V, %,) para R donde v,

Jj=L..k y w,
J=k+1,...,n son autovectores generalizados de 4, u, =Re(w/.) yv =Im(wj)
para j=k+1,...,n,tal que la matriz P=[v1-~vkvk+1 Uy "V, un] es invertible y
l%
P4P=J,=
B

r

donde los bloques elementales de Jordan B=B,, j=1,...,r son de la forma:

11



e

(A 1 0 0]

0 A4 1 0
B=

0 A1

0 0 A

para A uno de los autovalores reales de 4 o de la forma:

'D I, 0 - 0

0 D I, - 0
B=

0 D I,

0 0 D]

con

a -b 1 0 0 0
D: ,12: yO:
b a 0 1 0 0

para A =a+ib uno de los autovalores complejos de 4 .°

La matriz J, € R™ es llamada la Forma Canénica de Jordan (Real) de 4 y ella
es Unica salvo se altere el orden de los bloques B, y el signo de la parte

imaginaria b de las raices complejas del polinomio caracteristico de 4.

DEFINICION 1.1.3.1

Sea £ un subconjunto abierto del espacio euclidiano R”. Un campo vectorial de
clase C"(1<r<w)en F, es una aplicacion continuamente diferenciable hasta de

orden ren E,i.e., declase C":

2« Diferential Equations Dynamical Systems and Linear Algebra”,Hirsh and Smale; pag 331.
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f:EcR" >R
X f(X), VYXeE.

DEFINICION 1.1.3.2

Sea f:R" > R", n,me N, una funcién vectorial de variable vectorial que va del

espacio euclidiano » - dimensional a otro espacio euclidiano m - dimensional.
f: R" —» R"

(xl’xzf : "xn) = f(xlle’” '»xn) = (ﬁ (xvxz" ) 'rxn):fz (xl’xz" ) "xn)" I (xpxz:' ) "xn))
con sus funciones coordenadas f; : R" - R,Vi=12,...,m derivables.

La matriz Jacobiana de f estd definida por:

A ¥ 9
6‘xl axZ a'xn
%h o ... K
Jf(xl,‘...,xn)z ox, Ox, ox,
U Y .. YUn
| ox O, ox,, |

En particular, si n=m=2,y f:R?-—R?, entonces la matriz jacobiana esta

dada por:

% Y
ox, Ox
Jo(ux)=| ]
% %
ox, Ox,

13



1.2  SISTEMAS AUTONOMOS Y NO AUTONOMOS

Un sistema no auténomo de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden

€s una expresion del tipo:

o= filtxx,x,)
Xy = fz(t:xl’xzr"':xn)

(D

x, = f;1(t’x1’x2"”’xn)

En donde ¢ es una variable independiente que denota al tiempo, x,,x,,...,x, son
variables que dependen de ¢ que toman valores realesy f, - E > R,i=12,..,n,

son funciones diferenciables de clase C", r2>1, definidas en un subconjunto
\

abierto £ c R™!.

En diversas ocasiones sucede que las funciones f, f,,..., f, solo dependen de las
variables x;,x,,...,x, y no de la variable temporal ¢, en este caso (1) toma la

forma:

x| = f](xvxzr”':xn)

%= f(nx,x,)

_ ©)
» = Lxwxx,)

=
!

Diremos entonces que (2) es un sistema auténomo de ecuaciones diferenciales

ordinarias.

Si X =(x,%,...x,)eEcR" y f=(f,ft,):E—R" la funcién vectorial,
con funciones coordenadas f,,Vi=12,---,n. La ecuacién anterior en su forma

vectorial se escribe de la forma;:
X'= f(X) €)

donde f es el campo vectorial asociado a la ecuacion diferencial (3).

14



Un sistema autonomo lineal es una ecuacion diferencial ordinaria de la forma:

X'=AX 4

donde:
e ’
X —L X a, 9 a4,
x dt x, a,, a a
2 . 2 21 9» 2
X=| "L X'=| ¢ |=|. ;4= : "
dx, ,
xn dt X anl an2 ann

XeR", 4eR™.

A la ecuacion diferencial (4), se le asocia el campo vectorial f, definido por:

fECR SR
X f(X)=4xX.

Esto significa que a cada punto X €R" le asignamos el vector 4X. Las

soluciones de la ecuacidén (4) son aplicaciones diferenciables, de la forma:
p:IcR—>EcR”, tal que ¢'(t)=Ap(r),VitelcR; peC’;1<reN, son
llamadas curvas integrales ¢ curvas soluciéon del campo vectorial f 6 de la

ecuacion diferencial (4).

1.2.1 SISTEMAS AUTONOMOS LINEALES
TEOREMA 1.2.1.1
Sea el sistema autonomo lineal
X'=4X, ©)

con 4eR™ 'y condiciones iniciales X(0)=X,=(c,c,,....c,)eR". Este

sistema con condiciones iniciales tiene una Unica soluciéon dada por:

15



—xl (t, q )

X(1)= x2_(”c2) e 6)

| x, (tc, )_
PRUEBA

El Teorema 1.1.2.2 muestra que:

ie“XO = (g—em)Xo .
dt dt

Como e™'X, =X, se tiene que X (f)=e“X, es una solucién del sistema. Para

ver que no hay otras soluciones, supongamos que X (t) es una solucién

cualquiera del sistema y pongamos
X(1)=€"Y(2)
= Y(r)=e"X(1).
Entonces
¥(f)= (gt—e’“ )X(t) 0
Y'(t)=-de™ X (t)+e™AX'(¢)
Y'()=e™(-4+4) X (1)
Y'(1)=0

Paratodo t € R, desde que e™ y A conmutan. Asi ¥ (¢) es una constante.
Poniendo #=0 se ve que Y (0) =X, y ademas toda solucién del problema de

valores iniciales esta dado por X (¢)=e"Y(t)=e"X,.

16



Es de observar que cada punto X, € R” se mueve al punto X (t) e R" dado por

(6) pasado un tiempo ¢. Este movimiento puede ser descrito geométricamente por

el grafico de las familias de curvas que genera la representacion paramétrica,

5(1)=n(t.c)
g (t)=x,(t.c,) @)

x,(1)=x,(t.c,)

llamada curvas solucion, en el espacio R” al cual se denominado espacio de

fases.

DEFINICION 1.2.1.1

El retrato de fases de un sistema de ecuaciones diferenciales, asi como (5), es el

conjunto de todas las curvas que genera la representacién paramétrica (7), con

(c.¢ype0c,) R

DEFINICION 1.2.1.2

Sea el sistema dindmico auténomo lineal X'=A4X, con 4eR™, X eR". Se
dice que 4 es una matriz hiperbdlica (o el sistema lineal X’ = AX es hiperbodlico)

si y solo si todos sus autovalores tienen parte real distinto de cero.

DEFINICION 1.2.1.3

Si A4 es una matriz hiperbédlica, se define el indice de estabilidad de 4, denotado

por i (A) , como el nimero de autovalores (incluyendo multiplicidades) con parte

real negativa.

17



DEFINICION 1.2.1.4

Dado el conjunto abierto £ < R”, un sistema dindmico es una aplicacion de la

forma:

o:RxE—>E
(LX) o(t.X)=¢,(X)

de clase C', y que satisface las siguientes condiciones:

1) @, : E— E es la aplicacion identidad.

ii) . o =@,,,, paratodo t,seR.

1.2.2 FLUJO ASOCIADO A UN SISTEMA AUTONOMO LINEAL
DEFINICION 1.2.2.1
Sea 4 € R™, el flujo asociado al sistema lineal auténomo

X' =4X 8)
.esta dado por:

9, RxR" > R"
(LX), (1 X)=¢"X.

Es de observar que toda matriz 4 € R™ determina un sistema lineal auténomo (8)

y reciprocamente, luego podemos decir indistintamente que ¢, es el flujo

asociado a la matriz 4 o es el flujo asociado al sistema lineal autébnomo (8).

El flujo asociado al sistema lineal auténomo (8), expresa un sistema dinamico.

En efecto, Sabemos que:

18



9, (0X)=€e"X=IX=X, VX eR".
Por otro lado,

@ (t+5,X)= PR G ) UL e

@, (1+5,X)=¢" (es"X)-——(pA (t,eSAX)::wA (t,(pA (s,X)), Vi,seR,VX eR".

El comportamiento geométrico de esta afirmacion es la siguiente:

Dado un X € R", la 6rbita o trayectoria que pasa por el punto X a través del flujo

¢, denotada por @, (X ) se define como el conjunto

D, (X)={p,(.X);teR}

LEMA 1.2.2.1

Si Ae R™ y A€ K (K esun campo real o complejo) autovalor de A entonces

para todo ¥ € K" —{0} autovector de 4 asociado a A se tiene

eV ="V, VieR.
PRUEBA

Dado V € K" —{0} autovector de 4 asociadaa A € R, definimos el camino



¢$:R—>K"
1 g(t)=e"V
Donde se observa que ¢'(t)=e* AV =e* 4V = A(e”V) =A¢(1) y #(0)=V.
Entonces ¢ representa una solucion del problema de valores iniciales |
X'=4X
X(0)=v.
La existencia y unicidad de soluciones expresa que se debe cumplir que

p(1) ="V .

PROPOSICION 1.2.2.1
Sea 4 € R””, tal que

,l_’l’i% (1X)=0,VXeR".

Entonces, todos los autovalores de 4 tienen parte real negativo.

PRUEBA
Demostraremos por contradiccion. Supongamos que existe un autovalor 4 € K

(K campo real o complejo) de A4, tal que Re (l) >0.Sea V un autovector
asociado a A € K, del anterior resultado se desprende que:
‘Q)A (t,V)l = |e1AV| - |eﬂV| - eRe(l)t |V| .

Luego, se tiene que:

0=Iim I(DA (t, V)l = lim eRe(ﬂ)t IV] —

>+ =40

+0 , si Re(1)>0
V| . si Re(1)=0

Esto indica una contradiccion, por lo tanto todos los autovalores de la matriz A

tienen parte real negativa.

20



1.2.3 CONJUGACION DE LOS SISTEMAS AUTONOMOS LINEALES

DEFINICION 1.2.3.1
Sean M,N c R",y h:M — N una aplicacion.

- Se dice que % es un homeomorfismo si y s6lo si 4 es biyectiva, continua

y suinversa A : N - M también es continua.

- Sedice que 4 es un difeomorfismo de clase C” (con 1 <r <) si y s6lo si

h es biyectiva, de clase C” y su inversa también es de clase C”.

- Se dice que 4 es un isomorfismo, si y s6lo si es una aplicacion lineal y

biyectiva.

Por otro lado, M y N < R" son homeomorfos si existe un homeomorfismo de M

sobre N .

DEFINICION 1.2.3.2

Sean 4,8eR™ y consideremos sus flujos asociados ¢, y @,. Se dice que las

matrices 4 y B (o sus respectivos sistemas asociados X'=AX y X'=BX) son

topoldgicamente conjugadas, lo que denotamos A=, B si y sélo si existe un

homeomorfismo 4 :R" — R” llamado conjugacion topoldgica tal que
ho,(1.X))=05(t.h(X)), VieR VX eR",
o equivalentemente

h(e*X)=€"h(X), VieR VX eR".

En el caso de que %4 sea un difeomorfismo de clase C” (ISrSw), entonces
decimos que 4 y B son C" conjugados, denotado por 4 =, B,y h esllamado

conjugacion C’. Por 1ltimo, si 4 es un isomorfismo lineal, entones 4 y B son
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linealmente conjugados, denotado por A=, B, y en este caso # es llamado

conjugacion lineal.

OBSERVACION:

i) Las conjugaciones topologicas, C™ y lineales generan particiones en el espacio

de matrices cuadradas, y por ende generan clases de equivalencia.

ii) Las conjugaciones topologicas respetan el parametro ¢ y por tanto la

orientacion de las oOrbitas.

iii) Si fijamos un X, e€R", entonces la conjugacién 4:R" - R" satisface la

siguiente propiedad:
h[cDA (Xo):l =0, (h(Xo)) :

En efecto, sea Y eh[®,(X,)], entonces existe un Xe®,(X,) tal que
Y=h(X). Como Xe®,(X,), tenemos que existe un f,€R tal que

X =¢,(t,,X,). Luego
Y =h(X)=h(9,(1.X,)) =05 (1. h(X,))
es decir ¥ € @, (h(X,)), entonces k[ @, (X,)] =@, (k(X,)).
Por ofro lado, sea ¥ € @, (h(X,)), entonces existe 7, € R tal que:
Y =g, (1,,h(X,))
entonces i (V) =17 (@, (1, h(X, ))) = 0, (6, Xy ) = X e @,,(X,) , asi

Y =h(X)eh(®,(X,)), por tanto @, (h(X,))ch(D,(X,)).

SD, (h(Xo )) = h(q)A (X, ))
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De esta manera, queda demostrado que las conjugaciones llevan érbitas en 6rbitas,

como se muestra en la siguiente figura.

PROPOSICION 1.2.3.1
Sea 4,Be R™, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) 4=, B
b) A4,B e R"" son equivalentes, i.e. existe P e GL(R”) ,tal que PA=BP.

C) A EIin B

Por el Teorema de la Forma Canénica de Jordan, sabemos que toda matriz
AeR™ es equivalente a su forma canénica de Jordan J, € R™ . Luego cada

clase de equivalencia lineal admite como representante a la forma canénica de un

elemento de la clase; por lo tanto, el estudio del comportamiento de las 6rbitas de

un sistema auténomo lineal asociado a la matriz cuadrada AeR™, quedara

resumida al estudio del comportamiento de las 6rbitas de un sistema auténomo

lineal asociado a la matriz J, € R™.
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1.2.4 SISTEMAS AUTONOMOS LINEALES BIDIMENSIONALES

De acuerdo a la proposicion 1.2.3.1, para entender el comportamiento cualitativo

de las soluciones del sistema dindmico auténomo asociado a la matriz 4 € R>?,

basta estudiar las soluciones del sistema dindmico auténomo asociado a su Forma

Canénica de JordanJ , e R*?.

Sean 4 y A, los autovalores de la matriz 4, entonces se presentan las siguientes

posibilidades:
i) 4,4, eR,con 4 #4,
i) A=4=4

iti) 4 =a+ib A, =4 =a—ib.

1) Si las raices son reales y distintas, la forma candnica de Jordan es dada por:
)
Luego el flujo asociado a J,, en cualquier punto F, =(x,,,) € R?, esta dado por:
?, (t,}},)=(e’1‘_’x0,e‘2’y0), VieR.
Es de observar que @, (0,0)= {(0,0)} y que ademas (4, #0 y A, #0):

]O,+oo[x{0} si x,>0
J-o0,0[x{0} i X, <0’

0, ()]

{0}x]0, 400 si y,>0

(I)J,,((O:J’o))z{{()}x]_oo’o[ si y0<0.
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Sea

x=ex,
o teRx,#0,y,#%0
y=e"x,

por lo tanto

/4
con 4,0, 6 =x=x,

A/ Ay
con 4, #0.

Y=W

X o

En este caso, las Orbitas estarian contenidas en curvas del plano de los tipos:

y=Clx",0<a<l y=CK" l<a

y=Cl",a<0.
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Ya que el comportamiento geométrico de las drbitas depende de los signos de los

autovalores 4, y 4,, se tienen los siguientes casos:

a) Si 4 <4, <0, entonces

lim g, (1,F,)=(0,0),vP, e R*-{(0,0)}.

t->+00

Ademas

[(+00,40)  si x,>0,,>0

(—o0,+0) si x,<0,y,>0

l- t" —
,_l,’_nw%f'( J’O) 7(_00,_00) si x%y<0,y,<0

(+00,—0) si x,>0,,<0

Esto quiere decir que las trayectorias se aproximan del infinito hacia el origen

cuando #—> 4+ a excepcion de éste que permanece fijo. En este caso se

denomina al 0 € R* atractor , pozo o sumidero.

Graficamente las 6rbitas tendrian este comportamiento:

Y
7\
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b) Si 4 <4, =0, entonces @, (0,y,)={(0.5,)}. Sea x, %0, luego

P, (t"PO) = (emxoryo) » Y por tanto
lim g, (t.5)=(0.,).

' +00, J) si x,>0
Ademais limo, (t,B)= ( 0) o
t0 "4 (—0.¥,) si x,<0
Se entiende que las Orbitas estan contenidas en rectas horizontales que se acercan

al eje vertical asi como se muestra en la figura:

— <
> T <
> + <
e <
>— *- <
> ¢ <
S E_
¢) Si 4 <0< 4,, entonces
(0’+°°) si y,>0

li t,P)=
tiT:leA( 0) {(O,—OO) si y0<0

(+0,0) si x,>0
li t,P)= .
t—llnoo(DJ,, ( 0) {(_00’0) Si X, < 0

De este modo las Orbitas se asemejan a las curvas que se comportan

geométricamente como las hipérbolas de la siguiente manera:
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Y
N

d) Si 0=4 <4, entonces @, (x,,0)={(x,,0)} . Si », 0, entonces

@y, (OrPo) = (xo:eﬂztyo) )
por lo tanto

lim g, (t,B) = (x,,0)

(xp,40) si y,>0

o tR)= {(xo:—w) si- <0

Por lo tanto las 6rbitas estan contenidas en rectas verticales que se alejan del eje

horizontal de la siguiente manera:
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e) Si 0< 4 < 4,, entonces

(+00,40)  si x,>0,3,>0

—0,+00) si X, <0,y,>0

(
(

o0 74 (—oo,—-oo) si X, <0,y0 <0
(

|(+00,—0) si x,>0,3,<0

De esta forma, las trayectorias parten del origen y tienden al infinito, a excepcién

de éste que permanece fijo. En este caso se denomina al 0 € R* repulsor o fuente.

Graficamente las Orbitas tendrian este comportamiento:

N

2) Si las raices son reales e iguales, entonces la forma canénica de Jordan de la

matriz 4 € R? viene dada por:

7 A 0], J A1
= O =
10 2 410 2
Analicemos los siguiente casos:

A 0
a)Si J, ={O /J y A<0, entonces el flujo en el punto F, =(x0,y0) esta dado

por:
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?, (t’Po) = (eﬂxo:ehyo) =e"P,,
de este modo @, ((0,0)) = {(OO)} . Ademas
limg, (1,1,)=(0,0) y  limlp, (1.B)]=+eo.

El comportamiento geométrico de las orbitas que no pasan por (0,0)eR* se

asemeja al comportamiento de las rectas que parten del infinito y se aproximan al

origen, asi como se muestra en la figura.

A0
b)SiJ, = l:o /1] y A >0 entonces el flujo queda determinado como en el
anterior caso por:
¢, (t.B)=€"F,.

Pero sin embargo

limp, (t,B)|=+x y lim g, (1,R)=(0,0).

{—>+00
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Geométricamente el comportamiento se asemeja a:

A1
¢)SiJ, = [O J y A <0 entonces el flujo queda determinado por

@, () =e"(x,+1y,,,). Es de observar que @, ((0,0))={(0,0)}, ademds

D, ((xo,o)) _ {]0 +00[>< {0} si x,> 0} |

Jreo.0[x{0} si x, <0

En cuanto a las demas curvas, para y, # 0, las érbitas se encuentran en la curva

que tiene por funcién

1 y
= = —_— l —
x=x(y) x0y+ﬂy n(yo),

de esta ultima se tiene que:

tl—anw (DJ,, (t’PO) = (0’0) y zl—ilneol(oJA (t’PO)I =+
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El comportamiento geométrico se asemeja a la siguiente figura:

Y
N

d)Si J, = [0 /J y 4> 0, entonces el flujo es el mismo que en el caso anterior,

pero, en este caso se cumple que:

limg, (LB)=(00) ¥ lim|p, (t.B)|=+o.

Geométricamente se tiene el siguiente comportamiento:
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€) Si =0, entonces J, ={8 (1)] , de este se implica que @, (x,,0)={(x,,0)}.
Consideremos y, # 0, luego
@, (6.7) = (% + 13,

entonces

limg, (t,F)=

t—>+00

{(+oo,y0), si y,>0
(=0, 30), si ¥, <0

(—0.%,), si y,>0

li t,P)= .
1—l>n—;lo¢J,4( 0) {(+00,y0), Si y0<0

El comportamiento de las 6rbitas queda reflejada por el siguiente grafico:

> >

> >

> >
*—0—0o—0—0—0—o

—< <

< <

—< <

3) Si las raices son complejas conjugadas 4, =a+ib,4, =4 =a—ib,con a,beR.

Entonces la Forma Canoénica de Jordan de 4 viene dado por:

J_a—b
b al

y el flujo queda determinado por:

33



@, =(t,B)=e" (x,cos bt - y,senbt,x,senbt + y, cosbt).

Es de observar que si:

1) a=0, los auvalores con imaginarios puros, entonces la érbita @, (R) esuna

circunferencia de radio |P0[2 =(x,)" +(»,)’, orientada de acuerdo al signo de b.

En este caso se dice que el origen (0,0) €s un centro.

il) a<0, entonces las orbitas denotan espirales que tienden al origen cuando

{—>+o0.

iii) a > 0, entonces las Orbitas son espirales que emanan del origen.

a=0 a<0

a>0



1.3 SISTEMAS AUTONOMOS NO LINEALES

Un sistema autonomo no lineal es una ecuacion diferencial de la forma:
X'=f(X) )

Donde f:E—>R”" es el campo vectorial asociado al sistema (9) y E es un

subconjunto abierto de R”.

DEFINICION 1.3.1

Sea f e C(E),donde E es un subconjunto abierto de R”. Entonces X (¢) es una
soluciéon de la ecuacion diferencial (9) sobre el intervalo I, si X (t) es

diferenciable sobre I,y para todo te !, X(t)e E se cumple que

X ()= f(X(1));
ydadoun X, e E, X (t) es una solucion del problema de valor inicial

X'=71(X)
(10)
X(t,)=X,

sobre el intervalo I ,si tyel, X(t,)=X, y X(¢) es una solucién de la ecuacién

diferencial (9) sobre ¢l intervalo 7.
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TEOREMA 1.3.1

Sea E un subconjunto abierto de R" que contiene X,, feC'(E). Entonces

existe un namero real a>0 tal que el problema de valores iniciales (10), tiene

una tnica solucién X (¢) sobre el intervalo [—a,a] 3,

TEOREMA 1.3.2

Sea E un subconjunto abierto de R”, feC'(E). Entonces para todo punto
X,eR", existe un intervalo abierto maximo I(X,)cR sobre el cual el
problema de valor inicial (10) tiene una dnica solucién X (r);ie.; si el problema
de valor inicial (10) tiene una solucién Y(r) sobre un intervalo I, entonces

IcI(X,)y Y(t)=X(r) paratodo rel. A I(X,)cR se denomina intervalo

maximo de existencia®.

1.3.1 FLUJO ASOCIADO A UN SISTEMA AUTONOMO NO LINEAL
DEFINICION 1.3.1.1

Seé E un subconjunto abierto de R”, feC'(E).Para X, e E,si ¢(1,X,),esla
solucién del problema de valor inicial (10) definido sobre su intervalo méaximo de
existencia (X, ), entonces para todo fe I(X,), la funcién ¢, : E— E definido
por ¢,(X,)=¢(t,X,), es llamado el flujo de la ecuacion diferencial X'= f(X) o

el flujo definido por esta ecuacion diferencial; también se hace referencia como el

flujo del campo vectorial f .

* Differential Equations and Dinamical Systems; Lawrence, Perko; Springer Verlang; pag 73.
* Differential Equations and Dinamical Systems; Lawrence, Perko; Springer Verlang; pag 88.
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Si pensamos en X, como un punto fijo, entonces la funcién ¢, : 1 (XO)—) E,
definido por ¢.(¢)=¢(1,X,), define una curva solucion o trayectoria del sistema
X'= f(X). Es usual pensar que la funcion ¢. queda identificado con su grafica
en / (X 0)x E, y la trayectoria visualizada como un movimiento a lo largo de una
curva I' que pasa a través del punto X, en el subconjunto abierto £ del espacio
de fases R". Por otro lado, si pensdramos que el punto X, variara en un conjunto

K c E, entonces el fluyjo ¢, : K = E, podria ser visto como el movimiento de

todos los puntos en el conjunto K.

1(X,)

e

~

a) Una trayectoria I" del sistema . b) Elflujo ¢, del sistema

X'=£(X) X'=£(X).

DEFINICION 1.3.1.2

Un punto X, € R” se llama punto de equilibrio del sistema (9) si f(X,)=0.Un
punto de equilibrio X, se llama punto de equilibrio hiperbdlico del sistema

X’= f(X) si ninguno de los autovalores de la matriz Df(X,) tiene parte real
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igual a cero. El sistema X '=AX, con la matriz A=Df (X,) se llama

linealizacion del sistema (9) en el punto X, .

o

El ntimero de autovalores de A4 = 5/{;()? ) (incluyendo multiplicidades) que tiene

parte real negativa, se llama indice de estabilidad de f en X, y se denota por

. i( 2).
14 FUNDAMENTOS DE MERCADO

1.4.1 MERCADO:

Definimos mercado, como el "conjunto de compradores reales y potenciales de un
P
producto. Estos compradores comparten una necesidad o un deseo particular que

puede satisfacerse mediante una relacion de intercambio’™”.

1.4.2 EMPRESA:

Empresa es una "entidad que mediante la organizacion de elementos humanos,
materiales, técnicos y financieros proporciona bienes o servicios a cambio de un
precio que le permite la reposicion de los recursos empleados y la consecucion de

unos objetivos determinados"®

> Marketing, Décima Edicion, de Kotler, Armstrong, Cdmaray Cruz, Prentice Hall, Pdg. 10
¢ Practicas de la Gestion Empresarial, de Julio Garcia del Junco y Cristébal Casanueva Rocha,
Mc Graw Hill, Pag. 3.
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1.4.3 SERVICIOS:

Se definen los servicios "como actividades identificables e intangibles que son el
objeto principal de una transaccion ideada para brindar a los clientes satisfaccion

de deseos o necesidades"’

1.4.4 CLIENTE:

Se entiende por cliente como "el comprador potencial o real de los productos o

servicios"®

1.4.5 PUBLICIDAD:

La publicidad es "una comunicacién no personal, pagada por un patrocinador
claramente identificado, que promueve ideas, organizaciones o productos. Los
puntos de venta mds habituales para los anuncios son los medios de transmision
por television y radio y los impresos (diarios y revistas). Sin embargo, hay
muchos otros medios publicitarios, desde los espectaculares playeras impresas y,

en fechas mas recientes, el internet"’

7 «Fundamentos de Marketing», 13va. Edicion, de Stanton William, Etzel Michael y Walker Bruce,
Mec Graw Hill, 2004, Pdgs. 333y 334

8 «Marketingpower.com», de la American Marketing Association (A.M.A.)

® Fundamentos de Marketing, 13a Edicion, de Stanton William, Etzel Michael y Walker Bruce, Mc

Graw Hill, Pdg. 569
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CAPITULO I

TEOREMA DE HARTMAN - GROBMAN - MODELO DE PUBLICIDAD

2.1 TEOREMA DE HARTMAN - GROBMAN

El teorema muestra que cerca de un punto fijo hiperbdlico X, del sistema

dinamico auténomo no lineal

X' = £(X) ()
Tiene la misma estructura cualitativa como del sistema dinamico autonomo lineal
X' =4X )
of (X
Con A=Df (X,)= f(gXo) ,donde 4eR™.

PROPOSICION 2.1.1

Sea 4 e R™" una matriz con autovalores con parte real negativa. Entonces existe

un producto interno (+,+), en R” tal que la érbita @, (X) de cualquier punto
XeR" —{O} interseca en un Unico punto a cada una de las esferas de la familia

{SA (r)}r>0 donde

S, (r)= {xe R"; (x,x)A =r2}. 10

1 Topicos en Ecuaciones Diferenciales Ordinarias, Renato Benazic; Textos UNI, pag 118.

40



Esta proposicién, permite afirmar que para todo X e R” —{0}, existe un umico
ty, €R tal que ¢, (tX_,,X ) € S,(r). Y reciprocamente dado ¢ € R existe algin

niimero » € R mayor que cero tal que, ¢, (¢,.X)e S, (). Esto puede observarse

graficamente de la siguiente manera.

S, (r\l

Sea

4+ la norma definida por el producto interno (« ) .

Sea X € §,(1), entonces ¢, = 0 puesto que

e, (0.X)], =1x], =1.
Cdn esto, es posible afirmar que para todo X € S,(1) y para t,, >0, existe
r € R tal que ¢, (t X ) €8,(r).Dado que si A tiene todos los autovalores con
parte real negativa, por la proposicion 1.2.2.1 toda érbita ¢, (t,X ) converge a
cero para todo X € R", entonces r = |¢A (t,X )|A <1 para todo ¢,, >0, y todo

Xes, ().

S, (l) Py (O’X) =X

SA(r<Q
—

L\
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Luego

=l 1= s e, = s o, (0.3), <1

En tanto, si 4 es una matriz con autovalores A con parte real Re(4)>0.

Entonces la norma

“ = ”e “ también es estrictamente menor que la unidad,

segun la métrica existente por la proposicion anterior, ya que los autovalores de la

matriz (-4), tienen autovalores (-1) con parte real Re(-1)<0.

En lo posterior, para efectos de demostracion del teorema de Hartman — Grobman,

se considerara las normas aqui establecidas.

2.1.1 TEOREMA (Hartman - Grobman)

Sean E un subconjunto abierto de R” que contiene al origen, f € C'(E) y ¢, el

flujo del sistema dinamico auténomo no lineal
=/ (X)
o o af(0)
Si f(0)=0 y la matriz 4=Df(0)= 5 1o tiene autovalores con parte real

nula, entonces existe un homeomorfismo H :U — V ; donde U,V < R" tal que

para cada X € U, existe un intervalo abierto /, c R tal que:
Hogp (X,)=¢"H(X,), VX,eUy Vtel, 3)

DEMOSTRACION:

Sean X'= f(X) el sistema dindmico auténomo no lineal con feC'(E),
of (0
7(0)=0'y 4=7(0)= 2L

Por otro lado, supongamos que la matriz 4 € R™, puede escribirse de la forma:

42



P 0
A=
0 ¢
donde los autovalores de P tienen parte real negativa y los autovalores de Q
tiene parte real positiva.

Sea ¢, el flujo del sistema dindmico auténomo no lineal (1) y escribamos la

solucién, de la forma:

J’(t:)’o:Zo)]

X(t,Xo):¢t (Xo)z[z(t,yo’zo)

Donde:

y, € E® es el subespacio estable de 4 y z,€ E" es el subespacio inestable de
A.

Definiendo las funciones, de la forma:
Y (¥0.20) = (L yo,2%0) =€y,
Z(¥or20)=2(Ly.2,) — €%z, .
Donde ¥ y Z son funciones de la trayectoria con la condicién inicial X,
evaluadaen 7 =1.
Luego
Si X, =0, entonces se sigue que:
¥, =2, =0, y también se cumple que:
Y(0)=Z(0)=0 y DY(0)=DZ(0)=0 puesto que X, se encuentra en el punto
fijo 0.
Ya que feC'(E), las funciones Y (%.2,) v 7z (Y,,Z,) son continuamente

diferenciables en E .
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Se sabe que DY(0)=DZ(0)=0 en el origen y que Y y Z son continuamente
diferenciables en E, entonces podemos definir una region sobre el origen, de tal

2 2 , - ~
manera que: |y,| +|z,[ <s; paraalgun s, € R suficientemente pequefio.

En consecuencia, se tiene las normas de "DY ” y "DZ , respectivamente:

“Df(yo,zo )” <a

”DZ (%o, 2, )” <a

Para todo (y,,z,) que pertenezcan al conjunto compacto |, |2 +zo|" < 2.

La constante a< R puede tomarse tan pequefia como se quiera al escoger s,

suficientemente pequefio.

Sean Y=Y(¥.2) ¥ Z=Z(y,2,) funciones continuas, tal que si
2
vol" +|2o 252, entonces ¥=Z=0, mientras si [y,| +|z| < (520—) , entonces

Y=YyZ=2

Luego por el teorema del valor medio para derivadas ( Teorema de Lagrange ), se |

tiene que:

’ 2
”Y(yO’ZO')—Y(O’O)" = ”DY(yl’Z] )”"(yo,zo)_(o’ O) , donde Iyl Iz +|Zl |2 5(%—j

”Y(yo’zo)“S“\HJ’OIZ +|zo" <a(lyol+]z]) ¥

2
[2(30.7) =2 (0.0)] < |02 (3 2)|(0- ) = (0.0)] dondie [+ < (7)

”Z(yo’ZO)" < a\llyo|2 +IZO|2 < a(|y0[+|zo|), VX, =(¥p.2) R

—k)

Por otro lado, tenemos que: B=e” y C=¢2, donde Be R™ A C e RUCH y

se cumple que: b= ”B” <ly ¢= “C" ” <1, esto por la Proposicién 2.1.1.

Por otro parte, para:
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X=[y:le]R"
VA

definamos las transformaciones

o2

I(3,7)= {By+Y( y,z):l

Cz+Z(y,z)

Esto es:

Se cumplen que: L(X)=e"X y ¢,(X)=T(X), respectivamente:

En efecto:

-0 {ZH 5 S

L.

(l,y,z)}= _f(y,z)+e”y:|=[By+Y(y,z)

(l,y,Z) _Z(y,z)+eQz CZ+Z(y,Z)

¢1(X)=¢1(y,2)=[ }T(y,z):T(X)

Ahora probaremos que existe un homeomorfismo H :U -V ; con U,V c R"

conjuntos abiertos que contienen al origen, tal que se cumple que:

HyoT =LoH,.

Sea

Hy(X)= [(D(y ’Z)}.

v(y2)
Luego

HooT(X)=H{

By+Y(y,Z):l :{(D(By+Y(y,z),Cz+Z(y,z))}

Cz+Z(y.2)| |¥(By+Y(3.2).Cz+Z(.2))

LoHO(X)=L|:

(I)(y,z)] _ {B(I)(y,z)j].

lI’(y,z) C‘P(y,z)

Por lo tanto H, oT = Lo H es equivalente al par de ecuaciones

45



BO(y,z)=®(By+Y(y,2),.Cz+Z(y,z)) “)
C‘P(y,z)=‘P(By+Y(y,z),Cz+Z(y,z)) 3

Definamos la siguiente sucesion ¥, ( ¥, z) , para la ecuacioén (5) por:

{Y’O(y,z)=z

Y’k+1(y,z)=C‘1¥/k (By+Y(y,z),Cz+Z(y,z)), ©6)

Donde £=0,1,2,---,

Por otro lado ¥, (¥,2) es continua, y satisface ¥, (y,z) =z, para |y|+|z|>2s,.

En efecto:

&”l(y,z)=C‘IY’O(By+Y(y,Z),Cz+Z(y,z))
¥ (y.z) =C(Cz+2Z(y,2))
?,(y,z) =C"(Cz), puesto que Z(y,z) =0, cuando !yl2 + |z|2 > 5

¥ (y.2) =z
Por tanto

‘I’I(y,z)zz

‘En general

¥ (y.2)=C™"V,,(By+Y(y,2).Cz+ Z(.2))

¥ (3.2)=C"(Cz+2Z(y,2))

¥, (v,2)=C"(Cz), puesto que Z(y,z)=0, cuando |y|2 + |z|2 > s

Y. (y.2)=z

En consecuencia ¥, (y,z)=z, para |y|+|z|>2s,.
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A continuacion demostraremos por induccién, que se cumple:
"I’j (v.2)-¥ (y,z)’ <Mr’ (,y] +]z,)5 Vji=12,..., (7
Donde 7= c[2 ma( a,b,c)]‘s con 6(0,1) escogiendo s, suficientemente

2 1-6
pequefio tal que r <1 (es posible dadoque c<1 ),y M = fw—(—s‘)—)——.

En efecto, si el caso fuera para (y,z) e R” tal que |y|+|z|22s, se cumplird puesto
que Z(,z)=0; procedemos ahora para (y,z) e R” tales que |y|+|z|<2s,

Para j=1

¥, (3,2) 2 (3.2)| =|C7'¥, (By+ Y (1.2).C2 + Z(3.2)) - 7|

1, (3,2) - ¥, (3.2)| =|C (Cz+ Z(»,2)) — 2| puesto que: ¥, (y,2) =z

7, (3.2) - ¥, (r.2)|=[C7Cz+C 7 (2(3.2)) -]

17, (3.2) - ¥ (. 2)| = |2+ C7 (Z(.2)) - 7]

12, (3.2) =¥, (3.2)|]=|C"'Z(».2)| <|c7||2 (».2)

[, (5.2) =¥, (y.2) < ca([y] + 2]

ac(2s,)”

"P] (».2)-%,(», z)l < Mr(2s, )H (7] +|2|), puesto que: M = -

12, (3.2) =%, (9.2)| < Mr (5] +]2]) (W] +]2])
[#,(5.2) =¥, (5.2)| < M (] + =)
Por lo tanto: f‘]’l (».2)-%,(». z), <Mr (ly' + Izl)s .

Suponiendo que la hipdtesis de induccion se cumpla para j=1,2,---,k, esto es:

I'I’k (».2)-¥., (y,z), sMr(yl+ lz])a
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A continuacion demostraremos para j =k +1

En efecto:

Y (y,z)—‘l’k (y,z)‘ = |C“'Y’k (By+Y(y,z),Cz+Z(y,z))—
—C, (By+Y(3,2).Cz+ Z(,2))

b (y,Z) -¥, (y,z)ls lC“l (_’Ifk (By +Y(y,z),Cz + Z(y,z)) _

_(Y’k_l (By+Y(3.2).Cz+ Z()’:Z))))l

?,.(02)-¥, (y,z)’S“C‘]l”Y’k (By+Y(y,Z),CZ+Z(J’:Z))‘
¥ (By+Y(y,z),Cz+Z(y,z))|

Por la hipétesis de induccion se tiene que:

Ve (9,2) =¥, (3.2)|< eM [|By+ ¥ (3.2) +|Cz+ 2 (v.2)]]]

12, (322) =2, (3.2)|< bt [ By +]¥ (32| + [l +2 (0. 2|

Voo (3,2) - ¥, (32)| < cMr* [B]y] + a(ly]+]]) + c|z] + a(ly|+|2]) ]

ITM (r.2)-¥.(», z)l <cMr* [blyl +2a(|yl +|z|)+ c|z|]6

Yu(y.2)-7, (y,z)ls Mr"c[Z max(a,b,c)]‘S (lyl + ]zl)(s

]Y’M (y.2)-%, (y,z)lz Mrtr ([yl + [z[)(s, puesto que: 7 = c[2max(a, b,c)T

¥y (9,2)= ¥, (32)| < M (Y] +]e])”

b (y,z) +¥, (y,z)' < Myt (Iyl + lzl)(s .

Lo que muestra que:

Por lo tanto se cumple que: l&’/j (v.2)-¥, (y,z)l <M/ (|y]+ |z|)5 ,para j=1,2,---

De este ultimo se afirma que ¥, (y,z) es una sucesion de Cauchy de funciones

continuas que convergen uniformemente a la funcién continua ¥ ( y,z) , cuando
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k > o0 , por tanto, tomando limites en la ecuacion (6), ¥(y,z) es aproximada por

la sucesion ¥, (1,z).

La ecuacion (4) puede ser escrita de la siguiente forma:
B_ICI)(y,z)=CI)(B‘]y+Yl(y,z),C"]z+Z1 (y,z)) 8)

Donde la funcién Y; y Z son definidos por el inverso de T (existe, ya que la
constante a es suficientemente pequeiia, esto es, s, es suficientemente pequefia)

como sigue:

T (y.2)= [ﬁ’ljj 2 g?)] |

Entonces la ecuacion (8) puede ser resuelta para ®(y,z) de la misma manera que
para la ecuacioén (5) con ®@,(y,z)=y,donde b=|B| <1, B=e".

Asi, obtener la aplicacién continua H,:U — V', con U,V = R" que contienen el

origen, definida por:

Ho(y,z){@(y’z)} : )

w(y.z)

Sean L y T'las familias uni-paramétricas de las transformaciones L y T,

definidas por:
L(Xy)=e"X, y T'(X,)=0,(X,),con X,eU.

Definamos:

H={ L*H,T"ds.
Para comprobar (3)

! -5 §—
H=DOL H,T ’dsJT’
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LH= [ [/ L’L‘SHOTS“’ds} T

I'H = [Iol L'(s—t)HOT(s—t)dS:|Tr

Si s—t=u,entonces ds =du

si s — 0 entonces ¥ —>—t ysi s —>1 entonces u > 1—¢

Luego:
I'H= [ [ HOT"du] T
-t 0 1-1
[ [ L"‘HOT“du}T’ = [ I_tL‘“HOT"du]T’ +[ jo L"‘HOT"du}T’
0 1-t
I'H= [ [ L"‘HOT"du]T‘ + [ [, L‘“HOT"du}T’ (10)
Ahora

[ [z HOT"du] T = [ ¥ L-“L-IHOTT"du] T, puesto que H, =L H,T

[ f’ L‘“HOT”du]T’ = [ j" L‘(“”)HOT(“”)du} T

si u+1=v, entonces du =dv

si # — 0 entonces v —>1 y si u —> —t entonces v—1—¢, en tanto

[ o B,rdu | - [ [ L'("“)HOT(””)du}T’ - [ [ L‘”HOTVdv]T'
1] 1
[ Ha | - [ rem | (11)

Ahora feemplazando (11) en (10), se tiene que:

t L u t = u t
LH:U L"H,T du}T +U L“H,T du]T
—t 0
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¢ [ —u u ¢ =, u y
LH=|[ L*H,T du}T +U L'H,T du]T
1-t ) 0

I'H = Ul [“H T'du |T' = [j’ I°H Tsds}T’
- 0 0 - 0 0

LH=HT"
Por tanto
HT'=LH o equivalentemente Hog, (X,)=e¢"H(X,).
Esto completa la demostracion del teorema de Hartman - Grobman. gy

En consecuencia existe un homeomorfismo H :U -V con U,V < R" conjuntos
abiertos que contienen al origen que transforma las trayectorias del sistema
dindmico autéonomo no lineal (1) en las del sistema linealizado preservando la
parametrizacion, o sea el sentido en el que se recorren.

Como se puede observar en la siguiente grafica, cuando el retrato de fases se

“encuentra en el plano:

y

X'=f(X) X'=Ax

Por lo tanto, es posible deformar las trayectorias del sistema dindmico auténomo
no lineal, en las trayectorias del sistema dindmico lineal asociado a esta sin alterar

su sentido, mediante el homeomorfismo H .
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2.2 MODELO DE PUBLICIDAD

Sea M un conjunto de personas que necesitan de un servicio S, con un mimero

de personas limitado.

Sea E una empresa que brinda el servicio S, y ésta emplea cierta cantidad de
ingresos en la publicidad, con la finalidad de conseguir nuevos usuarios que

utilicen de su servicio.

Este conjunto de personas se divide en dos grupos “CP”y “U ”, respectivamente.
El primero “CP”, es el grupo de compradores potenciales que fluyen en el
mercado en un instante “t”, es decir, el conjunto de personas que podrian
convertirse en usuarios del servicio que presta la empresa E, y el segundo “U”

es el grupo de usuarios del servicio que presta dicha empresa en ese instante.

Sean x e y, el nimero de personas que integran estos grupos respectivamente.

Luego, supongamos que el nimero de compradores potenciales que compraran y

ademas se haran clientes en algin intervalo corto de tiempo ( NuevosUsuarios ),

es proporcional al niimero actual de compradores potenciales y al numero de

usuarios. Esto es:

NuevosUsuarios = a(t)x y

Donde la constante de proporcionalidad a(r) se le lama “tasa de contacto™.

Ademds, se asume que dicha tasa de contacto se puede incrementar por un
aumento en la inversion en los gastos de publicidad y que ademas esta tasa de

publicidad es proporcional al niimero de usuarios, esto es:
a(t)=ay
Con lo que se tendria que:
Nuevos Usuarios = a x y*

Al parametro « , le llamaremos “esfuerzo en la publicidad”.
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Por otro lado, se supone ademds que los usuarios actuales cambian a una marca

rival  (Usuarios Convertidos a Potenciales) en una proporcion de S,

convirtiéndose asi en compradores potenciales, esto es:

Usuarios Convertidos a Potenciales = f y

La subida de ventas de articulos semejantes de otras marcas, empresas afines y la

publicidad que se emplea por la empresa E, influye sobre el valor del parametro

B.

Como los individuos pueden volver a la marca original entonces permanecen en el

grupo de lo$ compradores potenciales.

Se supone que un flujo continuo de compradores potenciales entran en el mercado
desde alguna fuente, ya sea por un aumento de los ingresos, o cambios
demograficos. De este modo, los individuos fluyen dentro del mercado

(Flujode Input ) con una tasa constante de input % .
Flujode Input = k
Por lo que la variacion del nimero de clientes potenciales “ x ” estard dado por:

x' = Flujo de Input — Nuevos Usuarios + Usuarios Convertidos a Potenciales

x'=k-axy*+pBy

axy’ — \
- A,

\ X y
/hu/—
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Ademas existe un parametro “¢” que describe el porcentaje de los usuarios que

dejan de ser para siempre usuarios ( NoUsuarios) ya sea por muerte o
inmigracion.
Por lo tanto:

NoUsuarios =€y

Por lo tanto en lo que respecta a la variacion del numero de usuarios “y ™, se

tiene que:

y'" = Nuevos Usuarios —Usuarios Convertidos a Potenciales— No Ususarios

y'=axy'—(f+¢e)y

axy

£y
x y J .
ﬁ)u/'

-

Por tanto el modelo de publicidad a estudiar, para ver la relacion entre el esfuerzo

en la publicidad, el nimero de usuarios y el parametro S , estara dado por:

{x'zk—axy2+,3y W

Yy =axy’—(B+e)y

El sistema (1) representa un sistema dinamico autéonomo no lineal, al cual se le
conoce como el modelo de publicidad por contacto de Feitchinger, el cual fue

presentado en el afio 1992.
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Para el estudio de este sistema utilizaremos la semejanza del comportamiento de
su mapa de fase con el mapa de fases de su sistema linealizado, garantizado por el

teorema de Hartman - Grobman.

2.3 ESTABILIDAD E INESTABILIDAD DEL MODELO MATEMATICO
DE PUBLICIDAD

El modelo matematico o sistema a analizar es:

{x’=k—a’xy2+ﬂy M

y'=axy'-(p+¢)y

Primero calculemos los puntos de equilibrio del sistema (1), para luego ver la
estabilidad o inestabilidad del sistema en dichos puntos, y el comportamiento de

sus trayectorias.

Para ello debemos considerar el campo vectorial f asociado al sistema dindmico

autéonomo (1), de la forma:

f:WcR* 5 R?
(x.y)e f(x3)=(£ (=) £, (%)) =(k-ax’ + By.ax)* - By - £y)

El punto (Sc_;) e R? , ser4 un punto de equilibrio del sistema (1) si se cumple que:
f(%¥)=(0.0)
entonces:

_——2 —_—
k— +py=0 - + -
el S o) .
axy —pfy—-ey=0 ak &

El punto de equilibrio estara dado por:
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(;’;)z((_giﬁlf,kj

ak £

of (X
Calculemos la matriz jacobiana Df = —fé(;(—l asociada al sistema (1).

% %
_¥(X) [ | _[-ay —ay+p ]
Coax I | [ay 2axy-f-¢

Df

Luego, el sistema dinamico autébnomo lineal asociado al sistema (1), estara dado

por:

X'=4X ,donde A= D, y}_((s_m)_g 5) :
’ ak '

Entonces:

- ——(,B+28)
A= ¢ )
2
0;’; p+e

Es decir, el sistema dindmico auténomo lineal asociado al sistema (1) es:

2
u'=—al‘; u—(B+2¢)v
£
2
v = alz u+(B+e)v
€

Para analizar este sistema, en primer lugar calculemos los autovalores de la matriz

A del sistema lineal.

Denotando con p a la traza de la matriz 4, es decir:
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p=(p+e)-2c

82
y con ¢ ala determinante de lamatriz A4, es decir:

ak’
q=—
P

Entonces se tendria la ecuacion caracteristica para la matriz A, dada por:
2
r'=pr+q=0.

Donde los autovalores se obtienen de acuerdo con la férmula de las raices de la

ecuacion anterior:

r=piyp’—4q 03]

Asumamos que los autovalores r, no tienen parte real nula, es decir el punto

—-— £+ f)e
(x, y) =((—£—,§], es un punto de equilibrio hiperbélico para el sistema

dinamico auténomo no lineal (1).

Luego, el teorema de Hartman - Grobman, nos garantiza que el comportamiento
de las trayectorias del sistema auténomo no lineal alrededor del punto de
equilibrio, es el mismo comportamiento de las trayectorias del sistema lineal
asociado, alrededor del origen. Con esto el teorema de Hartman - Grobman nos
brinda informacion sobre la estabilidad del punto de equilibrio, y también permite
conocer cualitativamente el comportamiento de las trayectorias en un entorno del

mismo.

En el estudio de los autovalores de la matriz 4, se tienen los siguientes casos:
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2

k <0.
£

1. Para g <0, se tiene que

En este caso el radicando de la ecuacion (2) siempre es positivo por lo que los

autovalores son reales. Como ¢ es el producto de los dos autovalores, ambos han

de ser de signos opuestos.

El origen es un punto de silla.

. . ak’ .
Pero esto no es posible, dado que la determinante ¢ =—— <0, no cumplira esta
€

condicion, puesto que €,a,k >0.

2
2. Para ¢ >0, se tiene que 2 0.
€

Se presentan los siguientes subcasos:

. El radicando de la

ak’ Jz . 4ak2

2.1. Si p*>4q, esto es ((ﬂ+8)—
£

82
ecuacion (2) es positivo, por lo que los autovalores son reales y del mismo

signo pues el determinante, g es positivo.

Entonces se tendria lo siguiente:

ak?

2.1.1. Para p>0; esto es ((,B+g)—— ;
£

> O]. Los autovalores
son positivos.

El origen es un nodo inestable.

Ademas, si:

&

232 2
2 ak]>4ak
g

PR
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implica que:

2_g 2k8\/—_
p>< >

€ 6‘

luego:

]ak2 —&* 2kelas {
L+

€ +
_I gz 82

2
< 0. Los autovalores son

2.1.2. Para p<0; esto es (ﬂ+g)—

negativos.
El origen es un nodo estable.

Ademas:

ak?

&

(/}+£)——<0 A [(ﬂ+g)— kzj >4
ak’-¢g _2kg\/o_x&—'

= f< e -
ak’—& 2keas [
Be |, 2 2
£ £ L
. ak? )
2.2. Si p’<4gq, esto es (,B+£)——— <4-—. El radicando de la
£

ecuacion (2) es negativo, por lo que los autovalores son complejos

conjugados.

Se presentas los siguientes subcasos:
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2
2.2.1. Para p>0, esto es (,B+g)—g—]-§—>0. En este caso la parte
£

real de los autovalores es positiva. El origen es un punto espiral

inestable.

Ademas, si se tiene que:

2 2\? 2
(ﬁ+g)—“’§ >0 A ((mg -f‘f—j PyLLe
€ £ £
entonces se cumple que:
2 3 2_ .3
B> ozkg2 £ AB < oakg2 £ ., 2k(<,;2/ag

luego:

k2__ 3 k2__ 3 2k
ﬂe‘_lJa 828 ’a828+ 88\2/—a_6_'[

2
2.2.2. Para p=0, esto es (ﬂ+8)——qk2—=0. La parte real de los
£

autovalores es nula. El origen es un punto centro. Pero este caso

también no ocurrird, ya que estamos asumiendo que, el punto de

equilibrio (¥,¥) = ((—E-%EEJ es hiperbélico.
[24 &

2
ak <0. La parte real de los

2.2.3. Para p<0, esto es (f+¢&)——
&

autovalores es negativa. El origen es un punto espiral estable.

Ademads:

ak’
£

(ﬂ+g)-“g—’§2<o A ((ﬂ+s)—9§) <4
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ak*-¢&* ak’®-&> 2keNace
= ﬁ <—-—T—— /\ﬂ > 3 -

£ £ g’

—fe }akg—g 2k£\2/£ } ak22—83{

& £

2
2.3.Si p’ =4q,estoes ((ﬂ+8)——qk—J =4ak .
£

La ecuacion caracteristica de 4 tendra un autovalor de multiplicidad dos

del signode p.

Se presentas los siguientes subcasos:

2

2.3.1. Para p>0, esto es (,B+s)—al§ > 0. Los dos autovalores
g

son iguales y positivos.

El origen es un nodo propio inestable. Si hay dos autovectores
linealmente independientes asociados al autovalor de multiplicidad
dos, entonces el origen es un punto manantial o fuente (nodo

propio inestable).

Ademas, si:

[(ﬁ+8)_ kzjz N

&

(

implica que:

ak’-g 2keNace
p=—m—+t

£ g2
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ak?

2.3.2. Para p<0, esto es ( ,B+e)— <0 . Los dos autovalores

82

son negativos e iguales, por lo tanto el origen es un nodo propio
estable. Si hay dos autovectores linealmente independientes
asociados al autovalor de multiplicidad dos, entonces el origen es

un punto sumidero (nodo propio estable).

Ademas:

(ﬂ+s)—%’§—2—<0 A ((ﬂ+£)— 5

luego:

ak®-&° 2keae
B= 7 2

& €

2

3. Para ¢ =0, se tiene que =0. Esto significa que el rango de la matriz 4, es

la unidad.

Por tanto, los elementos de la segunda fila son multiplos de la primera, esto es:

ak?
g B+e
k" (f+2s)
82

Pero esto no es posible, ya que £#0. Por lo tanto no se considera este caso,

2

. ak . . L .
ademas —— = 0 por consideraciones del modelo dindmico en estudio.
€

Asi, el intervalo que resume la estabilidad e inestabilidad, segun los valores del

parametro [, del sistema dindmico no lineal que representa el modelo de

publicidad estudiado, es el siguiente:
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Nodo Estable Punto Espiral Estable Punto Espiral Inestable Nodo Inestable

<€ >
« e —e— >
ak’ —g°  2kela ak’® —& 2keas
PEE l ak? -¢& 4 g2 * g’
Nodo Propio &’ Nodo Propio
Estable Inestable
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CAPITULO I

ANALISIS DE LA ESTABILIDAD E INESTABILIDAD APLICADO AL
MODELO MATEMATICO DE PUBLICIDAD DE UNA EMPRESA

Consideremos el siguiente sistema dindmico no lineal, dada por:
x'=k-axy*+ By
y'=axy' —(B+e)y

que representa el modelo de publicidad por contacto.

La relacion que existe entre “x” ¢ “y” en un punto del sistema, expresa un

estado favorable o desfavorable para la empresa. Asi por ejemplo si tuviéramos

que “x” fuera la tercera parte de “y ”, entenderiamos que el numero de usuarios

de la empresa excede en gran mayoria a la de los compradores potenciales, esto
implicaria un buen ingreso para la empresa, esto da a lugar a un caso favorable;
pero si consideramos que dentro de cierto tiempo no se podria llegar a satisfacer a
todos estos usuarios entonces €stos optarian por usar el servicio de otra empresa y
ademas por ser un modelo de publicidad por contacto da lugar a la influencia de

otros usuarios, y por tanto ocurriria un caso desfavorable.

Si (x, y) € R%es el punto de equilibrio del sistema en estudio, entonces, si el punto

de equilibrio representa eventos favorables o desfavorables para una empresa, la
estabilidad expresaria una certeza sobre la ocurrencia de estos casos; en cambio la
inestabilidad en el punto de equilibrio representa una incertidumbre de estos

eventos, como se observard posteriormente.
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Por otro lado, consideremos los siguientes datos estimados de una empresa en un

determinado tiempo:

- Flujo de nuevos clientes potenciales £ =0.19, esto significa que un 19%
de la cantidad de personas que usan el mismo tipo de servicio que brinda
la empresa, entran al mercado para decidirse, usar el producto de la
empresa o de otra.

- Latasa de los NoUsuarios de la empresa £ =0.09, esto es, que el 9% de
la cantidad de los usuarios del servicio que ofrece la empresa, dejan de
serlo, ya sea por muerte, migracion o cualquier otro factor que les impida

ser usuarios nuevamente.

Luego, la empresa decide invertir el 13% de sus ingresos, en publicidad para el

servicio brindado (“esfuerzo en la publicidad: a =0.13).

Ademas se tiene en cuenta que el 30% del total de consumidores de dicho
servicio, son usuarios del servicio que ofrece dicha empresa, y el resto son

comparadores potenciales que fluctiian en el mercado.

Asi, el intervalo que nos resume la estabilidad e inestabilidad del sistema que

representa el modelo de publicidad estudiado, segun los valores del pardmetro S

es el siguiente:

Nodo Estable Punto Espiral Estable Punto Espiral Inestable Nodo Inestable

€ >
0.03267955 0.489382716 0.946085878
® g
Nodo Propio Nodo Propio
Estable Inestable

Luego, si hiciéramos un estudio sobre el porcentaje de los usuarios, que se

decidieran por usar el servicio de otra empresa, obtendriamos un valor entre cero
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y uno; entonces podriamos observar segin este valor la estabilidad o inestabilidad
del sistema que expresa el modelo, o lo que es equivalente a expresar la
ocurrencia 0 no de ciertos eventos en la empresa; asi como veremos a
continuacion, Para esto utilizaremos el software wxMaxima 0.8.6 y observaremos

el mapa de fases que expresa segtin los diferentes valores del parametro £, dentro

de los intervalos estudiados para éste.

Para los valores de 8 €(0,0.03267955).
Si f=0.001, se tiene el siguiente sistema dindmico auténomo no lineal:

x'=0.19-0.13x3”> +0.001y

1
y'=0.13x> ~(0.001+0.09) @

Para estudiar el comportamiento de este sistema; consideremos el sistema lineal

asociada.

La matriz A asociada al sistema no lineal (1), esta dada por:

ak’
P ~(B+22)| 10579 0181
| ak? 10579 0.091
- p+e

Hallando los autovalores de dicha matriz A4 :

Pg(ﬂ)=|3—ﬂ’=’|—0579—ﬂ -0.181|=

0.579  0.091-1
(~0.579~2)(0.091- 1) —(0.579)(-0.181) =0
A% +0.48841+0.0521=0

Entonces 4, =-0.1577 y A, =-0.3307, ésto implica que:

> (4)={-0.1577,-0.3307}
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" Luego como los dos autovalores son reales y negativos las érbitas o trayectorias
estan de entrada al origen de coordenadas a medida que el tiempo transcurra, tal

como muestra el mapa de fases del sistema (1) en la Gréfica 1.

v N\
{1, RN, WA W

NN\
NN
NN\
NONN

Grafica 1

» Para los valores de S €(0.946, 1)

Si f=0.97 se tiene el siguiente sistema dindmico auténomo no lineal:
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x'=0.19-0.13x° +0.97y

2
y'=0.13xp* -(0.97+0.09) y @

De manera analoga que en la anterior, se sigue el mismo procedimiento.

La matriz A asociada al sistema no lineal ((2), esta dada por:

ak?
P ~(B+29)| o579 -L15
| oar? 10579 1.06
?— ﬂ+€

Hallando Ios autovalores de la matriz 4 :

Pg(ﬂ)=‘2—lll=|_0‘579—l ~1.15|=

0.579  1.06—4
(~0.579 - 2)(1.06— 1) —(0.579)(~1.15) = 0
2*—0.4814+0.052=0

Entonces los autovalores de la matriz son 4, =0.3152 y 4, =0.1655, por lo tanto:
> (4)={-0.3152,-0.1655}

Luego como los dos autovalores son reales y positivos las orbitas o trayectorias
estan de salida del origen de coordenadas a medida que el tiempo avance, tal

como muestra el mapa de fases del sistema (2) en la Grafica 2.
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> Para los valores de 8 «(0.0326,0.489)
Si #=0.3se tiene el siguiente sistema dindmico auténomo no lineal:

x'=0.19-0.13xy* +0.3y
y'=0.13xy* —(0.3+0.09)y
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Entonces la matriz 4, esta dada por:

ak?
P ~(B+22)| o579 -048
| ak? "1 0579 039
—gT ﬁ+€

Hallando los autovalores de la matriz A :

0.579  039-1
(-0.579—-2)(0.39-1)—(0.579)(-0.48) =0
A2 +0.18941+0.0521=0

P.(2)= '2_M| _ ’—0.579—,1 -0.48 l

Por lo tanto, los autovalores de la matriz 4 son A =-0.0947+0.2078i y

A, =—0.0947 -0.2078i = 4,, ésto implica que:

> (4)={-0.0947+0.2078i,~ 0.0947 —0.20784}

Luego como los dos autovalores son imaginarios con parte real negativa, las

orbitas o trayectorias estan de entrada al origen de coordenadas a medida que el

tiempo transcurra, tal como muestra el mapa de fases del sistema (3) en la Grafica

3.
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» Para los valores de 8 (0.4893,0.9461)

Si #=0.7 se tiene el siguiente sistema dindmico auténomo no lineal:

x'=0.19-0.13x" +0.7y

.
y'=0.13x7 - (0.7+0.09)y @
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La matriz 4 asociada al sistema no lineal (4), esta dada por:

ok’
P ~(B+22)| o579 —0s8
| ak? 10579 079
—'8'2—- ﬂ+€

Hallando los autovalores de dicha matriz A4 :

P,(4)=|4-a1|= '"0'579—/1 —0.88 l

0.579  0.79-2
(-0.579-1)(0.79-2)—(0.579)(—0.88) =0
A?-0.211.4+0.052=0

Por lo tanto los autovalores de la matriz 4 son 4 =0.1053+0.2026i y

2, =0.1053-0.2026i = 4, , por lo tanto:

2.(4)

{O. 1053 +0.20264, 0.1053 - 0.2026 i}

Luego como los dos autovalores son imaginarios con parte real positiva, las

orbitas o trayectorias estan de salida del origen de coordenadas a medida que el

tiempo trascurra, tal como muestra el mapa de fases del sistema (4), en la Grafica

4.
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Si £ =0.0326795 se tiene el siguiente sistema dinamico auténomo no lineal:

x'=0.19-0.13xy* +0.0326795 y )
y"=0.13xy* —(0.0326795+0.09) y
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Entonces La matriz 4, esta dada por:

ak’

PR ~(B+22)| ros579 —02126
| ak? g4 10579 01226
&
2
£

Hallando los autovalores de la matriz A4 :

0.579  0.1226-4
(-0.579 - 4)(0.1226 — 1) - (0.579)(—0.2126) = 0

i ~0.579-4 02126
Pg(ﬂ)=\A—M|=’ ’
A +0.45674+0.05214 =0

Por lo tanto los autovalores de la matriz A son los siguientes A =-0228y

A, =-0.228, ésto implica que:
> (4)={-0.228,-0.228}

Luego como los dos autovalores son iguales y negativos, las érbitas o trayectorias
estan de entrada al origen de coordenadas a medida que tiempo avance, tal como

muestra el mapa de fases del sistema (5), en la Grafica 5.
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Si £ =0.9460859 se tiene el siguiente sistema dinamico auténomo no lineal:

x'=0.19-0.13x)" +0.9460859 y

6
»'=0.13x” —(0.9460859 + 0.09) y ©
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La matriz A asociada al sistema no lineal (6), est4 dada por:

ak?
PR ~(B+22)| r o579 1126
| ak? 1 0579 1.036
—8-2—- ,8+8

Hallando los autovalores de la matriz A

Pg(ﬂ)=|2—lll=l_0'579"l —1.126’

0.579  1.036-24
(~0.579— 2)(1.036 — 1) - (0.579)(~1.126) = 0

A2 +-0.45671+0.052144 =0

Por lo tanto los autovalores de la matriz 4 son los siguientes 4, =0.228 y

A, =0.228, por lo tanto:
> (4)={0.228, 0.228}

Luego como los dos autovalores son iguales y positivos, las drbitas o trayectorias
estan de salida del origen de coordenadas a medida que el tiempo transcurra, tal

como muestra el mapa de fases del sistema (6), en la Grafica 6.
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Segln estas graficas para los diferentes valores del parametro 3, se puede deducir

lo siguiente:

En los casos de estabilidad, dentro del estudio del sistema lineal asociado, se
observa que todo estado de cada punto tiende al origen a medida que el tiempo
transcurre, luego como ¢l comportamiento cualitativo del sistema no lineal es el
mismo, entonces, el estado para cada punto del sistema no lineal tiende al punto
de equilibrio a medida que el tiempo transcurre; dado que los estados de cada

punto expresan cierto caso favorable o desfavorable para la empresa, entonces es
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posible afirmar que en el futuro el caso favorable o desfavorable que determina el
estado del punto de equilibrio ocurrira con certeza. Mientras que en los casos de
inestabilidad, el estado para cada punto se aleja del origen de coordenadas a
medida que el tiempo transcurra, por lo tanto no se puede afirmar con certeza la
ocurrencia de los eventos favorables o desfavorables que determina el estado del

punto de equilibrio.

Por otro lado, se observa que para ciertos valores de alfa, se obtienen distintos
comportamientos sobre estabilidad ¢ inestabilidad bajo los valores que tome “ 87,
ahora, si consiguiéramos aumentar el valor de alfa, obtendriamos aun mas
oportunidad de encontrar comportamientos de estabilidad, asi por ejemplo si
a =0.18 obtendriamos el siguiente intervalo que resume la estabilidad e

inestabilidad del sistema, segln los valores del parametro S :

Nodo Estable _Punto Espiral Estable Punto Espiral Inestable Nodo Inestable |

€ ->
4 i#
0.17482107 0.71222222 1.249623376
®
Nodo Propio Nodo Propio
Estable Inestable

Luego es de observar que para valores de beta entre cero y uno, el sistema expresa
mayores comportamientos de estabilidad en el sistema, es decir se tendria
mayores posibilidades de obtener predicciones sobre la ocurrencia de ciertos en

eventos favorables o desfavorables en la empresa.

Mientras que si reducimos el valor del parametro « a 0.08, obtendria el siguiente

intervalo que resume la estabilidad e inestabilidad del sistema, segin los valores
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del parametro £, en donde disminuye la posibilidad de predecir eventos

favorables.

Nodo Estable Punto Espiral Estable Punto Egpiral Inestable Nodo Inestable

>

v

( o~
< ‘,5 l
.26

—-0.09172423

Nodo Propio Nodo Propio
Estable } Inestable

654321 0.624810646

Por lo tanto, en el sistema considerado es posible ajustar los valores del
parametro alfa, para obtener mayores comportamientos de estabilidad, y asi poder
predecir la ocurrencia de eventos ya sean favorables o desfavorables; el cual

ayuda para tomar decisiones posteriormente.
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CONCLUSIONES

1) Es posible deformar de manera continua las Orbitas de un sistema

2)

3)

4)

3)

autéonomo lineal alrededor de un punto de equilibrio hiperbdlico, en las
orbitas de un sistema auténomo lineal asociado a éste; ademas este
resultado permite conocer el comportamiento cualitativo del sistema

dinamico asociado al modelo de publicidad por contacto en una empresa.

Si se considera un sistema dinémico autonomo no lineal, en donde la
matriz Jacobiana del campo vectorial asociado al sistema no lineal
aplicada en el punto de equilibrio es hiperbdlica, entonces es posible
demostrar la existencia de un homeomorfismo que conjuga
topologicamente todas las orbitas del sistema autonomo no lineal,
alrededor de un punto de equilibrio hiperbélico en las drbitas del sistema

autonomo lineal asociado.

Como resultado del teorema de Hartman - Grobman es posible comprender
el comportamiento cualitativo de las orbitas del sistema auténomo no
lineal asociado al modelo de publicidad por contacto, y con esto poder
predecir la ocurrencia de eventos favorables o desfavorables en una

empresa a lo largo del tiempo.

En el sistema dindmico auténomo no lineal que representa un modelo de
publicidad en una empresa, esto es el modelo de publicidad de Feitchinger,
es posible ajustar los valores del esfuerzo de publicidad que considera la
empresa para obtener mas comportamientos de estabilidad en el sistema,
es decir predecir la ocurrencia de ciertos eventos favorables o

desfavorables para la empresa.

El software wxMaxima 0.8.6, permite visualizar el mapa de fases de un
sistema dindmico, los diferentes estados que toma un punto asi como

también su tendencia a lo largo del tiempo.
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SUGERENCIAS

1) El modelo de publicidad por contacto de Feitchinger solo representa el
comportamiento del numero de usuarios bajo el nimero de compradores
potenciales, podria agregarse en este modelo la variacion de las utilidades
que obtendria en la empresa bajo la variacion de estos parametros y

variables consideradas.

2) Garantizar el Teorema de Hartman — Grobman en el estudio de los

sistemas dinamicos discretos.

3) Aplicar el Teorema de Hartman - Grobman en otras areas, asi por ejemplo

a la Economia, Biologia, Electronica, Telecomunicaciones, Medicina, etc.
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1)

2)

3)

4)
S)

6)
7

8)

9)
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ANEXO

1) SOFWARE WXMAXIMA, VERSION 0.8.6.

El sistema de algebra computacional Maxima es un motor de calculo simbdlico
escrito en lenguaje Lisp publicado bajo licencia GNU GPL.

Cuenta con un amplio conjunto de funciones para hacer manipulacion
simbdlica de polinomios, matrices, funciones racionales, integracion,
derivacion, manejo de graficos en 2D y 3D, manejo de niimeros de coma
flotante muy grandes, expansion en series de potencias y de Fourier, entre otras
funcionalidades. Ademas tiene un depurador a nivel de fuente para el coédigo de
Maxima.

Maxima esta basado en el sistema original de Macsyma desarrollado por MIT
en los afios 70. Es bastante fiable, tiene un buen recolector de basura, por lo
que no desperdicia memoria. Viene con cientos de auto pruebas (test-suite).
Maxima funciona en modo consola, sin embargo incluye las intefaces graficas

xMaxima y wxMaxima para facilitar su uso.

2) SOBRE LOS GRAFICOS.

Gréfica 1:

plotdf([-((a*k*k)/(e*e))*x-
(b+2*e)*y,((a*k*k)/(e*e))*x+(b+e)*y],[parameters,"k=0.19,a=0.13,b=0.001,e=
0.09"],
[xfun,"((sqrt(7426)-335)/181)*x;-((sqrt(7426)+335)/181)*x"],[trajectory_at,-
1,3}, [y,-10,10], [x,-10,10]);

Grafica 2:

plotdf([-((a*k*k)/(e*e))*x-
(b+2*e)*y,((a*k*k)/(e*e))*x+(b+e)*y],[parameters,"k=0.19,a=0.13,b=0.97,e=0
.09"],
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[xfun,"((sqrt(22921)-1639)/2300)*x;-
((sqrt(22921)+1639)/2300)*x"],[trajectory _at,-1,3], [y,-10,10], [x,-10,10]);

Griéfica 3:

plotdf([-((a*k*k)/(e*e))*x-
(b+2*e)*y,((a*k*k)/(e*e))*x+(b+e)*y],[parameters,"k=0.19,a=0.13,b=0.3,e=0.
09"],

[trajectory at,-1,3], [y,-10,10], [x,-10,10]);

Gréfica 4:

plotdf([-((a*k*k)/(e*e))*x-
(b+2*e)*y,((a*k*k)/(e*e))*x+(b+e)*y],[parameters,"k=0.19,a=0.13,b=0.7,e=0.
09"],

[trajectory at,-1,3], [y,-10,10], [x,-10,10]);

Grafica 5:
plotdf([-0.2283*x,-0.2283*y],[trajectory_at,-1,3], [y,-10,10], [x,-10,10]);

- QGrafica 6:
plotdf([0.2283*x,0.2283*y],[trajectory_at,-1,3], [y,-10,10], [x,-10,10]);
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