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RESUMEN

En esta Tesis se analiz6, formuld, disefio y simulé un sistema de Control No Lineal
multivariable usando técnicas de Logica Difusa, Desigualdades Matriciales Lineales y
Control H,,, estas técnicas fueron probadas en un sistema de control de posicién articular
y posicion cartesiana de un robot plano de dos grados de libertad. El objetivo es controlar
todas las articulaciones simultaneamente por motores DC de iman permanente.

Se formul6 y analiz6 la geometria del Robot también se plante6 Modelo Dindmico
no Lineal del Robot plano de 2GL, para describir su comportamiento fisico incluyendo las
ecuaciones de los motores, y los sensores de posicién y velocidad que hacen posible que
todas las variables de interés en el espacio de estados estén disponibles.

Para controlar la posicién articular del Robot el controlador genera sefiales de
voltaje que hacen posible el movimiento de los motores DC de iman permanente y de este
modo siga la sefial de referencia. La técnica de control planteada hace uso de modelos
linealizados en nueve puntos de operacion del Robot, para cada uno de estos puntos de
operacion se disefié un controlador H,, usando formulaciones basadas en Desigualdades
Matriciales Lineales-LMI las cuales fueron resueltas por algoritmos de optimizacion
convexa, el disefio del controlador H,, considera el efecto de perturbaciones existentes.
Finalmente haciendo uso de la Légica Difusa (Takagi Sugeno) se consigue disefiar un
control No Lineal Global considerando los nueve puntos de operacion planteados del
Robot.

Luego de disefiar el sistema de control no lineal se presenta la simulacion grafica
del tiempo y la posicion articular utilizado el software Matlab y Simulink concluyendo que

los resultados son satisfactorios.
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ABSTRACT

In this Thesis, a multivariable Nonlinear Control system was analyzed, formulated,
designed and simulated using Fuzzy Logic, Linear Matrix Inequalities and He Control
techniques, these techniques were tested in a joint position control system and a robot's
Cartesian position plane of two degrees of freedom. The objective is to control all the joints
simultaneously by permanent magnet DC motors.

The geometry of the Robot was also formulated and analyzed. Nonlinear Dynamic
Model of the 2GL plane robot was also proposed, to describe its physical behavior including
the equations of the motors, and the position and speed sensors that make it possible for
all the variables of interest in the space of states are available.

To control the joint position of the Robot, the controller generates voltage signals that
make it possible to move the permanent magnet DC motors and thus follow the reference
signal. The proposed control techniqgue makes use of linearized models in nine points of
operation of the Robot, for each of these operating points a H_« controller was designed
using formulations based on Linear Matrix Inequalities-LMI which were solved by convex
optimization algorithms, the controller design He« considers the effect of existing
disturbances. Finally making use of the Fuzzy Logic (Takagi Sugeno) is able to design a
Global Nonlinear control considering the nine points of operation raised by the Robot.

After designing the non-linear control system, the graphical simulation of time and
joint position used by the Matlab and Simulink software is presented concluding that the

results are satisfactory.
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INTRODUCCION

La robodtica es un &rea multidisciplinario de investigacion en el cual se han
desarrollado y se estan desarrollando muchas estrategias de control con el fin de disminuir
los efectos de disturbios desconocidos y efectos no lineales. Un &rea de investigacion es
la inteligencia artificial, que en los Ultimos afios se esta aplicando al control Robots y en
particular en Robots Manipuladores, es asi que en el presente trabajo se utiliza Légica
Difusa en combinacién con la teoria de control Ho y el uso de Desialdades Matricilaes
Lineales. El objetivo del presente trabajo es disefiar un Sistema de Control No Lineal de
posicion usando Logica Difusa y Control Hoo basado en Desigualdades Matriciales Lineales
aplicado a un Robot Manipulador de 2GL. En el capitulo | se hace una revision bibliogréafica
de trabajos similares, se plantea el problema, la justificacion y se especifican los objetivos.
En el capitulo Il se desarrolla la teoria requerida para el entendimiento de Légica Difusa,
teoria de Hoo, Desigualdades Matriciales Lineales. En el capitulo 1l se desarrolla la Tesis,
en primera instancia se obtiene el modelo no lineal dinamico del robot de dos grados de
libertad, seguidamente se linealiza en nueve puntos de operacion, luego para cada uno de
estos modelos se establece los controladores usando Heo y LMI, finalmente haciendo uso
de la Légica Difusa se desarrollan las reglas que permitirdn usar los nueve modelos segun
sea la sefial de referencia. En el capitulo IV se muestran los resultados de la investigacion,

finalmente se muestra las conclusiones y recomendaciones y Anexos.



CAPITULO |

ANTECEDENTES Y DESCRIPCION DEL PROBLEMA

1.1 Antecedentes bibliograficos

Los sistemas robdticos presentan una dindmica compleja con disturbios desconocidos
y efectos no lineales, para obtener el modelo dinamico no lineal de este tipo de sistemas
se puede utilizar la técnica de Newton-Euler (Torres, Pomares, Gil, Puente, & Aracil, 2002),
el inconveniente de utilizar esta técnica es que se vuelve mas complejo con el aumento de
eslabones del robot. La técnica de Lagrange (Kelly & Santibafiez, 2003), (Spong &
Vidyasagar, 1989), (Torres, Pomares, Gil, Puente, & Aracil, 2002) permite modelar un robot
de forma més sencilla aun cuando se incremente el nimero de eslabones del robot. En el
presente trabajo se uso la técnica de Lagrange para obtener el modelo dinAmico no lineal
de un robot de 2GL.

Existen varios métodos para disefiar controladores tales como los métodos gréficos,
meétodos analiticos y método de optimizacion de parametros. Los métodos gréficos son el
Lugar Geomeétrico de las Raices - LGR y diagramas de Bode (Ogata, 2010), dentro del
método analitico se tienen a los controladores PID (Ogata, 2010). La técnica de
optimizacion de parametros trata de ajustar los valores del controlador usando un
algoritmo. En los métodos de optimizacidn de parametros se puede usar lanorma Hz y Heo,
El método Heo minimiza el valor de la funcion de transferencia entre la variable de salida
del sistema y la variable de entrada de disturbio (Zhou, Doyle, & Glover, 1996), la solucién
del problema Hoo se puede resolver usando la ecuacién de Riccati o la inecuacion de
Lyapunov. El método Hoo optimo se recomienda para disefio de controladores en robdtica

debido a que es un sistema que incluye perturbaciones.

La inecuacion de Lyapunov se puede expresar mediante Desigualdades Matriciales
Lineales, estas LMIs son convexas que permiten obtener una mejor eficiencia en la
optimizacion de funciones. En 1892 el Ruso Aleksandr Mikhailovich Lyapunov propuso que
la estabilidad de una ecuacion diferencial de primer orden la cual puede ser analizada
explicitamente mediante una desigualdad. Esta fue la primera Desigualdad Matricial Lineal

- LMI que se escribié. En 1944 A. |. Lure y V. N. Postkov usan los métodos desarrollados



por Lyapunov para resolver problemas de ingenieria de control, sin embargo, las soluciones
se podian aplicar solamente a sistemas de pequefio orden debido a que se resolvian en
forma manual. En 1961 V. A. Yakubovich propone criterios graficos para resolver LMl y da
una interpretacion en el dominio de la frecuencia para un problema descrito con LMI (Melo
King, 2005). En la década de 1980 los computadores tienen un avance significativo en sus
capacidades y se hace viable resolver problemas de control complejos mediante LMI con
algoritmos de optimizacién convexa. Actualmente las LMI son usadas en la ingenieria de

control para resolver problemas con la horma H, y Heo.

Existen varios trabajos que utilizan las LMI para resolver problemas de control Heo, un
problema en el cual se aplicé LMl 'y Hoo son las estructuras flexibles, en (Canahuire Cabello,
Controle H-Infinito de Vibracoes com Restricoes no Esforco de Controle, 2009) se
desarrolla un controlador Heo utilizando LMI para su disefio aplicado a una viga flexible, en
(Melo King, 2005) se desarrolla un controlador lineal mixto H»/ Hoo usando LMI aplicado a
una viga flexible empotrada en una pared, en (Cutrim Lopes, 2005) se desarrolla un
controlador lineal Ho/Hoo usando LMI con localizacién de polos aplicado a una viga flexible
empotrada, en todos los trabajos mencionados en este parrafo solamente se desarrollaron

controladores H; y/o Hoo.

La légica Difusa se ha aplicado en varios trabajos, en (Paredes, 2012) se usa la Légica
Difusa para el control de un vehiculo aéreo no tripulado, en (Astocondor, 2013) se aplica la
Logica Difusa para el control de un robot, en ambos casos no se utilizan modelos de la
planta en cuestién, lo cual hace que dependan en su totalidad de la l6gica difusa, lo cual
se realiza con una calibracion mediante prueba y error, requiriendo bastante tiempo para

conseguirlo.

En (Ravazzi Pires Da Silva, 2009) se combinan técnicas LMI (taza de decaimiento) y
Logica Difusa para el disefio de controladores aplicado a un sistema de suspension
vehicular, en (Peres Alves Santim, 2012) , se usa un controlador por conmutacién usando
LMI y Légica Difusa para el disefio global del controlador y se aplica a un sistema Bola

Balanza y a un Levitador Magnético.



1.2 Descripcién de larealidad probleméatica

Los robots manipuladores se pueden construir y modelar considerando multiples
cuerpos rigidos conectados en serie mediante articulaciones rotativas y conducidas cada
una de ellas por algun tipo de actuador que pueden ser actuadores de tipo eléctrico,
neumatico, hidraulico entre otros. Los sistemas robdticos presentan una dindmica
compleja, con disturbios desconocidos y efectos no lineales, la presencia de mecanismos
como engranajes y la estructura misma de los motores contribuyen con no linealidades que
limitan el desempefio de técnicas de control lineal. El sistema fisico de un robot es lineal
solo en algunos tramos o en intervalos pequefios de operacién. Algunas técnicas de control
no lineal requieren la consideracion de todos los elementos de un mecanismo en la etapa
de modelamiento por lo que el modelo dinamico resultante se hace complejo y dificil de

obtener.

En los ultimos afios la inteligencia artificial se ha desarrollado en el area de Control
Automatico, especialmente la Légica Difusa, que tiene la particularidad de comportarse
casi similarmente a la forma de pensar de los seres humanos. Una de las ventajas de la

Logica Difusa es que puede trabajar con sistemas no lineales.

Muchos problemas de control son resueltos con herramientas de optimizacion, las que
se pueden implementar y resolver utilizando un computador, este es el caso del uso de las
Desigualdades Matriciales Lineales en la optimizacion de un controlador Hoo. También es

posible la presencia de perturbaciones no previstas en el modelado inicial.

Las técnicas de control no lineal son de gran interés en su estudio y aplicacién frente
a técnicas de control lineal basados en modelos linealizados de los sistemas fisicos, las
técnicas de control lineal muchas veces no permiten obtener respuestas Optimas,

particularmente en aplicaciones de alto rendimiento.

Actualmente la utilizacion de varias técnicas de control a la vez emerge como una
nueva perspectiva en el tratamiento de sistemas no lineales, asi como también en el control
de los mismos. Es posible combinar varias técnicas para el disefio de controladores con el

fin de obtener un mejor resultado.



Se hace necesario estudiar la aplicacion de técnicas de control no lineales que puedan
funcionar con modelos matematicos lineales y que también puedan lidiar con

perturbaciones que no se consideran en el modelamiento.

1.3 Formulacion del problema

En el presente trabajo se busca validar la posibilidad de combinar las técnicas de
control por Légica Difusa y control optimo Heo utilizando Desigualdades matriciales

Lineales para el disefio de un sistema de control no lineal de posicion de un robot de 2GDL

1.4 Justificacién e importancia de la investigacion

El presente trabajo se justifica desde el punto de vista cientifico debido a que se
muestra la aplicacion de una técnica de disefio de controladores No Lineales con nuevas
técnicas, para este fin se desarrolla el modelo lineal de la dindAmica un Robot de dos grados
de libertad en varios puntos de operacion, lo relevante de esta técnica es que el
modelamiento en cada punto de operacion se realiza en forma lineal con esto se consigue
gue el proceso de modelamiento sea sencillo. El disefio de un controlador lineal Heo para
cada punto de operacion del modelo de la planta permite que este proceso sea sencillo,
también en esta etapa se usa una técnica de optimizacion usando Desigualdades
Matriciales Lineales, lo que permite que los controladores disefiados sean eficientes. Para
lograr que todos los controladores lineales consigan controlar al sistema No Lineal se utiliza
Logica Difusa, esta técnica permite una implementacion segun la forma de razonar del ser
humano, la cual es intuitiva y comoda para un experto en el area de Robdtica que esté

diseflando controladores No Lineales.

La presente tesis se justifica porque se utiliza conocimientos de Inteligencia Artificial,
Control Avanzado y Control No Lineal para el disefio del controlador. Se utiliza técnicas
convencionales, asi como modernas gque son coherentes a los conocimientos impartidos

en la maestria.

1.5 Objetivos
1.5.1 Objetivo General

Disefiar un Sistema de Control No Lineal de posicion Usando Légica Difusa y Control
Hoo Basado en Desigualdades Matriciales Lineales aplicado a un Robot Manipulador de
2GL.



1.5.2 Objetivos Especificos

e Desarrollar el modelo lineal dinamico de un robot manipulador de dos grados de
libertad en varios puntos de operacion.

e Desarrollar un controlador lineal 6ptimo Heo utilizando Desigualdades Matriciales
Lineales para varios puntos de operacion.

e Utilizar Légica Difusa para disefiar un controlador No Lineal considerando modelos
lineales y controladores lineales.

1.6 Hipotesis
La aplicacion de controladores Hoo Basados en Desigualdades Matriciales Lineales y
el uso de Control por Légica Difusa, permitiran un buen desempefio en el control de

posicién de un Robot manipulador de 2GL

1.7 Variables e indicadores

1.7.1 Variable Independiente

e Uso de técnicas de control de Ldgica Difusa y control optimo Heo para el disefio de
controladores no lineales.
Indicadores
o Parametros de la Léogica Difusa.

o Parametros del controlador optimo Heo

1.7.2 Variables dependientes
e Precision del control.
Indicador:
o Error absoluto entre la sefial de referencia y la sefial de salida del &ngulo articular

de la primera y segunda articulacion.

1.8 Unidad de anélisis
Para el andlisis de resultados se ha considerado sistemas con Ldgica Difusa con:
e Funcion de pertenencia Triangular con nueve reglas
e Funcion de pertenencia Gaussiana con nueve reglas
¢ Funcién de pertenencia Triangular con veinticinco reglas

e Funcion de pertenencia Gaussiana con veinticinco reglas



Para todos los casos, en cada punto de operacién se disefidé controladores 6ptimos
Hoo utilizando Desigualdades matriciales lineales. Se tomo como sefiales de referencia
sefales del tipo senoidal donde se utiliz6 un total de 250000 muestras para cada uno de

los casos anteriormente descrito.

1.9 Tipoy nivel de investigacion

Investigacion de tipo aplicada experimental. Es aplicada porque se pretende resolver
el problema de disefiar un controlador para un robot. Es experimental porque se pretende
validar la posibilidad de combinar las técnicas de control por LAgica Difusa y control éptimo
Hoo utilizando Desigualdades matriciales Lineales para el disefio de un sistema de control
no lineal de posicién de un robot de 2GDL El nivel es para una maestria en ciencias pues
se utiliza conocimientos especificos de Légica Difusa, Control Avanzado, Control No Lineal

y modelos no lineales para resolver el problema.

1.10 Periodo de analisis
La obtencion del modelo dindmico no lineal del robot, el disefio del controlador, las

simulaciones se realizaron desde mayo del 2016 hasta abril del 2019

1.11 Fuentes de informacion e instrumentos utilizados
Las fuentes de informacidn son articulos cientificos y libros relacionados a técnicas de
control Hoo, Desigualdades matriciales Lineales, Légica Difusa. Se utilizé la herramienta

IEEE Xplore Digital Library, para la busqueda de articulos como fuente de informacion.

1.12 Técnicas de recoleccidon y procesamiento de datos

Para la recoleccién de datos se utilizo el software MATLAB vy se crearon tablas en

Excel par almacenar los datos para luego procesarlos.
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2.1 Légica Difusa

El concepto de Légica Difusa, Léogica imprecisa, Légica Borrosa o Fuzzy Logic fue
desarrollado en 1965 por Lotfi A. Zadeh, un profesor de la Universidad de California en
Berkeley, quien combino los conceptos de la l6gica y de los conjuntos de Lukasiewicz
mediante la definicion de grados de pertenencia, inicialmente no fue presentada como una
metodologia de control, pero si como una forma de procesar informacion permitiendo
conjuntos parciales, algo que los conjunto en matematica clasica no permite. Esta teoria
no fue aplicada a sistemas de control hasta los afios 70 debido a la insuficiente capacidad

de las pequefias computadoras de ese entonces.

La Logica Difusa es un super conjunto de la légica convencional (booleana), la légica
difusa se desarrollé para describir el concepto de verdad parcial, valores verdaderos entre
“‘completamente verdadero” y “completamente falso”. La Légica Difusa es basicamente una
I6gica multivaluada que permite valores intermedios para definir evaluaciones
convencionales como si/no, verdadero/falso, negro/blanco, etc. Las nociones como “bien
caliente” o “poco frio” pueden formularse matematicamente y ser procesados por

computadoras.

Una de las caracteristicas de la Logica Difusa es que la representacion de los
conocimientos en la programacion de computadores se expresa de una manera cercana a

la forma de pensar de los seres humanos.

Dentro de los aspectos que han ayudado a la expansion de los sistemas difusos, se
puede citar la capacidad de manejar la incertidumbre (expresada en conocimiento
incompleto de un evento o en altos niveles de ruido en la informacién), la posibilidad de
incorporar heuristica (experiencia humana expresada en reglas informales) (Ceccaroni &
Verdaguer, 2003) y su no-linealidad implicita. Estas caracteristicas permiten establecer
analogias con el comportamiento de los seres humanos y de forma mas general de los

sistemas biologicos. A pesar de su naturaleza altamente simbdlica, los sistemas difusos



tienen gran facilidad para tratar con valores numéricos, y ofrecen mecanismos para la

conversion entre ambos mundos.

Como ejemplo, las decisiones de diagnostico que un médico toma, son en general
subjetivas y basadas en su experiencia. La valoraciébn de un examen de laboratorio
obedece a reglas muy exactas, pero con valores relativamente imprecisos (por ejemplo ¢a
partir de qué punto una fiebre es “alta”? ¢ Con una décima de grado por debajo de ese

limite, la fiebre deja de ser “alta?).

Existen bastantes trabajos de sistemas expertos aplicados a este campo, pero dos de
las grandes dificultades que presentan, es la obtencidon y posterior conversién del
conocimiento del (los) médico(s) al marco de representacién escogido y los niveles de
incertidumbre manejados. La explicacion es que una representacion difusa se encuentra
mucho mas cercana a la forma de expresion habitual de los médicos (forma de pensar

humana), lo que facilita la adquisicién y la actualizacion del conocimiento.

Inicialmente (afios 70 y principalmente 80), los sistemas difusos fueron utilizados para
implementar rapidamente conocimiento experto en procesos de dificil modelamiento
matematico (por ejemplo, control de procesos, sistemas automatizados de transporte),
ademas su alta interaccidon con las representaciones numeéricas y su facil conversion en
sistemas de hardware/software que son bastante sencillos facilita su introduccion en
aplicaciones de todo tipo (camaras de video, lavadoras, etc.). En sus inicios de las
aplicaciones de la Logica Difusa a sistemas reales se mencionan, en 1978 Holmblad y
Ostergaarrd desarrollé el primer controlador difuso para un proceso industrial, (fabrica de
cemento). En 1980, Sugeno desarrollé la primera aplicacion japonesa de la l6gica difusa,
en este caso se aplicé para el disefio del control de una planta de purificaciéon de agua, en
1983 Sugeno, aplica la I6gica difusa en robots. Una de las principales aplicaciones iniciales
de ldgica difusa fue en 1987 en Japdn, en la ciudad de Sendai, en esta aplicacién se
controla el arranque y frenado suave del metro de modo tal que los pasajeros no se vean
afectados consiguiéndose buenos resultados. Actualmente se usa en muchas otras
ciudades. En 1989 Yamakawa demuestra un sistema difuso para balancear un péndulo

invertido. En 1993 el IEEE inaugura la Sociedad de Sistemas Difusos,

En Occidente la acogida de la Légica Difusa fue menos positiva. Tal vez tiene que ver

probablemente con la cultura. En Oriente aceptan que el mundo no es blanco o negro,



verdad o mentira si no que asignan escalas en su percepcion del mundo. En Occidente

todo es A o B, mientras que en la Légica Difusa todo es cosa de grados.

Ahora se buscan aplicaciones en la economia, sistema financiero, en medicina, etc. En
la concesién de créditos el formulario de solicitud de préstamo va a una maquina que
decide si lo concede o no. El propio programa establece los criterios seglin su experiencia,
sabe que es muy probable que, si el solicitante tiene una posicién econémica estable y si
sus ingresos son altos, es altamente probable que devuelva el crédito. En medicina también
se usa Ldégica Difusa, un ejemplo es al momento de anestesiar un paciente, sin embargo,
en este caso solamente se usa la Légica Difusa como asistente por que la decision final la

toma el médico especialista.

Una de las preguntas que se puede hacer es ¢algun dia seran las maquinas mejores
gue los humanos? A esta pregunta se puede decir que, en tareas imprecisas, como
traducir, o resumir un texto, las maquinas tardarian muchos afios en hacerlo mejor que el
hombre. Los humanos tienen habilidades que aln no se entienden bien, y entenderlas bien

es indispensable para ensefiarlas a las maquinas (Rodriguez, 1999).

La légica difusa se estd utilizando ampliamente en el control del funcionamiento
automatico o semiautomatico de aparatos y equipos. Los casos mas conocidos son:
camaras fotogréficas y video cuyo método de focalizacion utiliza estas técnicas, otro
ejemplo son los trenes o0 subterraneos cuyo sistema de frenos y aceleradores son
accionados por mecanismos que utilizan ldgica difusa y también se utiliza en lavadoras,

centrales nucleares, etc.

2.2 Conjuntos

2.2.1 Conjunto cléasico

Se entiende por conjunto clasico a una coleccidn, agrupacién o reunion de objetos de
cualquier especie siempre que exista un criterio preciso que permita que un objeto
pertenezca o no a dicha agrupacion. Los objetos que “pertenecen a un conjunto” se llama
elementos del conjunto. (Espinoza Ramos, 2005) Los elementos de un conjunto se pueden

determinar ya sea por extension o comprension.

a) Por extension: Cuando se nombra cada uno de los elementos del conjunto.
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b) Por comprension: Cuando se da una propiedad P, que solo lo satisfacen los

elementos del conjunto.

Funcién de un conjunto.

- . : f
Sea f una funcién de A en B y sea T un subconjunto de A4, es decir, A>BYyT C
A también se considera que f(T) c B. Entonces f(T), se define como un

conjunto de las imagenes de los elementos de T.

Funcion caracteristica
Sea A un subconjunto cualquiera de un conjunto universal U. La funcién

numérica real (Lipschutz, Teoria de Conjuntos y Temas Afines, 1991).

Xgq: U - {1,0}

Definida por

_(1six €A
x4 (%) _{Osix g A (2.1)

Se llama funcidn caracteristica de A. Donde {0,1} se refiere solamente a dos valores.

2.2.2 Conjunto difuso

En 1965, Lotfi zadeh propuso la idea de un conjunto difuso, un conjunto difuso es Unico
cuyos objetos pertenecen a diferentes grados, llamados grados de pertenencia. Para medir
el grado pertenencia de un miembro de un conjunto difuso se le asigna un nimero que
oscila de 0 (absolutamente falso) hasta 1 (absolutamente verdadero). Asi como hay una
fuerte relacion entre la l6gica booleana y el concepto de un conjunto, existe de forma similar

una fuerte relacién entre l6gica difusa y la teoria de conjunto difuso.
En la Teoria de la Logica Difusa los conjuntos no difusos son llamados conjuntos “crisp”

y sus elementos o valores son llamados de igual manera valores “crisp”, y de esta manera

se hace referencia a dichos conjuntos clasicos.

11



Funcién de pertenencia

Dado un conjunto universo X y un conjunto difuso 4, se define la funcion p,(x), para
cualquier elemento x, tal que 0 < u,(x) < 1, a u,(x) se le llama funcion de pertenencia. El
valor de u,(x) se llama grado de pertenencia de x. La funcion de pertenencia p, de un

conjunto difuso A es una funcion definida por:

pa:X —[0,1] (2.2)
Donde [0,1] es un intervalo real.
Representacion de conjuntos difusos
Cuando X es un dominio finito, un conjunto difuso A en X, un conjunto difuso se puede

representar de tres formas las cuales se detallan a continuacion. (Hao Ran, 2018)

Representacion de Zadeh

.ué(xi)
A =;X - 23)

En la ecuacion (2.3) no se entiende como fracciones o sumas, sino la relacion del grado

de pertenencia p,(x;) de x; a A,y la sumatoria representa el conjunto difuso global en el

dominio X.

Par ordenado

A= {(x,,ué(x)),xeX} (2.4)

Asi, cada elemento x de X tiene un grado de pertenencia que es completamente

determinado por el conjunto de duplas de la ecuacion (2.4).

Vector

A = {/'1'1' Uz, Uz, ""/J"n} (25)
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2.2.3 Razonamiento Aproximado

El Razonamiento es la habilidad de inferir informacion sobre alguna faceta desconocida
de un problema a partir de la informacion disponible, por ejemplo, cuando un sistema falla,
se intenta descubrir por qué ha fallado observando los sintomas. En tareas de ingenieria
es habitual aplicar técnicas que requieren razonamiento. La teoria del razonamiento
aproximado permite representar también cuantificadores linglisticos, esto facilita
representar enunciados como “la mayoria de los coches lujosos son caros”. Zadeh indicé
gue un cuantificador como “la mayoria” puede ser representado como un conjunto difuso
sobre un universo de discurso. Los cuantificadores aproximados se usan para representar

al sentido comun.

2.2.4 Operaciones con conjuntos difusos

De igual modo que para los conjuntos convencionales, estan definidas las operaciones
de igualdad, complemento, unién, interseccién e inclusion, las cuales se emplean con

mucha frecuencia en conjuntos difusos.

e Igualdad
Dado los conjuntos difusos 4 y B definidos en el mismo universo de discurso U con

sus funciones de pertenencia p4(x) y ug(x) respectivamente, se dice que Ay B son

iguales si y solo si
Ha(x) = pp(x); ¥x €U (2.6)
e Union

La unién de los conjuntos difusos 4 y B es un conjunto difuso en U, denotado por

A U B , cuya funcion de pertenencia se define por:

avp () = max (1, (0), 1g () ; Vx €U (2.7)

La unién de dos conjuntos difusos se ilustra en la figura 2.1. Donde los trazos mas

gruesos indican g,y (x)

13



Figura 2.1: Funcién de pertenencia A U B

e Interseccion
La interseccion de los conjuntos difusos A y B es un conjunto difuso An B en U con

la funcion de pertenencia definida como:

tang(x) = min (ué(x),ug(x)) i Vx €U (2.8)

Las primeras definiciones, conocidas como min y max, fueron formuladas por

Zadeh. La interseccidn de dos conjuntos Difusos se muestra en la figura 2.2

o Hans(™®)
Ha(x) - .__Jug(x)

L

Figura 2.2: Funcion de pertenencia AN B
e Complemento

El complemento del conjunto Difuso A esté definido por la funcion de pertenencia

siguiente:

,uz(x) =1—pu(x);Vx €U (2.9)

El complemento del conjunto Difuso 4 se ilustra en la figura 2.3.
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e Inclusién

Se dice que un conjunto Difuso B contiene a un conjunto Difuso 4 , y se denota por
A c B, siysolo si:

pa(x) < pup(x); Vx €U (2.10)

Figura 2.3: Funcién de pertenencia complemento

Las leyes de Morgan también se cumplen en la teoria de conjuntos difusos, esto es:

[

‘ c
|

I
[ENEES

(2.11)

S

)
|

I
[[SeTRISS]

2.3 Variable linguistica

Si a una variable se puede asignar palabras en el lenguaje natural como sus valores,
entonces se le puede denominar variable linglistica, por lo que las palabras son

caracterizadas por conjuntos difusos, definidos en el universo de discurso en el que la
variable es definida.

La definicibn de una variable
(AT (A),U,G,M), en el que:

linglistica esta caracterizada por un quinteto

A es el nombre de la variable lingtistica

T (X): es el conjunto de términos que nombra a los valores x que puede tomar A
u : universo de discurso

regla sintactica para generar los nombres de los valores de x

15



M regla seméntica para asociar un significado a cada valor

Si se define a la temperatura como variable linglistica A, entonces se puede definir un

conjunto de términos linglisticos como; “muy baja”, “baja”, “media”, “alta”, y “muy alta”

como se muestra en la figura 2.4.

A

Muy baja baja media alta Muy alta
1 |
0.5
_
0 100 200 300 400 500 Temperatura

Figura 2.4: Variable linguistica temperatura

El universo de discurso para la variable temperatura es el conjunto convencional que
abarca la gama completa de valores que en el caso dado puede asumir el intervalo de
temperatura U = [0°C, 800°C].

La regla sintactica G determina el orden de las palabras de los valores lingtisticos de

temperatura: como en “alta”, “muy alta”, donde “muy” es un modificador que precede al

término primario “alta”.

La regla seméntica M asocia cada valor linglistico con el respectivo su significado:

{*muy alta” es mayor alrededor de 500} y {*muy baja” es menor alrededor de 100}, etc.
2.4 Funciones de pertenencia

Funcién de pertenencia de forma triangular. Esta funcién esta especificada por tres
pardmetros {a,b,c}, que determina las coordenadas de los tres angulos, del siguiente

modo:

ur(x; a, b, c) = max(min (ﬂ C_x) ,0) (2.12)

b-a’c-b
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También se puede especificar por la siguiente ecuacion:

0;x<a
as<x<b

8

—-a

at
®Q

HTriangulo (x;a,b,c) = (2.13)

b<x<c
0;x>c

o
[

En la figura 2.5 se muestra la funcién de pertenencia triangular.

A
1

Grado de Pertenencia

>

X
Figura 2.5: Funcién de Pertenencia de forma Triangular

Funcién de pertenencia de forma trapezoidal. Esta funcion esta especificada por

cuatro pardmetros {a, b, c, d}, del siguiente modo:
. -a d-
Ur-(x;a,b,c,d) = max(min (%,d—_i) ,0) (2.14)

También se puede especificar por la siguiente ecuacion:

0 ;x<a
2.a<x<b
b—-a
HTrapezoidal (x;a,b,c,d)={1;b=x<c (2.15)

d—x
d—;ch<d

—-C
0;x>d

En la figura 2.6 se muestra la funcidén de pertenencia trapezoidal.
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Grado de Pertenencia

>

X
Figura 2.6: Funcién de Pertenencia de forma Trapezoidal

Funcién de pertenencia de forma Gaussiana. Esta funcién esta especificada por

dos parametros {o, c}, del siguiente modo:

X—C.
ue(x;0,¢) = e %G (2.16)

Donde c es el centro de la distribuciéon Gaussiana y o es la desviacién que tiene la
distribucién Gaussiana, en la figura 2.7 se muestra la funcion de pertenencia de la forma

Gaussiana.

Funcién de pertenencia de forma campana generalizada. La cual esta especificada
por tres parametros {a, b, c}, donde el parametro a define el ancho de funcién de
pertenencia, el parAmetro b determina la pendiente en los puntos de cruce y el parametro

c es el centro de distribucion.

A
1

Grado de Pertenencia
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Figura 2.7: Funcién de Pertenencia de forma Gaussiana

1

—c|2b
+|x L‘|

a

Campana(x;a,b,c) = (2.17)

En la figura 2.8 se muestra la funcion de pertenencia de la forma campana

generalizada.

Grado de Pertenencia

>

X

Figura 2.8: Funcién de Pertenencia de forma Campana Generalizada

2.5 Reglas difusas SI-ENTONCES
Las reglas difusas SI -ENTONCES es una expresion condicional que tiene la forma

siguiente:

Sl proposicién difusa, ENTONCES proposicién difusa

\ Y J \ Y /

Antecedente Consecuente

2.5.1 Proposiciones difusas
Existen dos tipos de proposiciones difusas:
e Proposiciones atémicas difusas

e Proposiciones compuestas difusas

Una proposicion atdbmica difusa es una sentencia simple

xesA (2.18)
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Donde x es una variable linglistica y A es un valor linglistico de x. Una proposicion
difusa compuesta es una composicion de proposiciones atomicas difusas usando los

conectores “y”, “0” y “no” que representa la interseccién difusa, unién difusa y complemento

difuso respectivamente, algunas notaciones de proposiciones difusas son:

xesSoxesnoM

xesnoSyxesF (2.19)

2.5.2 Interpretacion de las reglas difusas SI-ENTONCES

Debido a que las proposiciones difusas son interpretadas como relaciones difusas, la
pregunta es como interpretar la operacion SI-ENTONCES. En el célculo proposicional
clasico la expresion S| p ENTONCES q se escribe comop — g donde py q son variables

proposicionales, donde su funcién de verdad esta descrita en la siguiente tabla:

p q | p~—aq
vV | v Y,
vV | F F
F | v Y
F | F Y

Tabla 2.1: Proposicién Implicativa

También se puede utilizar las siguientes equivalencias de p — g

pPVq (2.20)
(pAqIVD (2.21)

Las reglas difusas SI-ENTONCES se pueden obtener reemplazando p y g con
proposiciones difusas, se pueden interpretar las reglas difusas SI-ENTONCES
reemplazando los operadores V, A,y son los operadores union difusa, interseccion difusa
y el complemento difuso respectivamente. En la literatura de la Légica Difusa existen
diferentes interpretaciones de las reglas difusas SI-ENTONCES, a continuacién, se dan a

conocer algunas de ellas.
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= Implicacion de Dienes-Rescher Las reglas difusas SI FP. ENTONCES FP; es
interpretada como una relacion difusa Qp en UxV, con la funcién de pertenencia:

1Qp (x,y) = max [1 — pppy (%), tpp2 (V)] (2.22)

Donde x, y son variables linguisticas definidas en el universo de discurso U y V

respectivamente

= Implicacién de Zadeh Partiendo de la ecuacion (2.23), la funcién de pertenencia

se define como:

pQz(x,y) = max [min(llpm(x), Urp2 ()’)) » 1 — pppy ()] (2.23)

= Implicacién de Mandani La funcién de pertenencia se define por:

wQum(x,y) = min(llppl (%), .UFPZ(Y)) (2.24)

La implicacion Mandani es ampliamente utilizado en sistemas difusos y sobre todo

en control difuso.

2.6 Modelo Difuso Takagi Sugeno
El modelo Difuso Takagi Sugeno (También conocido como modelo Fuzzy TSK), fue
propuesto por Takagi, Sugeno y Kang, presenta una regla Difusa tipica que tiene la

siguiente forma:

Sixes Ayw es B entonces z = f(x,w) (2.25)

Donde A y B son conjuntos Difusos en la parte antecedente y z = f (x,w) es una
funcion booleana (Crisp) en la parte consecuente. Cuando f (x,w) es un polinomio de
primer orden, la inferencia Difusa resultante es llamada modelo Difuso Sugeno de primer

orden. En la figura 2.9 se muestra un modelo Difuso Sugeno.
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Figura 2.9: Modelo Difuso Sugeno

2.7 Control Difuso

Un sistema de control basico se muestra en la figura 2.10 El proceso (o planta) es el
objeto a ser controlado, la variable de entrada es u(t) y la variable de salida es y(t), y la
variable de referencia es r(t). La teoria de control convencional proporciona numerosos

métodos para la construccion de controladores para sistemas dinamicos.

") u(®) (0

+

Controlador Planta

b
k2

Figura 2.10 Sistema de control

En general, los controladores difusos son sistemas que emplean el conocimiento como
fundamento, expresado en términos de reglas difusas y de un proceso de inferencia para
resolver un problema de control dado. Los controladores difusos a diferencia de los
controladores clasicos son capaces de utilizar el conocimiento obtenido de operadores
humanos.

2.8 Partes de un controlador Difuso

Un controlador Difuso estd compuesto basicamente por los siguientes médulos:
e Fusificacion

e Base de conocimiento

e Defusificacion
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En la figura 2.11 se muestra la estructura de un controlador difuso.

Base de
conocimiento

L y

Fusificacion Defusificacion

3
3

Toma de
decisiones

Controlador difuso

Figura 2.11: Diagrama de bloques del controlador difuso

2.8.1 Fusificacién

Es el proceso de medicion de las variables de entrada al regulador, eventualmente se
normalizan los valores de dichas variables en una gama pre establecida (grado de
pertenencia) y se conviertan a valores linglisticos que puedan ser vistos como roétulos de

conjuntos Difusos.

Si bien un operador humano procesa cualitativamente el estado (respuesta) del
proceso, lo cierto es que objetivamente cada variable tiene un valor (determinista) dado y

tales valores son los que se ingresan al controlador de l6gica difusa.

2.8.2 Base de conocimiento
En este mdédulo se definen las reglas que tiene que cumplir el sistema, la estructura

utilizada para este caso es la siguiente:

Si (variable)es (variable) Entonces (2.26)

La légica difusa representa los conocimientos de una forma cercana a la forma de

pensar humana.

2.8.3 Defusificasion

En este modulo también se encuentra el bloque de toma de decisiones, existen varios

modelos para realizar la defusificacion, tales como:
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¢ Modelo Mandani
e Modelo Takagi-Sugeno

¢ Modelo Tsukamoto

Para el caso particular de esta Tesis se desarrolla el modelo Difuso Takagi Sugeno.
La defusificaciébn convierte los valores difusos de las variables de salida en valores
concretos dentro del universo de discurso correspondiente. Existen diversos métodos de

defusificacion, a continuacion, se presentan algunos:

Maximo. Consiste en tomar el maximo valor del conjunto difuso.

y = supyey(Ua(y)) (2.27)

e Mayor de los Maximos. Consiste en tomar el mayor valor de todos aquellos que

generan el valor maximo del conjunto difuso.

e Menor de los Maximos. Consiste en tomar el menor valor de todos aquellos que

generan el valor maximo del conjunto difuso.

¢ Media de los Maximos. Consiste en tomar la media de los valores maximos del

conjunto difuso

. Z%=1 Yn-ﬂznm(yn)
S ta ()

(2.28)

e Centro de &rea o centroide. Consiste en calcular el centroide del conjunto difuso

usando la ecuacion (2.29)

_ ff p(x).x
12 uex)

e Bisector de Area. Consiste en calcular el valor que separa el area bajo la curva en

(2.29)

dos sub areas iguales.

En la figura 2.12 se muestra los diferentes métodos de defusificacion.
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Figura 2.12: Métodos de Defusificacion

2.9 Tipos de Controladores Difusos

Los controladores difusos se pueden clasificar en dos tipos:

1. Controlador tipo Mamdani.

2. Controlador tipo Takagi-Sugeno.

La principal diferencia entre estos controladores radica en la consecuencia de las
reglas. Para el controlador tipo Mamdani esta consecuencia es un conjunto difuso y para

el tipo Takagi-Sugeno es una funcion lineal de las entradas.

En este trabajo se utiliza el controlador tipo Takagi-Sugeno con funcién lineal constante

como consecuencia de sus reglas. Donde el ciclo de operacidn tiene los siguientes pasos.

1. Fusificacion de los datos de entrada, es decir convertirlos en conjuntos difusos.

2. Obtencion de una base reglas. El controlador de Takagi-Sugeno tiene la
particularidad de que las reglas que definen su funcionamiento son de la forma
IF xisAAND yisBTHEN z = f (x,y)

3. Obtencion de la inferencia de la base de reglas, es decir, extraccién de la conclusion
de cada una de las reglas. Con estas reglas se realiza primero para algunos valores
de entradas dadas del proceso o del sistema x.1,...,x.n,..,x.N, sus grados de

pertenencia, son calculados y llamados antecedentes de reglas o pesos de reglas,
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se obtiene el minimo (Implicacion del minimo) de los N grados de pertenencia para
la regla m.

4. Finalmente, la salida combinada de todas las reglas es la suma de los pesos
normalizados de todos los pares, es decir se utiliza el proceso de defusificacion.

2.10 Sistemas Difusos como Aproximador de Funciones

Un sistema difuso puede aproximar cualquier funcidon uniformemente continua real en
un dominio compacto (Cerrado y Acotado) a cualquier grado de exactitud (Kosko, 1994) .
Dado un valor continuo real arbitrario evaluado en una funcién f sobre un conjunto
compacto, es posible encontrar una relacion difusa tal que el sistema difuso asociado

aproxime a f (Kosko, 1994).

Esencialmente un sistema Difuso usado para aproximar funciones esta compuesto por

las etapas de fusificacion, reglas difusas y defusificacion.

Cada entrada pertenece en algun grado a cada conjunto difuso de entrada, de este
modo cada entrada dispara todas las reglas difusas en algun grado, las reglas se

establecen como:
R(m) = SixesLx EntonceszesLz, m=1,2,,--,M (2.30)

Donde R(m) representa las reglas, M es el numero de reglas
SixesLx esel antecedente y zes Lz es el consecuente. Cada regla R(m) puede
traducirse en una relacion difusa R, (conjunto difuso bidimensional, llamado asi porque

esta formado por dos conjuntos difusos).

2.10.1 Aproximador de una Funcién Senoidal
Para analizar un sistema difuso como aproximador, se implementa la simulacién de un

aproximador para la funcién seno, para ello se ha utilizado el programa MATLAB.
Para conseguir la aproximacion se hace uso de un sistema tipo Takagi-Sugeno, con

una entrada y una salida, para la etapa de defusificacion se utiliza el centro de area, el cual

esta dado por la ecuacion;

= —— (2.31)
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Donde wi son las reglas activadas tomando en consideracion los valores de la variable

de entrada, las cuales se calculan mediante el operador de intersecciéon. En el caso

particular del aproximador de una onda senoidal, el cual presenta una entrada y una salida,

se considera w;

= Hi1

El sistema difuso tiene la variable de entrada x y como salida genera la aproximacion

de la funcién seno, los datos de entrada varian desde 0 hasta 211 radianes con un intervalo

de 0.01.

El primer paso para realizar el aproximador es fusificar los datos de entrada para ello

se usa la funcién de pertenencia de Gauss. El centro y la anchura se ajustan en el rango

de [0, 2r], en la figura 2.13 se muestran las funciones de pertenencia utilizadas.

Grado de Pertenencia

08

06

04

[ F § o

SIER

-

Radianes

Figura 2.13: Funcién de pertenencia del aproximador

La base de reglas utilizadas es la siguiente:

Sl x esta cercana a cero ENTONCES y esta cercana a cero

Sl x esta cercana ag ENTONCES y esta cercana a uno

- 3 -
Sl x esta cercana a 7” ENTONCES y esta cercana a menos uno

Sl x esta cercana a 2r ENTONCES y esta cercana a cero
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Los pardmetros del consecuente llamados también pesos se muestran en la tabla 2.2.
El proceso consiste en hacer pasar cada uno de los datos de entrada x cuyo rango
esta en [0,2r] con un intervalo de 0.01. En la figura 2.14 se muestra el resultado de la

aproximacion de la funcién senoidal comparado con la funcién conocida (funcién ideal
seno).

Numero de Consecuente
1 -1.564
2 1.569
3 -1.569
4 1.564

Tabla 2.2: Consecuentes de las Reglas

Orriginal
— - Aproximada

Amplitud

Radianes

Figura 2.14: Aproximacién Seno
En la figura 2.14 se muestra que la aproximacion obtenida de la funcién senoidal

presenta una buena precision y se puede concluir que la légica difusa es una herramienta

muy util para realizar aproximaciones de funciones no lineales.
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2.11 Control H,

En los inicios de la década de los 80s surgio la Teoria de Control H,,, fue George
Zames quien publico esta Teoria en su articulo seminal (Zames, 1981) el cual combina los

enfoques en el dominio del tiempo y en el dominio de la frecuencia.

2.11.1 Problema de control general

El problema de disefio consiste en obtener un controlador K que permita conseguir un
rechazo o atenuacion considerable de la perturbacion (S = 0), al menos en la zona de
frecuencias de atenuacion de la perturbacion. Esto sucede si se minimiza la norma H,, de
la funcion de transferencia de w a z. En forma general, considerando el sistema descrito

mediante el diagrama de bloques se muestra en la figura 2.15:

w z

K <+«——

Figura 2.15: Sistema de control incluyendo las entradas exégenas
Del esquema de la figura 2.15, w representa a las entradas exdgenas, z representa a

las salidas, u representa la sefal de control y v representa las salidas medidas,

considerando el diagrama de bloques de la figura 2.15, las entradas y salidas para la planta

d
w = [r] (2.32)
n

=[= 4] =

generalizada se define como:
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Un diagrama de bloques equivalente de la figura 2.15 se muestra en la figura 2.16, del
diagrama de bloques de la figura 2.16 se obtiene.

_[ ¥ 1= u _[0d+0r+0n+Iu
Z_[y—r]_[6u+d—r]_ Id—IT—On—Gu] (2.34)
vV=r—y,=r—Gu—-d—-n=-Ild+Ir—In—Gu (2.35)

La matriz P que representa las funciones de transferencia de [wu]” a [zv]” se define

como:

W

Figura 2.16: Sistema de control detallando las variables exégenas

P=11 -1 0 G

-1 I -1 -G

(2.36)

0001]

Particionando la planta generalizada P se obtiene:

P, P,
P = [ - Z“] 2.37
by &30

Tal que las partes sean compatibles con las sefiales w,z,u y ven la configuracién

generalizada:
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z =PFP,w+ P,u (2.38)

v=~F,w+ Bu (2.39)

La ley de control u se expresa como:

u = Kv (2.40)

Expresando el vector z en funcién de w se obtiene:

z = [Py, + Py K(I — Py K) 7' Py Jw (2.41)

De esta ultima ecuacion, la funcion de transferencia en lazo cerrado se expresa

comao:

Tow = % = [Pzw + quK(I - PvuK)_lpvw] (2.42)

A la ecuacion (2.42) se le conoce como transformacion lineal fraccionaria. A partir

de esta ecuacion se plantea el problema normalizado que consiste en determinar el
controlador K que minimice la norma H,, de la funcion de transferencia (matriz) que

relaciona w con z, bajo la restriccién que K estabilice P
2.11.2 Interpretaciéon de H,,
El problema original considerado por George Zames consiste en determinar un

compensador K que permita al sistema de control estabilizarse y minimice el valor de pico

de la traza de Bode en magnitud, se define como:

Islleo = mvgxIS(iw)I (2.43)

También se puede interpretar desde el punto de vista de la funcién de transferencia

T ,w, €n determinar todos los controladores admisibles K tal que |l T, Il S€a minimizada.

En el caso que no existiese el valor pico para algunas funciones se reemplaza este por

el supremo o0 menor de las cotas superiores, por lo que se obtiene:

ISllc = suplSGw)| (2.44)
w
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En general para un sistema multivariable, significa minimizar el supremo del valor

singular maximo, esto se expresa mediante la siguiente ecuacion:

ISlleo = sup a[S(Gw)] (2.45)
w

Se concluye que, si el valor pico de la funcién de sensibilidad es pequefio, entonces la
magnitud de S necesariamente es pequefia para todas las frecuencias, y por tanto las
perturbaciones se atentan para todas las frecuencias. La minimizacion de [|S]| es la

optimizacion del peor caso, esto significa que es la minimizacién del efecto sobre la variable

de salida bajo una perturbacion de mayor magnitud.

El problema del Control H,, consiste en minimizar el maximo valor alcanzable por la
respuesta en frecuencia de T,, (funcion de transferencia, donde w es la variable de

entrada y z la variable de salida), en este caso, se plantea un problema de optimizacion

H,, en el que se trata de obtener el minimo de:

Tl = sup a[T,)] (2.46)

w

Considerando el caso univariable en el que se tiene:

T wlle < ¥ (2.47)

Esto equivale a que para una sefial w con |l w Il .ns < 1, el sistema genera una
respuestaz = T,, wtal que I T,, w |l ,ms < y,donde y es el parametro de performance,

y debe cumplir que y > 0.
2.12 Teoria de Desigualdades Matriciales Lineales (LMI)

La historia de las Desigualdades Matriciales Lineales en el andlisis de los sistemas
dinamicos se remonta a 100 afos atras, la historia comienza en 1892, cuando Aleksander
Mikhailovich Lyapunov publicé su articulo seminal “The General Problem of the Stability of
Motion” en el cual analiz6 la estabilidad del equilibrio del movimiento de los sistemas
mecanicos, introduciendo lo que ahora se conoce como Teoria de Lyapunov. El mostré

gue la ecuacion diferencial.
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= x(t) = Ax(t) (2.48)

El sistema es estable siy solo si existe una matriz definida positiva P tal que se cumpla

la siguiente expresion:

ATP + PA<O (2.49)

El requerimiento para que se cumpla P > 0, ATP +PA < 0, se conoce como
desigualdad de Lyapunov, la cual es una forma especial de una LMI, Lyapunov también
demostré que esta LMI se puede resolver explicitamente, con este fin se elige Q = Q7 >
0y luego se resuelve la ecuacion lineal AT P + P A = —Q, para que la matriz P garantice
la estabilidad del sistema la ecuacion (2.49) debe ser una matriz definida positiva, en
resumen la primera LMI usada para analizar la estabilidad dindmica de un sistema fue la

desigualdad de Lyapunov (ecuacién 2.49), la cual puede ser resuelta analiticamente.

En 1940 Luré, Postnikov y otros en la Unién Soviética aplican el método de Lyapunov

a un problema de control real, donde pequefias LMI son resueltas a mano.

En 1960 cuando Yakubovich, Popov, Kalman y otros investigan exitosamente en
reducir la solucion de las LMIs que surgié en el problema de Luré a un simple criterio

gréfico.

A finales de los 60 se observa que la misma familia de LMIs se puede resolver,

solucionando la ecuacion algebraica de Riccati.

En los inicios de los 80s se reconoce que muchas LMIs pueden ser resueltas mediante

un computador, usando programacion convexa.
A finales de los 80s se desarrolla el algoritmo del punto interior para resolver las LMIs.
A finales de los 80s se desarrolla un método eficiente de puntos-interiores para
resolver las LMIs que surgen de los sistemas y teoria de control. En 1984, N. Karmarkar
introdujo un algoritmo lineal de programacién para resolver programas lineales en tiempo

polinomial. Especialmente todas estas actividades de investigacion se centraron para
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programas lineales y cuadréticos. Luego en 1988, Nesterov y Nemirovskii desarrollaron
métodos de puntos-interiores que se aplican directamente a problemas convexos
involucrando LMIs. Aunque hay mucho por realizarse en esta area, se han implementado
diversos algoritmos de puntos-interiores para Problemas LMI se han implementado y
probado en familias especificas de LMI que surgen de la teoria de control, con tendencia a

ser extremadamente eficientes.

Las técnicas LMI (Linear Matrix Inequalities) han surgido como herramientas Utiles de
disefio en areas que van desde la ingenieria de control hasta sistemas de identificacion y

disefio estructural. Tres factores hacen que las técnicas LMI sean atractivas:

e Una variedad de especificaciones y limitaciones de disefio pueden ser expresadas
como LMis.

e Existen muchos problemas con multiples limitaciones o con carencia de soluciones
analiticas objetivas en términos de ecuaciones matriciales; sin embargo, estos
problemas frecuentemente son manejables dentro de la estructura LMI. Esto hace a
los disefios basados en LMIs una alternativa valiosa en relacion a los métodos

analiticos clasicos.

2.12.1 Desigualdades Matriciales Lineales (LMI)
Una desigualdad Matricial Lineal presenta la forma
F(x) = Fo+ Xt x;F;> 0 (2.50)
Donde x € R™ es la variable y las matrices simétricas F; = FL-T € R™™ i =0,...,m
dadas, el simbolo de desigualdad de la ecuacion (2.50) significa que F(x) es definida

positiva, la ecuacion (2.50) se puede expresar como:

F(x) = FO + x1f1 + x2f2 + x3f3+...+foN > 0 (251)
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Conjunto Convexo

Un Conjunto Convexo es aquel que al unir con un segmento dos puntos
cualesquiera del conjunto, el segmento queda completamente contenido en el propio

conjunto. Un conjunto S en un espacio vectorial lineal se dice que es convexo Si
X1,X, €S >x = ax; +(1 — a)x, € Sparatodoa € (0,1) (2.52)
En general, el conjunto vacio es considerado convexo. Generalmente las
combinaciones convexas son definidas por cualquier conjunto finito de puntos, en la

figura 2.17 se muestra un ejemplo de conjunto Convexo y no Convexo.

Funcién Convexa

Una funcién f:S — R es denominada convexo si:

1. S es convexo

2. Paratodo x;,x, € Sya € (0,1) se mantiene que

flax; + (1 — a)xy) < af (1) + (1 — a)f (x3) (2.53)

f es denomina estrictamente convexa si la desigualdad del punto 2 se cumple para

X1 F Xy

Conjunto Convexo Conjunto No Convexo

Figura 2.17: Conjunto Convexo y Conjunto No Convexo
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Punto-Interior

Sea F un sub conjunto del espacio R™, un punto x, € R"y unescalare > 0,y siendo
el sub espacio B,(x,) = {x | [lx — x,ll < e}, entonces:

e x, es llamado un punto interior de F si existe un escalar e > 0 tal que B.(x,) c F

El interior de F es la coleccién de todos los puntos interiores de F.

Funcién Afin

Unafuncion f: S > T esafinsif(x) = T(x) + f, dondefy, € TyT: S - Tesun
plano lineal.

T(alxl + azxz) = alT(xl) + azT(xZ) (254)

Paratodo x;,x, € Sya,a, € R.

Formulacién y Aplicaciones de las LMIs

Como se ha visto muchos problemas de optimizacion, en el disefio de controladores,
identificacion y procesamiento de sefiales, pueden ser formuladas usando LMIs. Esto solo
toma sentido si los problemas de LMIs pueden resolverse eficazmente y de una manera
fiable. Si se tiene la Desigualdad matricial lineal F (x) > 0, que define una restriccion
convexa en la variable x. La optimizacién del problema involucra la minimizacion (o
maximizacion) de desempefio de la funcion: f: s - Rcons = x|F (x) > 0 para que

pertenezca al tipo de problemas de optimizacion convexa.
Suponiendo que F,G : V - S™ yH : V —— S§™ son funciones afines, se pueden
elegir tres problemas genéricos para entender mejor las Desigualdades Matriciales

Lineales.

1. Factibilidad: Prueba si existen o no soluciones de x tal que:

F(x) >0 (2.55)

A la condicion anterior de le llama problema de factibilidad. La LMI se llama no-

factible en caso de no existir solucién alguna que cumpla con la ecuacion (2.55).
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2. Optimizacién: Consistente en la minimizacion de una funcion lineal objetiva sujeto
a restricciones de tipo LMI como, por ejemplo: Minimizar cT x , tal que F(x) > 0 es
un papel importante en el disefio basado en técnicas LMI.

3. Minimizacion de valores propios generalizados: Este problema equivale a

minimizar un escalar A, en el cual se cumple que:

F(x)—G(x)>0
Minimizar A, sujeto a: F(x)>0 (2.56)
H(x) >0

Aplicaciones de las LMIs en Control
Algunos problemas de control y especificaciones de disefio tienen formulaciones de
tipo LMI obtenidas a partir de la teoria de Lyapunov que se usa tanto en el analisis como
en el disefio y control mediante utilizacién de la norma H,, estimaciones, identificacion,
disefio 6ptimo, disefio estructural, problemas matriciales. Una de las principales ventajas

de la formulacion de las LMIs es la habilidad de combinar varias expresiones de disefio de

una manera numéricamente tratable.

Se puede hacer una gran lista de problemas de control que se pueden resolver

mediante técnicas de LMI, entre las principales se puede nombrar las siguientes:

e Estabilidad de Lyapunov.

e Estabilidad Robusta de sistemas con incertidumbre lineal invariante en el tiempo
(LTI.

e Estabilidad cuadratica.

¢ Disefio de retroalimentacion de estado multi-modelo, multi-objetivo.

¢ Ubicacién de polos.

¢ Sistemas dindmicos con introduccién de incertidumbres.
e Control con normas H, (rechazo a perturbaciones).

¢ Disefio de controladores robustos con ganancia fija.

e Control de sistemas estocasticos.
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Complemento Schur

El complemento de Schur permite resolver sistemas de ecuaciones complejos de una
forma sencilla, el calculo de las incognitas se puede hallar de forma independiente también
el numero de incognitas es menor que el numero total de incognitas para cada ecuacion

cuando se expresa con el complemento Schur.

Sea una matriz A, representada en bloques como se muestra debajo.

Ay A
A= ( H 12) 2.57
Ay Az (2.57)

Los complementos de Schur son:
sch(A11) = Azz — Az1(A11) g, (2.58)
sch(Az2) = A1 — A12(Azz) M4z (2.59)

Ubicacion de los Polos en Regiones LMI

El concepto de region LMI es util para formular los objetivos de la ubicacién de polos
en términos de LMI. Las regiones LMI son subconjuntos convexos D del plano complejo

caracterizado por:
D=z€C:L+sM+35M'<0 (2.60)
D es denominado una regién LMI, donde M y L = LT son matrices reales.
fo =L+ sM+ sMT (2.61)
La ecuacion (2.61) es llamada funcién caracteristica de la region D. Una region LMI es
convexa y simétrica con respecto al eje real. Practicamente, las regiones LMI incluyen
regiones relevantes tales como sectores, discos, conicas, franjas, etc., asi como también

cualquier interseccién de estas.

Otra fortaleza de las regiones LMI es la disponibilidad del teorema de Lyapunov para

tales regiones. Especificamente, si A;j1<;j<m Y Mij1<ij<m Muestran las entradas de las
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matrices L y M, una matriz A tiene todos sus valores propios en D si y solo si existe una
matriz P definida positiva tal que

[AU P + Lll] AP + }ll] PAT ]1si,j5m <0 (262)
A continuacion, se indica algunos ejemplos de regiones LMI P utiles con su
respectiva funcién caracteristica fp, :
e Region LMI Disco. Un disco como el que se muestra en la figura 2.18 con centro en

(—q,0) y radio r, un punto en el plano complejo representado por el numero complejo

s =x+jy se encontrard dentro del disco si y solo si se cumple la siguiente

desigualdad
(x+q@?+y*<r? (2.63)
+qG+q <r? (2.64)
-2+ G+qE+q) <0 (2.65)

Considerando que r es estrictamente positivo se puede escribir la siguiente ecuacion
—r+(+r1E+q) <0 (2.66)

Usando el complemento de Schur la ecuacién (2.115) se puede expresar como:

[gj:q S_Jrrq] <0 (2.67)

La ecuacioén (2.67) describe la region LMI disco, equivalentemente la ecuacion (2.67)

se puede expresar como:

-r q 0 11, .0 197

[q _r]+s0 0]+s[0 0] <0 (2.68)
De la ecuacion (2.61) se deduce los valores de L y M los cuales son:
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0 1

b o (2.69)

/o

Figura 2.18: Region LMI Disco

e Region LMI seccién cénica centrada en el origen y con un angulo interno. La

inecuacion que describe la regién LMI para este caso es:

(s+35)sen@® (s —35)cos B

(—s+35)cos@ (s+35)senb (2.70)
Donde los valores de L y M son:
_ _[sen@ cos @
L=0 M= [— cos@ senb (2.71)
/'
/
&
g
\
\ N,
\ \
N

Figura 2.19: Region LMI Cénica
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eRegion LMI franja vertical. La franja esta comprendida entre —f < x <
—a < 0, laregion LMI franja se muestra en la figura 2.20. La desigualdad que describe
esta region es:

2 +(s+3) 0 ]
[ 0 —(s+5) —2p] <° 2.72)
Donde los valores de L y M son:
L=2[°c 0] m=[l ] (2.73)
0 —-BI 0 -1
\\.\ ‘//
\_\L\ .‘//
\*-. ./":r
A /'-
0
. S
. e
\.\. e
- -/._.r

Figura 2.20: Regién LMI Franja

Dada las regiones LMI D; y D, con sus funciones caracteristicas fp, y fp,
respectivamente, y si D =D; n D, es también una region LMI, su funcion

caracteristica es:

Fp = diag (fDl'sz) (2.74)

2.12.2 Control H,, con LMI

Sea el sistema de control lineal con una entrada de disturbios w

X = Ax + Bju + B,w (2.75)
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z=Cx+ Dlu + D2W (276)
Donde: x € R™ y z € R™ son los vectores de entrada y salida respectivamente.

Ademas, w € RP es el vector de disturbios.

Ante un controlador por realimentacion de estados de la forma u = Kx, el sistema

resultante es:
x = (A+ BK)x + B,w (2.77)
z=(C + D;K)x + D,w (2.78)

Expresando el sistema en el dominio de la Laplace

sX(s) = (A+ B1K)X(s) + B,W(s) (2.79)
[SI — (A4 + B,K)]X(s) = ByW(s) (2.80)
X(s) = [SI — (4 + B,K)] 1B, W (s) (2.81)
Z(s) = (C + D1K)X(s) + D,W(s) (2.82)
Z(s) = (C + DyK)[SI — (A + B,K)] " B,W (s) + D,W(s) (2.83)

Por lo tanto: Z(s) = G, (s)W(s), donde:

Gpw(s) = (C + DyK)[SI — (A + B,K)]"'B, + D, (2.84)

El problema de control optimo consiste en encontrar una matriz K que pueda estabilizar
el sistema y demdas minimizar los disturbios que se amplifican por la funcién de

transferencia G,,, (s)

G ()llew <¥ (2.85)
y>0 (2.86)

(A + B1K) (estable)
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El problema del control H,, tiene solucion si y solo si existe una matriz W y otra matriz

simétrica positivamente definida X, de modo que: (Duan & Yu, 2013)

(AX + BW)T + (AX +B,W) B, (CX+DwW)T
BY —yl D <0 (2.87)
(CX + D,W) D, —yl

Cuando esas matrices son encontradas (W, X), la solucién del problema es:

K=wx"t (2.88)

La LMI de (2.87) es equivalente a las LMI de (2.89) y (2.90) (Duan & Yu, 2013):

(AX + BW)T + (AX +B,W) B, (CX+DW)T
BT —y2I DT <0 (2.89)
(CX + D, W) D, —1I

(AX + ByW)T + (AX + ByW) + B,BY (CX + D,W)T + B,D}

<0 2.90
CX + D;W + D,BY —y2I + D,DY (2.90)

Si se cumple que R = y%I — D,D} > 0 y usando el complemento de Schur la LMI de

(2.90) es equivalente a la desigualdad de la matriz cuadrética siguiente:

(AX + BBW)T + (AX + ByW) + B,BY + ((CX + DyW)T + B,DI)R-*(CX + D;W + D,BY) < 0
(2.91)

Asumiendo que R = y%I — D,D} > 0 y expresando la LMI (2.90) como una ecuacion
tal como la ecuaciéon (2.92), se resuelve por métodos basados en las ecuaciones de

Riccati. La ecuacion de Riccati (ARE) de (2.91) se expresa de la siguiente forma:

(AX + BBW)T + (AX + ByW) + B,BY + ((CX + DyW)T + B,DI)R™*(CX + D;W + D,BI) =0
(2.92)
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CAPITULO 1l

DESARROLLO DEL TRABAJO

3.1 Modelo Dindmico del Robot de Dos Grados de Libertad
El modelo dinamico del robot se formula aplicando la ecuacion de movimiento de

Lagrange.
4@y L, e
dt \aq aq '
Donde T es el torque aplicado a cada articulacion, el Lagraniano definido en términos

de la energia cinética K y la energia potencial P se expresa del siguiente modo:

L=K-P (3.2)

En la figura 3.1 se muestra el robot a utilizar para la aplicacion.

N
y

7777 1r>

Figura 3.1: Robot de dos grados de libertad.

El significado de los parametros del robot se muestra en la siguiente tabla:



Simbolo Descripcién
M, Masa del primer eslabén
M, Masa del segundo eslabén
L, Longitud del primer eslabén
L, Longitud del segundo eslabon
0 Angulo de la primera articulacion
qs Angulo de la segunda articulacién
01 Velocidad angular de la primera articulacion
qs Velocidad angular de la segunda articulacion
44 Longitud al centro de masa del primer eslabon
4, Longitud al centro de masa del segundo eslabén
41 Aceleracion angular de la primera articulacion
G- Aceleracion angular de la primera articulacion
hy Altura del centro de masa del primer eslabon
h, Altura del centro de masa del segundo eslabén

Tabla 3.1; Parametros del robot de 2GDL

Las ecuaciones de posicién del centro de masa del primer eslabon son:

x1 = ¥1sen
1 - 1 ql} (3.3)
y; = f1cosq,
De igual modo las ecuaciones de posicion del segundo eslabon son:
Xy, = Lisenq,+¥;sen(q, + qz)}
(3.4)
y, = Lycosq, +¥;cos(q, + qz)

Para aplicar la ecuacion de movimiento de Lagrange, primero se determina las
expresiones de la energia cinética y energia potencial para cada uno de los eslabones del

robot. La energia cinética se define mediante la siguiente ecuacion:

1
K= Y15 Mv} (3.5)
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Donde v; es la velocidad de movimiento de los eslabones del robot, la ecuacion de la
velocidad en funcién de la posicion x y la posicién y para cada eslabon se expresa del

siguiente modo:
2 ) -2
vi = X{ +Y; (3.6)

Para el caso del robot en estudio, la energia cinética total se expresa mediante la

siguiente ecuacion:
K =2 My} + 3D +5 Mo} +59) 37)
La energia potencial para el robot se expresa del siguiente modo:
P = Y71 M;ghi(q) (3.8)

Con las expresiones de las energias cinética y potencial definidas, se procede a

determinar las expresiones:

X1 =41 41€05q4 } (3.9)
y1 = —t14;senqy '
Xy = (Lq cos(qq) +€; cos(qy + q2))q, + 2 cos(qy + q2) 4 } (3.10)
Y2 = (—Ly sen(q,) — £, sen(q; + q2))q1 — £, sen(q; + q1)q> '
De (3.6) y (3.9)
.2 . 2 .
vi =X1+y] = £54f (3.11)

De (3.6)y (3.10), v} = X5 + >

v5 = (L] + 2L, 4, cos(qy) +£3)q7 + €5q5 + 2(L15 cos(qr) +£5)d1q,  (3.12)

Reemplazando las ecuaciones (3.11) y (3.12) en la ecuacion (3.7), se tiene que la

energia cinética total del robot es:
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K = %(MJ% + M2L21 + 2M,L,, COS(CIZ) + szg)f'hz + %sz%c'[% + (ML, 2, COS(qz) +

M33)4142 (3.13)
La energia potencial total del robot se expresa como:
P= Mgy, + Mgy,
P = M;g?, cos(q;) + MygL, cos(q;) + Mpgf, cos(q; + qz) (3.14)

Reemplazando la ecuacion (3.13) y la ecuacion (3.14) en la ecuacion (3.2) se obtiene:

L= %(Mﬂ)% + M2L21 + 2M,L, 1, COS(QZ) + sz%)"hz + %szgqg + (M2L1€2 COS(Qz) +
Mz@)"h"h — M, g#, cos(q,) — MpgL4 cos(qy) — M,g€, cos(qy + q2)
(3.15)

Realizando operaciones, la ecuacion de movimiento del robot aplicando la ecuacion de

Lagrange se obtiene:

[7] ' .
ﬁ = (MI{% + M2L% + Mz‘g% + 2M2L1’€2 COS(qZ))ql + (M2L1‘€2COS(CI2) + szg)qz
(3.16)
d 0L .
E a—ql = (Mlei + MzL% + MZ{’% + 2M2L1‘£2 COS(qZ))ql + (Mle‘gz COS(qz) +
M, £5)G, — 2M, L1 45 sen(qz) 414, — MaLi€,sen(q;)43
(3.17)
[7]
a_qu = M,g?t,sen(q,) + M,gL, sen(q,) + M,g¢, sen(q, + q,) (3.18)
JaL . )
Er M35 4z + (Mat3Ly cos(qz) + Mat3)q, (3.19)

d oL . ) .
at ad; My 25 Gy + (MyLy#5 cos(qy) + Mpt3)Gy — MLy £, sen(qz) 414, (3.20)

JdL

94, = —M,L,¥;, sen(q,) CI12 — M,L,%, sen(q;) 414, + M,g¢, sen(q; + q,)

(3.21)
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Finalmente se reemplazan las ecuaciones anteriores en la ecuacion (3.1) obteniéndose

las ecuaciones que describen el comportamiento dinamico del robot.
d (6L> oL
dt\ag) " aq "
Para el ler. Eslabon: (3.17)-(3.18):
(M1 €3 + MyL3 + Myt3 + 2M, L1 £, c05(q2)) Gy + (MaLy £, cos(qz) + My£3)d,
— 2M, L%, sen(q,) 41G, — M, L1 £, sen(q;) G5 — My g€qsen(q,)

— M,gL, sen(q,) — M,g€,sen(q, + q;) = 74
(3.22)

Para el 2do. Eslabon: (3.20)-(3.21):
szgfl'z + (M,L,¢; cos(q,) + szg)ih + M,L, ¢, sen(q,) 5112 — M,gt,sen(q, + qz)

(3.23)

Las ecuaciones (3.22) y (3.23) se pueden escribir en la forma compacta de la forma

siguiente:

M(@)4d+V(@qqq+ G =t (3.24)

Donde M(q) es la matriz de inercias, V (g, ¢) es la matriz de coriolis y fuerza centrifuga

y G(q) es el vector de gravedad, para este caso los términos M(q),V (q,q9) Y G(q) se

expresan como.

M(q) = lMlei + MyL3 + MyE5 + 2M,L1 45 cos(qy)  Myt3 + M,Ly#, cos(q,)
M, £% + MyL,2, cos(qy) M, 4¢3
(3.25)
V(g,q) = —2M,Lq 0, Sen(‘lz)_ G2 —M;yL,1%; sen(qy) ‘?2]
M,L1?; sen(qz) ¢4 0
(3.26)
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—M; g%, sen(qy) — M,gL, sen(q,) — M,g¥, sen(q, + q,)

G(a) =
(@) —M,gt, sen(q, + qz)

(3.27)

3.2 Modelo de los actuadores
Existen varios tipos de actuadores tales como eléctricos, neumaticos o hidraulicos, en
este trabajo de Tesis se escoge un motor de corriente continua con iman permanente, estos

son usados comunmente en aplicaciones robdéticas.

3.2.1 Modelo del motor DC de la primera articulacion

En la figura 3.2 se muestra un motor de corriente continua de iman permanente.

Rs L

Figura 3.2: Motor de CC usado en la primera articulacion

Las ecuaciones que describen a un motor de corriente continua con iman permanente

son las siguientes:

T = Kgig, (3.28)

vy = Rig+ Lo + ey (3.29)
ey = Ky~ (3.30)

Gm = Nq; (3.31)

Tm = ]mqm + mem + 1 (3.32)

Donde el significado de las variables y pardmetros se resume en la siguiente tabla:
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Simbolo Descripcién
e Posicion angular después de los engranajes
2 Voltaje de armadura
Qm Posicion angular del eje del motor
Tm Par en el eje del motor
T1 Par después del juego de engranajes
7L Par de la carga
iq Corriente de armadura
ep Fuerza contra-electromotriz
R, Resistencia de armadura
Jm Constante de inercia del motor
fm Constante de friccion del rotor
L, Inductancia de armadura
K, Constante motor-par
K, Constante de contrarreaccion electromotriz
n Relacion de reduccion de engranajes (en general
n>»1)

Tabla 3.2: Variables y parametros del Motor de CC de la primera articulacion

En robdtica generalmente la relaciéon de reduccion de engranajes es mucho mayor a

1, entre 20 a 200 o0 mas. De la ecuacion (3.32) y considerando que t,n = 74, Se tiene:
Tm = JmGm + fmQm + ‘;_1 (3.33)

Donde J,, es lainercia del rotor y f;,, es la friccion del rotor, derivando la ecuacion (3.28)

se obtiene

dia _ T Ik, (3.34)

dt

De las ecuaciones (3.28), (3.30) y (3.34) en la ecuacion (3.29), se obtiene:

Rq Lq . .
vy = K—arm + K—atm + Kyq, (3.35)
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Por lo general la inductancia de armadura L, es despreciable para los motores de
corriente continua con iman permanente de baja potencia (Ogata, 2010), entonces se tiene

L, = 0, entonces se tiene la siguiente ecuacion:
V1= T + K, qm, (3.36)
reemplazando la ecuacion (3.33) en la ecuacion (3.36) se obtiene
01 =& Unlim + finGm + 2 + Kyl (3.37)

De la ecuacion (3.31) se tiene q,, = nq; y reemplazando en la ecuacion (3.36) se

obtiene

Kq .. . KaKp .
kg U1 T Jmby + finG: + ;ab q: t % (3.38)
Reordenando la ecuacién (3.38) se obtiene
Ka . . KaKpn? .
71 = nRa vy — %Gy — P fin Gy — Rsn q1 (3.39)

Reemplazando la ecuacién (3.39) en la ecuacién (3.22) se obtiene

nR—I?a [(Mﬁ)% + M,L3 + My#3 + 2M,L, 4, cos(q,) + n?p)dy + [MyL, 2, cos(qy) +
.. KaKpn? . .
Mz%]‘lz + (nzfm + Tbn —2M,L, %, Sen(Qz)Qz) G1 — M,L,%, sen(q,) q% -

M, g¢;sen(q;) — M, gL, sen(q;) — M,g¢, sen(q, + CIz)] =17
(3.40)
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3.2.2 Modelo del motor DC de la segunda articulacion

En la figura 3.3 se muestra el motor de corriente continua de la segunda articulacién.

Ra La

Figura 3.3: Motor de CC usado en la segunda articulacion

Donde el significado de las variables y parametros se resume en la siguiente tabla:

Simbolo Descripcién
q> Posicién angular después de los engranajes
vy Voltaje de armadura
qm Posicion angular del eje del motor
Tm Par en el eje del motor
T, Par después del juego de engranajes
7L Par de la carga
iq Corriente de armadura
ep Fuerza contra-electromotriz
R, Resistencia de armadura
Jm Constante de inercia del motor
fm Constante de friccion del rotor
Lg Inductancia de armadura
K, Constante motor-par
Ky Constante de contrarreaccion electromotriz
n Relacion de reduccion de engranajes (en general
n> 1)

Tabla 3.3: Variables y pardmetros del Motor de CC de la segunda articulacion
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Procediendo de la misma forma que el modelo del motor de la primera articulacion se
obtiene la siguiente ecuacion

KaKle

Kq .. ) .
T, = 1;7”2 - nzjqu - nzfqu - p) (3.41)

Reemplazando la ecuacion (3.41) en la ecuacion (3.23) se obtiene
R . . .
n_,:,la [(szzlq cos(qy) + Myt3)Gy + (My€5 + n?J,) G, + MyLi2, sen(q,) g7 +

( fon + KaKZn )QZ — M,g+¢, sen(q, + ‘h)] =1,

(3.42)

3.3 Modelo del robot en el Espacio de Estados

Las ecuaciones (3.40) y (3.42) se pueden escribir en la forma compacta de la forma
siguiente:

M ()4 + V' (q.4)qg + G'(q) = v (3.43)

Donde M’ (q), V' (q,4) y G'(q) se expresan como:

R
24+ M,L2 + M,3 + 2M,L, ¢, cos(q,) +n ] ) 7[1(M2L1{’2 cos(qz) + M,£3)
n a

M'(q) =

Li£; cos(q,) + M, t3) 2 t nzfm)
(3.44)

[Ra [, K, K,n? _ R, 1

| X n°f + R — 2M,L,¢; sen(q,) q, —M,L,¥, sen(q )q2|

V=" “ N |

' R, _ R, K Kbn
n_Ka M,L ¢, sen(qz) q, K. n

(3.45)

E( (M€, + M,L,)g sin(q,) — M,g€, sen(q; + q3))
GCl@p=]""
_ﬁszzg sen(q, + qz)

(3.46)
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o=l o=l a= [l [a)

Para expresar las ecuaciones (3.40 y (3.42) en el espacio de estados se definen las
variables de estado del siguiente modo; x; = q1, X2 = §1,X3 = q,X4 = §,, donde q; ¥y ¢4
son el angulo y la velocidad de la primera articulacién respectivamente, g, y ¢, son el
angulo y la velocidad de la segunda articulacion respectivamente, entonces las ecuaciones

de estado se escriben del siguiente modo:

X = Xy (3.47)

Xy
_ [M, g4, sen(qy + q)1[(My €3 + n?],) — (M, L, £, cos(q,) + My£3)]
(Mz'?% + nzfm)(Mﬁ?i + MzLi + szé + 2M, L, ¥, cos(q,) + n?J,,) — (ML, £, cos(qy) + MZ{)%)Z

sen(q,)[(M,L£, cos(q,) + szﬁ)M2L1fthz + (M43 + nzjm)M2L1£2(2"h"I2 + Q%)]
(M3 +n2],, ) (My£5 + My L3 + Myt + 2M, Ly £, cos(qy) + n?)y,) — (MyLy£, cos(qy) + My£3)?

[sen(q;) (M, g¢; + M29L1)(M2{)% + nzjm)] + [(M,L£; cos(q,) + szg)(nzfm + KK, nZ/Ru)qZ]
(M 03 + n2],, ) (M1 €5 + My LG + My €5 + 2M, Ly £, cos(qy) + n?)y,) — (MyLy £, cos(qy) + My£3)?

_ (MZ{)% + nZ]m)(anm + KaKbnz/Ra)(h
(M3 +n2],, ) (M1 £5 + My L3 + Myt + 2M, Ly £, cos(qy) + n?)y,) — (MyLy £, cos(qy) + My£3)?

[Tl Ka/Ra(MZ{J% + nzjm)]vl - [(MZLl‘ez COS(QZ) + MZ{)%)n Ka/Ra] VU,

* (M3 +n2],, ) (M1 45 + My L3 + Myt + 2M, Ly £, cos(qy) + n?)y,) — (MyLy#£, cos(qy) + My£3)?
(3.48)
X'3 = X4 (349)
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X4

+

M,gt,sen(q, + q;) [(My£3 + M,L5 + Myt5 + 2M, L, £, cos(q,) + n?Jy,) — (ML, £, cos(qy) + My 43)]
(MZ{J% + nzjm)(le% + MZL% + Mﬂ’% + 2M, L4, cos(qy) + n?Jy,) — (M,L, £, cos(q,) + MZ‘E%)Z

M, L2, sen(q,)[—q3 (My£3 + MyL5 + M5 + 2M, Ly £, cos(q,) + n?Jy,)]

(MZ{J% + nZ]m)(lef + MZL% + M2£% + 2M, L4, cos(qy) + n?Jy,) — (M,L, £, cos(q,) + MZ{J%)Z
M,L, %, sen(q,) (ML, £, cos(q,) + My£35)(24,4, + G3)

(MZ{J% + nZ]m)(lef + MZL% + M2£% + 2M, L4, cos(qy) + n?J,,) — (M,L, £, cos(q,) + MZ{J%)Z
—sen(q,)[M,L, ¢, cos(q,) + My£5][M, g€, + MpgLy] + (M, L, £, cos(q,) + My £3)[n*f, + K. Ky n?/Rglq,

(M2£§ + nZ]m)(Mli’% + MzLi + sz% + 2M, L ¢, cos(q,) + n?J,,) — (M, L, £, cos(q,) + MZ‘E%)Z
[M €2 + M,L% + M,#3 + 2M, L, £, cos(q,) + n?],1[n?f,, + K,K,n?/R, 14,

(M2£§ + nZ]m)(Mli’% + MzLi + Mz’?% + 2M, L, ¢, cos(qy) + n?J,,) — (M,L, £, cos(q,) + MZ@)Z
—[(MyL, 2, cos(q,) + Myt2nK,/R,] v, + [M €2 + MyL3 + M,#3 + 2M, L, £, cos(qy) + n?J, 1 nK, /R, v,

(M2£§ + nZ]m)(Mli’% + MZL% + sz% + 2M,L,¢, cos(q,) + n?J,,) — (M, L, £, cos(q,) + MZ‘E%)Z

(3.50)
Considerando las variables de estado del siguiente modo:
X1 =0q1
X =(q1
3.51
Xs = 4z (3.51)
X4 = (2

Las ecuaciones en el espacio de estados expresadas en funcién de las variables

X1, X3, X3 Y X4 SON:

561 = Xy (352)

X2
_ [M g, sen(x; + x3)[[(Mp 43 + 1)) — (Ma L5 cos(x3) + Mpt3)]
(M3 + n2J, ) (M £2 + MyL2 + My£2 + 2M, L, ¥, cos(x3) + n2J,,) — (ML, €5 cos(xs) + M,€3)2
sen(x3)[(M,L, €5 cos(x3) + My €3)My Ly €ox5 + (Mpt5 + n? [ )M Ly £5(2X5x4 + X3)]
(My 03 + n2J, ) (M €2 + MyL2 4+ My €3 + 2M, Ly £, cos(x3) + n2J,,) — (MyLy €, cos(xs) + My#3)2
[sen(x;) (M; g€y + M gLy)(My#3 +n?]p)] + [(M,L1 £ cos(xs) + Mp£3)(n? £, + KoKy n?/Ro)x4]
(My €3 + n2J, ) (M £2 + MyL% + My €2 + 2M, L £, cos(x3) + n?J,,) — (M,L, €, cos(xs) + M,£3)2
_ (M35 + n*J) (0P fin + Ko Kpn? /Ry,
(My €3 + n2J, ) (M £2 + MyL2 4+ My €3 + 2M, L, £, cos(x3) + n?J,,) — (MyL, €, cos(xs) + My£3)2
+ [n Ko/ Ro (M5 + n?Jn)]vy — [(MaLy €5 cos(x3) + Mpt5)n K, /R,] v,
(M 2% + n?], ) (M €% + MyL3 + My€3 + 2M,L, £, cos(x3) + n?J,,) — (MyLy#, cos(xz) + M,¥3)?2
(3.53)
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.7'C3 = X4 (354)

Xy
_ M,gt,sen(x; + x3) [(M €% + M,L2 + M,£3 + 2M, L ¥, cos(x3) + n?J,,) — (M,L, £, cos(xs) + M,£%)]
(M5 +n2],)) (M €% + MyL2 + My#3 + 2M, L, £, cos(x3) + n?J,,) — (MyLy €, cos(xs) + M,£3)?
N M, L, %, sen(xs)[—x2(M£? + M, L% + M,#3 + 2M,L, ¥, cos(x3) + n?J,,)]
(My 2% +n?],) ) (M, €% + MyL2 + My£3 + 2M, L, £, cos(x3) + n2J,,) — (MyLy €, cos(xz) + M,£3)?
M, L ¢, sen(xs) (MyL, €, cos(x3) + My£2) (2x,x,4 + x2)
(My 2% +n2],) ) (M, €% + MyL2 + My£3 + 2M, L, £, cos(x3) + n2J,,) — (MyLy €, cos(xz) + M,£3)2
—sen(x;)[M,L, £, cos(x3) + Mz%][l‘/hg’% + M,gL, ]|+ (ML £, cos(x3) + MZ‘E%)[nzfm + K K, nz/Ra]xz
(My 2% +n2], ) (M, £% + MyL2 + My£3 + 2M, L, £, cos(x3) + n2J,,) — (MyLy €, cos(xz) + M,£3)2
[M, €2 + M,L% + M, €3 + 2M, L, £, cos(x3) + n?], 1[n%f, + K, K,n?/R ]x,
(M2 +n2],) ) (M, £% + M,L2 + My£3 + 2M, L, £, cos(x3) + n2J,,) — (MyL, €, cos(xz) + M,£%)?
—[(MyL, £, cos(x3) + Myt3)nK, /R, ] v, + [M €% + My12 + M,£3 + 2M,L, £, cos(x3) + n?J,, | nK, /R, v,
(M5 + n?], ) (M €% + My12 + M, €3 + 2M,L, £, cos(x3) + n?J,,) — (MyL, €, cos(x3) + M,£%)?
(3.55)

Donde x; = g, es la posicion angular del primer eslabén del robot, x; = g, es la posicion
angular del segundo eslabon, x, = ¢, es la velocidad angular del primer eslabony x, = ¢,

es la velocidad angular del segundo eslabon.

El modelo matemético del robot de dos grados de libertad se expresa en el espacio de

estados considerando las variables de estado asighadas, del siguiente modo.

X1 =X
% = f1(x) + g11 (D v; + g12(X)v, (3.56)
.7‘C3 = X4_ !

%4 = f3(x) + G210 ()1 + g2z (X) v,

En la presente tesis la salida que nos interesa en la posicién de los eslabones, por esta

razon las ecuaciones de salida se formulan como.

Y 1f"1} (3.57)
Y2=X3

Donde:
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fi(x)
_ [M, g, sen(xy + x3)][(Mp£3 + n?],) — (MyL, €, cos(x3) + M,£3)]
(M2 + n?],) ) (M, €% + MyL2 + Myf3 + 2M, L, £, cos(x3) + n?J,,) — (MyLy €, cos(xz) + M,£3)?
sen(x3)[(M,L1 £, cos(xs) + My €3) My Ly £,x5 + (Mpf3 + n? [ )M, Ly £, (2,4 + x5)]

(M 2% + n?],, ) (M #2 + MyL2 + My£3 + 2M,L, £, cos(x3) + n?J,,) — (MyLy €, cos(xs) + M,£3)?2
[sen(x;) (My g€y + MpgLy)(Myt5 + n?,)] + [(MyLy £, cos(x3) + My£3)(n? fr, + KoKy n? /Ry, ]
(M5 + n?], ) (M, €% + MyL3 + My €3 + 2M,L, £, cos(x3) + n?J,,) — (MyLy €, cos(xs) + M,£3)?2

(M3 + n?],,)(0? fr + K Kyn? /Ry,
T (M2 + 2], (M2 + MyL% + My €% + 2MyLy £, cos(xs) + 1)) — (MyLy €, cos(xs) + M, £2)?
(3.58)

fa(x)
_ Mygt;ysen(x; + x3) [(My €3 + MyL3 + Myt5 + 2M, Ly £, cos(x3) + n?),) — (M Ly, cos(xs) + My #3)]
T (My 2 + 2], (M2 + M,L2 + My£% + 2M, L, £, cos(x3) + n2J,) — (MyLy £, cos(xz) + M,£2)2
N M, L, 2, sen(xs)[—x3(My£% + MyL3 + M,€3 + 2M,L, £, cos(x3) + n?J,)]
(M, 2% +n?2],) ) (M, €% + M,L2 + My£3 + 2M, L, £, cos(x3) + n2J,,) — (MyL, €, cos(xz) + M,£%)?
B M, L, ¢, sen(x3) (MyL, £, cos(x3) + My£3) (2x,x,4 + x2)
(M2 +n?2],) ) (M, £% + M,L2 + My£3 + 2M, L, £, cos(x3) + n2J,,) — (MyL, €, cos(xz) + M,£%)?
—sen(x;)[M,L £, cos(xs) + M, €3][M, g€, + Mo gL,] + (M, L, £, cos(xs) + M €3)[n*f, + KK n?/R,]x,
(M3 4+ n2], ) (M €2 + MyL2 + My£35 + 2M, L, ¥, cos(x3) + n?y,) — (ML, £, cos(xs) + M,€3)?2
3 [M €% + M,L5 + M5 + 2M, L, £, cos(x3) + n?J,1[n*f,, + K, Kyn®/Rylx,
(M3 + n?], ) (M €2 + MyL2 + My£3 + 2M, L, ¥, cos(x3) + n2Jy,) — (ML, £, cos(xs) + My€3)?2

(3.59)

(x) = [nKa/Ra(M2£5+n% m)]
gll (Mz{)%+nZ]m)(M1£§+MzL:ZL+M2£%+2M2L1£2 COS(x3)+Tl2]m)—(M2L1‘€2 COS(X3)+M2[%)2
(3.60)

(x) = —[(M3L1 €5 cos(x3)+M,¢3)nKq/Rq]
g12 (szé+n2]m)(M1£%+M2L%+M2£%+2M2L11,02 COS(X3)+Tl2]m)—(M2L1‘€2 COS(X3)+M2€%)2

(3.61)

~[(M2L1¢; cos(x3)+Mz£3)nKa/Rqa]
(MZ{’%+n2]m)(M1{’§+M2L%+M2{’%+2M2L1{’2 cos(x3)+n2]m)—(M2L1£’2 cos(x3)+M2£’§)2

(3.62)

g21(x) =

[M1£34+M L2 +Mp8%+2My L1 £, cos(x3)+n%Jm|nKa /Ry
(MZ{’%+n2]m)(M1{’§+M2L%+M2{’%+2M2L1{’2 cos(x3)+n2]m)—(M2L1£’2 cos(x3)+M2£’§)2

(3.63)

Ga2(x) =
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3.4 Sensores
Los sensores mas utilizados para medir la posicion de un robot son los encoders y

para medir la velocidad son los tacémetros.

3.4.1 Encoder
Las ventajas que tiene un Encoder frente a otro tipo de sensores son (Fernando, 2011):
e Alta resistencia a las condiciones ambientales tales como humedad, vibraciones e
impactos.
e Se puede usar en un rango amplio de temperaturas
e Capacidad de transmitir sefiales a grandes distancia
e Miniaturizable o tamafio apropiado para las caracteristicas del servomotor.

e Alta resolucion en la lectura de la posicion a medir.

Los Encoder se pueden clasificar en incrementales y absolutos, los Encoders estan
construidos con componentes opto electronicos, los Encoders Incrementales estan
constituidos por disco el cual tiene ranuras, el nimero de ranuras determina las cuentas
por revolucion (CPR), enfrente del disco giratorio se encuentra un arreglo de diodos LED
cuya luz emitida pasa a través de las ranuras del disco giratorio, esta luz es detectada por
los elementos fotosensibles: En la figura 3.4 se muestra la estructura interna del Encoder
HEDS 9100 de marca Avago, la cual se propone para ser implementado, la luz generada
por un diodo LED pasa por las rendijas del disco, el arreglo de fotodiodos detecta o no la
luz generada por el diodo LED, esta sefial es enviada a una circuiteria de procesamiento
de sefiales, que a su salida se tiene las sefiales del canal A y del canal B desfasadas en

90°, la salida es una onda rectangular con la misma diferencia de fase.
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Diagrama de bloques Forma de Onda en la Salida
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Figura 3.4: Diagrama de bloques interno y sefiales de un Encoder

En la figura 3.5 se muestra el Encoder HEDS 9100, se puede apreciar el disco con
500 cuentas por revolucion, la ranura de indice que genera un pulso por revolucion,
también se aprecia los cables del canal A (pin 3), canal B (pin5), indice (pin 2), la

alimentacion (pin 4) y tierra (pinl).

Figura 3.5: Encoder HEDS 9100

En la figura 3.6 se muestra el circuito digital que permite detectar si el motor esta
girando en sentido horario o anti horario, haciendo uso del circuito integrado LS7184 (pin
7).

59



-/ ECIockout LI 15

LS7184 z Up/m out 10 Co4r15t1agor
6 Mode inpUt En%r:s[():r;da
5|Bin +VDC

X1'I x2
i x4
Flotante

Figura 3.6: Conexién del Encoder, Cl LS7184 y el Cl 4516

También este circuito integrado permite cuadruplicar la precision del sensor, tal como
se muestra en el diagrama de tiempos de la figura 3.7, el pin 8 del CI LS7484 proporciona
la sefal de reloj que va conectado al contador ascendente/descendente 4516 de 4 bit,

gue puede ir conectado en cascada hasta obtener 16 bit.

Horario Detenido Anti Horario
/‘%K—/\—\/‘/%
CHA —1
CHB

(Modo X1) Clock

(Modo X2) Clock = | U u
R T Ty Ty T T T T A A

Up/Dn

-
-
-
=

Figura 3.7: Diagrama de tiempos del Cl LS7184

La ecuacion matemética del Encoder para determinar la posicién angular 6 cuando se

tiene n, ranuras en funcion del valor digital n expresado en el sistema decimal se puede
expresar como:

360°

0=-—n (3.64)

4n,
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3.4.2 TacOmetro

Un tacdémetro es un dispositivo que convierte la energia rotacional del eje motriz en
energia eléctrica, proporcional a la velocidad angular, la variable del voltaje v(t) del
transductor proporcional a la velocidad angular w(t) en el eje del motor se expresa como
(Machuca Mines, 2014):

v(t) = K,w(t) (3.65)
3.5 Pardametros del sistema
Se considera los siguientes parametros para el modelo dinamico del brazo robético:
e M1=0.88 Kg. Masa del primer eslabdn
e M2=0.88 Kg. Masa del segundo eslabdn
e L1=0.45m. Longitud del primer eslabdn
e L2 =0.45m. Longitud del segundo eslabén

e (=9.81m/s?Gravedad

Se considera que el material de los eslabones es de aluminio, la estructura mecéanica

del robot de dos grados de libertad, se presenta en la figura 3.8

Figura 3.8: Estructura mecanica del robot planar
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Para los fines de la simulacion se considera las especificaciones técnicas del motor de
corriente continua GM8724S029 de marca Pittman el cual se muestra en la figura 3.9,
segun la hoja de datos del fabricante se tiene los siguientes valores:

e Ra= 17 Q. Resistencia de armadura

o Ka=0.0105. Constante de torque del motor

e Kb =0.0436. Constante de fuerza contralectromotriz
e n =187.7. Relacion de reduccién con engranajes

e Jm = 1.6E-6. Inercia del rotor en kg-m?

e fm = 1.4E-6. Coeficiente de friccidon viscosa N-m-s/rad

Figura 3.9: Motor de CC Pittman GM8724S029

3.6 Introduccién al Control en el espacio de estados

Los robots manipuladores tienen un amplio rango de aplicaciones, tales como
manufactura de autos, soldadura, corte de piezas, exploraciones espaciales, manipulacion
de elementos peligrosos entre otros. Para que los robots se operen de forma eficiente, es

necesario disefiar algun tipo de control, siendo los mas conocidos los siguientes:

e Control de posicion
e Control de velocidad

e Control de fuerza

Existen muchas estrategias para controlar las trayectorias de los robots, en los ultimos

afos se estan haciendo muchas investigaciones en el control con inteligencia artificial,
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especificamente con control Difuso y Control aplicando redes neuronales, también se estan
combinando estas técnicas con técnicas de Control Optimo, Control Robusto, Control
Predictivo, para resolver este tipo de problema de controladores es posible usarla norma

H, junto con Desigualdades Matriciales Lineales.

El problema se centra en el control de posicién de un robot plano de dos grados de
libertad, el cual se muestra en la figura 3.1, para este fin se hace uso de la Légica Difusa,

Control Optimo H,, y Desigualdades Matriciales Lineales, la configuracion del sistema de

control se muestra en la figura 3.14.

Rohot

Controlador | Voltaje Tarque Paosicion Angular
» Motor » .

Ref—» - >
Difuso-H g,

Realimentacion posicion
angular y velocidad angular

Figura 3.10: Sistema de control del Robot

3.7 Matrices de estado y de salida

Utilizandose la técnica de expansion de serie de Taylor, evaluado en una pequefa
vecindad del punto de operacién, los términos de orden superior en la serie de Taylor
pueden ser despreciadas, asi, la matriz de estado linealizada y evaluada en el punto x,

resultante es:
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[0fi  0fi 0fi 0fi]
dx, 0x, Ox3 0x4
f, 0f; 0f, Of;
dx, 0x, O0x3 0x4

JA=lar, of of R (3.66)

dx, 0x, Ox3 0x4
fs 0fs O0fs Ofy

[0x; 0x, Oxg 0x,

La matriz de la ecuacién (3.66) es la matriz Jacobiana evaluada en x,, de la misma

forma se puede expresar la matriz de entrada linealizada y evaluada en el punto u,.

du, Jdu,
o
du, Jdu,
JB = % % (3.67)
du; Jdu,
fs  0fa
_a_‘ul a_‘uz_ u=1uy

3.8 Modelo Dinamico Difuso

Un sistema no lineal se puede representar por medio del modelo Difuso Takagi-
Sugeno, para representar un sistema no lineal a través de este modelo, se forman los
modelos para cada punto de operacion lineal, el modelo difuso general del sistema se logra
mediante la "combinacién" difusa de los modelos del sistema lineal (Tanaka & Wang, 2001).

La i-esima regla del modelo difuso del sistema no lineal tiene la siguiente forma:

Sean las variables de estudio z;, z,, ... , z; con L puntos de estudio, donde se estudia

los conjuntos de pertenencia de cada variable.

x es el vector de variables de estado donde x = [zq, 21, 23, Z3, .., Zg, Zg ]

F;1(z1(t)) es el grado de pertenencia para la variable z; en el punto de estudio 1

Fi,(z,(t)) es el grado de pertenencia para la variable z, en el punto de estudio 1

F14(z4(t)) es el grado de pertenencia para la variable z, en el punto de estudio 1

64



F,1(z1(t)) es el grado de pertenencia para la variable z; en el punto de estudio 2

F,,(z,(t)) es el grado de pertenencia para la variable z, en el punto de estudio 2

F;1(z1(t)) es el grado de pertenencia para la variable z; en el punto de estudio L

F;,(z,(t)) es el grado de pertenencia para la variable z, en el punto de estudio L

FL4(z4(t)) es el grado de pertenencia para la variable z; en el punto de estudio L

El modelo Difuso Takagi-Sugeno es una interpolacion de muchos modelos lineales,

donde z; son la variable de la premisa y F;;(z;(t)) es el grado de pertenencia.

Se define p;(z(t)) como la funcion de pertenencia para los conjuntos difusos F;;.

Los resultados de los sistemas difusos se infieren de la siguiente manera: (Tanaka
& Wang, 2001)

x(t) = Yh L wi@®)[4x®)+Bu(t)]

Tiey wi(z(®) (368
() = Thy hi(z(E)[Ax() + Bau(D)] (3.69)
0 - agieieze
y(®) = Xiog hi(z®)[Cix(®)] (3.71)
Donde L se refiere al numero de reglas del sistema difuso.
Sea g el nUmero de variables.
w(z() = H?:l Fij(z;(t)) (3.72)
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hi(z(D) = % (3.73)

Se asume que p;(z(t)) =0y Zi:lui(z(t)) > 0 para todo t, de este modo también
hi(Z(t)) = 0.

3.9 Controlador Difuso

Cada regla de control es disefiada de la correspondiente regla del modelo difuso
Takagi-Sugeno. El controlador difuso tiene los mismos conjuntos difusos del modelo
difuso en las partes de la premisa. Se tiene el controlador el cual tiene la siguiente
forma: (Tanaka & Wang, 2001)

SI z:(t) Es Fy y..y Zg(t) Es F } (3.74)

ENTONCES u(t) = K;j[x(t) —x,(t)] paraj=12,..L

El controlador difuso en su forma general esta dado por:

ZL._ i (zO)[Kj(x()~ % ()]
u(t) = ——— (3.75)
D uiz®)

L L
w0 =) wEOKEO - %] =) nEO)KeE© - x0)

(3.76)
3.10 Control H,, por realimentacion de estados

Para un sistema en el espacio de estados considerando disturbios a los que puede

estar sometido, se puede expresar de la siguiente forma:

x = Ax +Blu+Bzw}

y =Cx+ Dyu+ D,yv (3.77)

Donde:
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x € R" yy € R™ son respectivamente el vector de estados y el vector de
salida.

w € RP es el vector de disturbios externos

e v € RP es el vector de ruido de medicién

u € R" es el vector de control

A,C,Dq, Dy, B1 y B, Son las matrices de coeficientes

Para el sistema de la ecuacion (3.77) se disefia la ley de control por realimentacion de

estados

u=—Kx (3.78)

Con lo que se obtienen las ecuaciones para el sistema en lazo cerrado.

Y2 Don 1 0on) 79
La influencia del disturbio w en el vector de salida y se determina por:
y(s) = Gyw(s)w(s) (3.80)
Donde
Gy = (C+ D1K)(sI — (A+ B1K)) ' B, + D, (3.81)

También se define para una matriz racional G(s) que su norma H,, esta dado por
1G () leo = sup{Omax(G(Gw))} (3.82)
w
También la salida se puede expresar usando la siguiente ecuacion.

y(s) = G(s)u(s) (3.83)
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Para un sistema que se describe mediante la ecuacion (3.77) se puede disefiar una
ley de control por realimentacion de estados siempre que cumpla la siguiente condicion:

G (e < ¥ (3.84)

Donde y es un escalar positivo.

El problema hasta esta fase consiste en determinar los valores de la matriz K de la
ecuacion (3.78), esta matriz permite controlar la posicion del robot de dos grados de
libertad. Haciendo uso del control H,, se tiene una solucion siempre que se pueda plantear
mediante una ecuacion de desigualdades matriciales lineales. Se define la siguiente

desigualdad matricial lineal: (Duan & Yu, 2013), anexo C.

(AX+B W) +AX+BW B, (CX+DwW)T
BY —yl DT <0 (3.85)
CX +D,W D, —yl

Esta inecuacion tiene una solucion si y solo si existe una matriz W y una matriz X
semidefinida positiva. Dado que se tiene un nivel de atenuacion minimo y y la matriz X es

semidefinida positiva, la matriz K se puede hallar resolviendo las siguientes inecuaciones:

miny
Sujetoa: X >0
(AX +BW) + AX+B,W B, (CX+DwW)" (3.86)
B} —yI D} <0
CX + D,W D, —yI

Después de resolver la desigualdad matricial lineal (3.85) se tiene los valores de las

matrices W y X , la solucion al problema estara dado por:
K=wx"1 (3.87)
El sistema de control en el espacio de estados se muestra en la figura 3.15, en el

sistema que se propone, se usan varios modelos lineales en diferentes puntos de

operacion.
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)+~ < u 5 X X o LY

Figura 3.11: Sistema de Control en el Espacio de Estados

La ecuacion (3.85) tiene la forma de una LMI y esta expresada como un problema de
optimizacion convexa, para resolver este tipo de problemas se puede usar diferentes tipos
de software, para el sistema de control de este trabajo se utilizé el software MATLAB y el
Toolbox LMI desarrollado en (Gahinet, Nemirovski, Laub, & Chilali, 1995). El cd6digo

desarrollado se muestra en el anexo B.

3.11 Senfales de prueba

Para efectos de simulacién se considera las sefiales de prueba que se muestran en
las figuras 3.12 y 3.13, estas sefiales representan la referencia para las variables x; y x5

respectivamente.

15 | | | | |
0 10 20 30 40 50 60

Tiempo (segundos)

Figura 3.12: Sefal de referencia para la variable x,
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20 30
Tiempo (segundos)

40

50 60

Figura 3.13: Sefal de referencia para la variable x;

3.12 Sistema de Control de dos variables de entrada con tres funciones de

pertenencia.

3.12.1 Usando funcién de pertenencia triangular

Para el robot, se establece los limites de angulo de las articulaciones en el rango de

[-m/2,1/2] para la primera y segunda articulacion, también se define el nUmero de reglas

y los limites de las funciones de pertenencia tal como se muestra en la figura 3.14.

Positiva

Origen

Negativa

Negativa Origen Positiva
—m/2 0 /2
o :r'.'=,-’-13x+33u .7;:=A5x+85u 3;:=¢4.9x+891£
—
) y = y = Cex ¥ = Cex
i =A,x+ Byu X =Asx+ Bsu X =Agx + Bau
o
¥ = Cx y = Cx ¥ = Cox
[ :i'=,-’-11x+31u .7;.'=A4x+84u .7;:=.¢17x+3?u
T
B
I v = 4% v = CaX v = Cox

70

Figura 3.14: Reglas utilizadas para el control no lineal




Funcién de pertenencia triangular. La cual esta especificada por tres parametros

reales constantes a, b y c; con una variable real x del siguiente modo.

Triangulo(x;a,b,c) = max (min (g,g) ,0) (3.88)

Se define la forma de las funciones de pertenencia triangular para las variables

X1 Yy X3, tal como se muestra en la figura 3.18, donde:

Conjunto Origen:

IA

=

IA
NS

i l T l non —nb—O T
rianguloprigen = rlanguo(x,—z, ,E),a——z, =0c=5,-37

x—(—m/2) mw/2—x

= max | min 0= (—n/2)’ E—O ,0
2
_ ( ) (x+7r/2 7r/2—x) 0)
= max ( min 2wz )
La grafica de esta funcién es:
1
0.5
0 >

—m/2 0 /2
Figura 3.15: Conjunto origen

Conjunto Negativa:

T T T
Trianguloyegative = Triangulo (x; —T, —3 0); a=-m,b=-n/2,c =0, - <x< 5

_ . x—(-1) 0—x
= max (min (—7‘[/2—(—7r) ’ 0—(—7r/2)) /0)

. X+mT —x
= max (min (n_/z’n_/z) ,0)
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0.5

—-mt/2 0 /2

Figura 3.16: Conjunto Negativa

Conjunto Positiva

TR
IA
=
IA

TS

T
Triangulop,sitiva = Triangulo (x; —m = 0); a=0,b=mn/2,c=m—

. x—0 T—X
= max (min (1‘[/2—0 ’ 11—(11/2)) ,0)

. X mT—X
= max (min (1‘[_/2'11'_/2) ,0)

0.5

-2 0 w/2

Figura 3.17: Conjunto Positiva
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‘ . . Origen .
1|Negativa Positiva
0.5 X4
0 »
—1/2 o /2 Posiciéon Angular
) . Origen e
1 Negativa Positiva
0.5 X4
0 »
-n/2 0 /2 Posiciéon Angular

Figura 3.18: Funciones de pertenencia

El modelo dinAmico Difuso usado es el modelo Difuso Takagi-Sugeno, tiene dos

variables en la premisa (g = 2), se tiene tres conjuntos difusos para cada variable,

entonces se tiene nueve reglas (L = 9).

En este caso se tiene 9 modelos lineales, Considerando las reglas que se muestran

en el grafico 3.14 se define las reglas de la base del conocimiento del siguiente modo:

SI x4 estapor—m/2y x3 esta por —m/2
Entonces
x=A1x+Bqu Regla 1 (3.89)
y=C1x

SI x4 estapor—m/2y x3 estapor 0
Entonces
X=A,x+Byu Regla 2 (3.90)
y=Cx

SI x4 estapor—m/2y x3 esta por m/2
Entonces
X=A3x+B3u Regla 3 (3.91)
y=C3x
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SI x4 esta por 0y x3 esta por —m/2
Entonces
X=AuXx+Bsu Regla 4 (3.92)
Y=Cyx

SI x, estapor 0y x3 estapor 0
Entonces
X=Asx+Bsu Regla 5 (3.93)
y=Csx

SI x1 estapor 0y x3 esta por /2
Entonces
X=AgX+Bgu Regla 6 (3.94)
y=Cgx

SI x4 estapor m/2y x3 estapor—m/2
Entonces
xX=A,x+B7;u Regla 7 (3.95)
y=C7x

SI x4 estapor m/2y x3 estapor 0
Entonces
xX=Agx+Bgu Regla 8 (3.96)
y=Cgx

SI x4 estapor m/2y x3 estapor mw/2
Entonces
X=AgX+BoU Regla 9 (3.97)
y=Cox

El diagrama de bloques del modelo difuso para la planta del robot de dos grados de

libertad se muestra en la figura 3.19.
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Figura 3.19: Modelo Difuso Completo

Siendo el nimero de reglas L = 9, se obtiene que:

Yo 1i(2(0) = m(2(0) + p2(2(0) + 3 (2(0) + pa(2(0)) + 5 (2(0)) + 6 (2(8)) +
17 (2(0) + pg(2(0)) + po(2()) (3.98)

Y siendo el numero de variables de la premisa g = 2 se tiene:

L
Z Hi (Z(t)) = F11(Z1(t))F12(Zz(f)) + F21(Z1 (t))Fzz(Zz (t)) + F31(Z1 (t))F32(Zz (t))

i=1

+ Fyy (Z1(t))F42(Zz(f)) + F51(Z1 (t))Fsz(Zz (t)) + F61(Zl (t))Fez (Zz (t))
+ F71(Z1(t))F72(Zz(f)) + F81(Zl (t))Fsz (Zz (t)) + F91(Z1 (t))F92 (Zz (t))
(3.99)
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En este caso se tiene dos variables de entrada x; y x; los cuales se encuentran dentro

del rango [—(m/2),(m/2)], que representan a los angulos de la primera y segunda
articulacion respectivamente y considerando tres funciones de pertenencia para cada
variable de entrada, se tienen nueve puntos de operacion, para obtener las matrices de

estado se utiliza la matriz Jacobiana definida por la ecuacion (3.66) de la siguiente manera:

= A =~ = =), A (s =250 )y = s = 2o =)

T

Ay =]A(x1 =0,x3 = ;) As =JA(x; =0,x3 =0),4¢ = JA (x1 =0,x3 =§)

Ay =JA(x =2 %3 =—5), Ag=JA(x1 =22, =0), 40 = JA (21 = 2, %5 = 2)
Procediendo de la misma forma se puede expresar la matriz de salida linealizada y

evaluada en el punto u, utilizando la ecuacion (3.67). Obteniéndose las matrices de salida

de la siguiente manera:

Bi=JB(x1=-2xs=-2), B, =jB(xy=~%,x3=0),Bs = JB(x, = ~ %, = ¥)
By =JB(x1 = 0,x3 = —%), By = JB(x; = 0,x; = 0),Bs = JB (x, = 0,x; = %)

By =8 (13 =S50 = =2), By =18 =230 =0). 5y 18 s = .30 =)

Para efectos de simulacion se considera los pardmetros del robot establecidos en la
seccion 3.5.
Las matrices del sistema linealizado en los diferentes puntos de operacidon se

muestran a continuacion.

0 1 0 0
—2.6625 -3, . 1.5334
A, = 0 3 847 2 ‘(9)233 ; (3.100)
—17.923 1.5334 —3.6562 —10.614
[ 0 1 0 0
0.5577 -3. —0. 4.0686
A, = i 3 %722 000676 . (3.101)
L—0.0676  4.0686 0.7605 —15.278
[ 0 1 0 0
3.9924 3247 —2.4556 1.5334
Az = 0 0 0 1 (3.102)
117.342  1.5334 3.6872 —10.614
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0
19.054
0

1—8.3274

0
15.981
0

L —1.9371

0
19.054
0

[—8.3274

0
3.9924
0

117.342

0
0.5577
0

[—0.0676

[ 0
—2.6625
0

[—17.923

1

—3.247
0

1.5334

1

—3.0722
0

4.0686

1

—3.247
0

1.5334

1

—3.247
0

1.5334

1

—3.0722
0

4.0686

1

—3.247
0

1.5334

0 0
6.7008 1.5334
0 1
0.4443 —10.614
0 0
—1.9371 4.0686
0 1
21.792 —15.278
0 0
6.7008 1.5334
0 1
0.4443 —10.614
0 0
—2.4556 1.5334
0 1
3.6872 —10.614
0 0
—0.0676 4.0686
0 1
0.7605 —15.278
0 0
2.9233 1.5334
0 1
—3.6562 —10.614

(3.103)

(3.104)

(3.105)

(3.106)

(3.107)

(3.108)

Utilizando el mismo procedimiento para las matrices de entrada, se tiene las matrices

de entrada:

0.3569

{03772

0
0.3772 —
0

[—0.1781

0
0

[—-0.4726

0
0.3772
0

[—0.1781

0
0

1—0.1781

0
0.1781
0

1.2329
0

—0.4726

0
1.7746

0
—0.1781
0

1.2329.

0
—0.1781
0

1.2329

77

(3.109)

(3.110)

(3.111)

(3.112)



0 0 7
Bs 0.3(!)569 —0.40726 (3.113)
1—0.4726 1.7746
S 0 1
B, 0.37072 —0.(1)781 (3.114)
[—0.1781 1.2329
0 0
B, 0.30772 —0.10781 (3.115)
1—0.1781 1.2329
0 0
B, 0.35069 —0.%726 (3.116)
1—0.4726 1.7746
0 0
B, 0.3372 —0.1381 (3.117)
[—0.1781 1.2329
Finalmente se realiza el mismo procedimiento para la matriz de salida.
Mmoo o0 0
¢= [0 0 1 0] (3.118)

El diagrama de bloques del Controlador Difuso para el Robot de dos grados de

libertad se muestra en la figura 3.20.
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A\ 4

A 4

A 4

A 4

A 4

A 4

A 4

A 4

x:(t)

A 4

+ 1 x(2)

Figura 3.20: Controlador Difuso

Para cada uno de los puntos de operacion se obtienen las matrices del controlador K,

para este fin se utiliza Matlab, resolviendo la ecuacion (3.86) para cada punto de operacion

se obtiene:
_[-1.9919 %108 —1.4335%10° —-1.8718+10% —1.6676 %103
K, = 8 8 3 (3.119)
| —1.2036 « 10 —545.1628 —1.1834 % 10 —1.2150 =% 10
_[-1.7618 x 108 —972.2437 —1.6233%10% —2.2538 * 103
K, = ; ; 3 (3.120)
[ —9.7948 * 10 —245.6873 —9.4093 %10 —1.3596 * 10

_[-1.9917 +10° —1.4334 103 —1.8716 +10° —1.6675 * 103
K; = . . .| @120
|-1.2036 % 108 —545.1215  —1.1834 x 10° —1.2150 * 10

_[-1.9917 +10° —1.4334 103 —1.8716 +10° —1.6675 * 103
K, = . . ) (3.122)
~1.2036 % 108 —545.1337  —1.1835%10% —1.215+10

_|—1.7619 * 10 972.447 1.6234 * 10 2.2539 x 10 ] (3.123)

> 1-9.7944 107 —245.76 —9.4091 %107 —1.3596 * 103
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K = |[~1:9917  10® —1.4334 % 10° —1.8716 + 10°
® 7 1-1.2036+10® -545.1337 —1.1835 * 108
k. = [~1.9917 x10° —1.4334x10° —1.8716 * 10°
77 1-1.2036 +10°  —545.1215  —1.1834 * 108
K. = |~1.7618x10° —972.2437 —1.6233 % 10°
® 7 1-9.7948 107 —245.6873 —9.4093 107
K. = |~1.9919 % 10° —1.4335%10° —1.8718 % 10°
® 7 1-1.2036 %108 5451628  —1.1834 * 108

—1.6675 * 103
—1.215 = 103

—1.6675 * 103
—1.2150 * 103

—2.2538 103]
—1.3596 * 103

—-1.6676 * 103
—1.2150 * 103

|
|

|

(3.124)

(3.125)

(3.126)

(3.127)

En la figura 3.21 se muestra el sistema de control que incluye el modelo del robot de

dos grados de libertad en nueve puntos de operacion, el controlador para cada modelo y

las funciones de pertenencia triangular.

80



Ly SURBIEOS

Figura 3.21: Simulacion del sistema completo
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Con el fin de probar el sistema frente a perturbaciones externas se considera un vector

y una fuente de perturbaciones, del siguiente modo:

5c=Ax+Blu+Bzw}
y=Cx+Dju

Donde:

e w € RP es el vector de disturbios externos.

El vector de disturbios externos w se define de la siguiente forma:

0.5 sen (4t)
_|0.5sen (4t)
~10.5 sen (4t)

0.5 sen (4t)

(3.128)

(3.129)

En la figura 3.22 se muestra el sistema de control incluido el vector de disturbios

externos.
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Figura 3.22: Simulacion del sistema de control, incluido disturbios
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3.12.2 Usando funcion de pertenencia Gaussiana

En esta seccion se utiliza un sistema difuso con funcién de pertenencia Gaussiana, se
establece los limites de angulo de las articulaciones en el rango de [—-n/2,7m/2], para la
primera y segunda articulacion, también se define las reglas del mismo modo que para el

caso triangular.

Funcién de pertenencia de forma Gaussiana. Esta funcién esta especificada por

dos parametros {o, c}, del siguiente modo:

X—C.
uc(x;0,¢) = e 05 (3.130)

Donde c es el centro de la distribucién Gaussiana y ¢ es la desviacion que tiene la
distribucion Gaussiana, en la figura 3.23 se muestra la funcion de pertenencia de la forma
Gaussiana.

Negativa Origen Positiva

X4

-1 /2 0 /2 Posicién Angular

Negativa Origen Positiva

X3

—m/2 0 /2 Posicion Angular

Figura 3.23: Funciones de pertenencia

El modelo dinamico Difuso, el controlador utilizado y las sefiales de referencia son las

mismas que se utilizé en el caso de funciones de pertenencia triangular.
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3.13 Sistema de Control de dos variables de entrada y con cinco funciones de
pertenencia
3.13.1 Usando funcion de pertenencia triangular

Para el robot de dos grados de libertad, se establece los limites de angulo de las
articulaciones en el rango de [—r/2, /2] para la primera y segunda articulaciéon, también

se define el numero de reglas y los limites de las funciones de pertenencia tal como se

muestra en la figura 3.24.

X1
—m/2 —7/4 0 /4 m/2
Ei.i’ = Azx + Bouli = A pv + B puli = 450 + Bsufd = Aopx + Boqu|d = 451 + Bosu
Rl »=Cs y = Cypx ¥y = Cysx ¥ = Copx y = Casx
wp | = Ayx + Byult = Agx + Bou|t = Apav + B qut = A0 + Bguft = Aoyx + Boyu
T
= v = Cyx y = Cgx ¥ = Oy ¥ = Cyex ¥ = Coyx
w |=
v = Cgx y=Cgx ¥y = Cygx ¥ = Cypx ¥ = Cogx
tl: y=C.x y=Cx y=0Cpx ¥y = Cyx y = Caox
i = A x + Bjul# = Ay + Bouft =Anx + 500 = dex + Bt = Aoy x + By
S
| y=0Cx y=Cgx y=Cyyx ¥ = Oy y = Coyx

Figura 3.24: Reglas utilizadas para el control no lineal

Se define la forma de las funciones de pertenencia triangular para las variables

X1 y X3, tal como se muestra en la figura 3.25.
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Muy negativa Negativa Origen Positiva Muy positiva

X4

>

-n/2 -m/4 0 n/4 /2

Muy negativa Negativa Origen Positiva Muy positiva

X3

>

-nf2 -m/4 0 n/q w/2

Figura 3.25: Funciones de pertenencia

Angulo Articular

Angulo Articular

El modelo dinamico Difuso usado es el modelo Difuso Takagi-Sugeno, donde se tiene

dos variables en la premisa (g = 2) y se tiene cinco conjuntos difusos para cada variable,

por lo que se tiene 25 reglas (L = 25), en este caso se tiene 25 modelos lineales,

Considerando las reglas que se muestran en el grafico 3.24 se define las reglas de la base

del conocimiento del siguiente modo:

SI x1 estapor—m/2y x3 esta por—m/2\
Entonces

X=A1x+Biu ’ Regla 1

y=C1x

/

SI x4 estapor—m/2y x3 esta por —m /4
Entonces

X=A,x+Bou ’ Regla 2

y=0Cx

SI x1 estapor—m /2y x3 estapor 0
Entonces
X=A3x+B3Uu Regla 3
y=C3x
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SI x4 esta por —m/2 y x3 esta por /4
Entonces

J'C=A4x+B4u ’

Y=Cyx
J

SI x1 estapor —m/2y x3 esta por /2
Entonces

J'c=A5x+Bsu >

y=Csx

SI x4 esta por —7T/4 Yy x3 esta por —T[/Z
Entonces
J'C=A6x+B6u
y=Cex

SI x4 estapor —m/4y x3 esta por —m/4
Entonces
x=A,x+B;u
y=C7x

SI x4 estapor —m /4y x3 esta por 0
Entonces
9'c=A8x+B8u
y=Cgx

SI xq estapor —m/4y x3 esta por 1w/4
Entonces
X=A9X+B9u
y=Cg9Xx
y,

SI x4 estapor —m/4y x3 esta por /2
Entonces

.X'=A9.X'+Bgu >

y=Cg9Xx

q

SI x4 estapor 0y x3 estapor—m/2
Entonces
.X':Agx'l'Bgu
y=Cg9Xx
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Regla 4

Regla 5

Regla 6

Regla 7

Regla 8

Regla 9

Regla 10

Regla 11

(3.134)

(3.135)

(3.136)

(3.137)

(3.138)

(3.139)

(3.140)

(3.141)



SI x4 estapor 0y x3 esta por —71'/4
Entonces
J'C=A9x+Bgu
y=CoX

SI x1 estapor 0y x3 esta por 0
Entonces
J'C=A9x+Bgu
y=CoX

SI x4 esta por 0y x3 esta por 7'[/4
Entonces
x=A9x+Bgu
y=Cox

SI x4 estapor 0y x3 esta por 7'[/2
Entonces
J'C=A9x+Bgu
y=Cox

SI x4 estapor m/4y x3 esta por—m/2

Entonces
J'C=A9x+B9u
y=Cg9Xx

SI x4 estapor m/4y x3 esta por—m/4

Entonces
X=A9X+Bgu
y=Cg9Xx

SI x4 estapor m/4y x3 estapor 0
Entonces
X‘=A9x+B9u
y=Cox

SI xq estapor m/4y x3 esta por /4

Entonces
.X':Agx'l'Bgu
y=Cg9Xx
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Regla 12

Regla 13

Regla 14

Regla 15

Regla 16

Regla 17

Regla 18

Regla 19

(3.142)

(3.143)

(3.144)

(3.145)

(3.146)

(3.147)

(3.148)

(3.149)



SI x4 estapor m/4y x3 esta por /2
Entonces
X=AgX+BoUu Regla 20
y=Cgx

SI xq estapor m/2y x3 esta por—m/2
Entonces
X=AgX+BgU Regla 21
y=Cgx

SI x1 estapor m/2 y x3 esta por —m/4
Entonces
X=AgX+BolU Regla 22
y=Cox

SI x4 estapor m/2y x3 esta por 0
Entonces
X=AgX+BolU Regla 23
y=Cg9Xx

SI x4 estapor m/2y x3 estapor /4
Entonces
X=AgX+Bqu Regla 24
y=Cox

SI x1 estapor m/2y x3 esta por /2
Entonces
X=AgX+BoU Regla 25
y=Cg9Xx

Siendo el nimero de reglas L = 25, se obtiene que:

(3.150)

(3.151)

(3.152)

(3.153)

(3.154)

(3.155)

Yo 1i(20) = w1y (200) + 2 (2(0) + s (2(0) + s (2(0)) + s (2()) + 1o (2() +
.U7(Z(t)) + Ug (Z(t)) + #9(2(15)) + Uio (Z(t)) + #11(Z(t)) + Uiz (Z(t)) + #13(2(15)) +
.U14(Z(t)) + #15(2(15)) + #16(2(15)) + #17(Z(t)) + #18(Z(t)) + H19(Z(t)) + #zo(z(t)) +

.U21(Z(t)) + #zz(Z(t)) + U3 (Z(f)) + #24(Z(t)) + Uzs (Z(t))

Y siendo el nUmero de variables de la premisa g = 2 se tiene:
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L
Z #i(Z(t)) = F11(Z1(t))F12(Zz (t)) + F21(Z1 (t))Fzz (Zz (t)) + F31(Z1 (t))F32(Zz (t))
i=1

+ F41(Z1(t))F42 (Zz (t)) + F51(Z1 (t))Fsz(Zz (t)) + Feq (Z1 (t))Fsz (Zz (t))
+ F71(Z1(t))F72(Zz (t)) + Fgq (Z1 (t))Fsz (Zz (t)) + Fy; (Z1 (t))ng (Zz (t))

+ Fio1(21(®)) Fro2(22(8)) + Fi11 (21 (£)) Fi12(22 ()
+ Fi21(21(8) ) Fia2(22(8)) + Fia1 (21 (£)) Fiz2 (22 ()
+ Fu41 (20 () ) Fraz(22(®)) + Fus1(z1(8) ) sz (22(D)
+ Fig1 (21 () ) Fre2(22(0)) + Fu71(21(8) ) Fr72(22(D)
+ Fig1 (21 () Fig2(22(®)) + Fuo1 (21 (t))Fro2 (22 (D))
+ Fp01(21(6) ) Fag2 (22 (8)) + Faq1(2:(8)) Fa12(22 (D))
+ Fp01(21(6) ) Faz2 (22 (8)) + Faz1 (2. (8)) Fasz (22 (1))
+ F41(21(6) ) Fauz (22 (8)) + Fas1 (2. (8)) Fasz (22 (1))

(3.157)

Para efectos de simulacién se considera los pardmetros de la seccion 3.5. La siguiente

fase es la linealizacion del modelo del robot de 2GDL en cada punto de operacion planteado

en las ecuaciones (3.131) - (3.155), en este caso se utiliza la Jacobiana.

Las matrices del sistema linealizado en los diferentes puntos de operacién se

muestran a continuacion.

0 1 0 0
_|—2.6625 —-3.247 29233 1.5334
0 0 0 1
L—17.923 1.5334 —3.6562 —10.614
0 1 0 0
0.8659  —2.9789 2.4815 3.1747
0 0 0 1
1—14.0360 3.1747 —5.0915 —13.273
0 1 0 0
0.5577 -3.0722 -0.0676 4.0686
0 0 0 1
L—0.0676  4.0686 0.7605 —15.278
0 1 0 0
_ (03280 —-2.9789 —2.3213 3.1747
0 0 0 1
113.712  3.1747 5.8581 —13.273
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0 1 0 0
_13.9924  -3.247 —2.4556 1.5334
0 0 0 1
117.342 1.5334 3.6872 —10.614
0 1 0 0
11.119 -—-3.247 6.6411 1.5334
0 0 0 1
| —18.364 1.5334 —2.2837 —10.6141
0 1 0 0
12.285 —-2.9789 3.3212 3.1747
0 0 0 1
[-13.093 3.1747  3.8924  —13.273
0 1 0 0
11.3 —3.0722 -1.3697 4.0686
0 0 0 1
[ —1.3697 4.0686 15.41 —15.278l
0 1 0 0
_111.905 —2.9789 —-0.077 3.1747
0 0 0 1
16.5401 3.1747 11.64 —13.2731
0 1 0 0
15.828 —3.247 2.8353 1.5334
0 0 0 1
16.5872 1.5334 2.912 —10.614
0 1 0 0
19.054 —3.247  6.7008 1.5334
0 0 0 1
| —8.3274 1.5334 0.4443 —10.614
[ 0 1 0 0
17.105 —2.9789 2.294 3.1747
0 0 0 1
| —4.6334 3.1747 10.983 —13.273
0 1 0 0
15.981 —3.0722 —1.9371 4.0686
0 0 0 1
L —1.9371 4.0686 21.792 —15.278
0 1 0 0
17.105 —2.9789 2.294 3.1747
0 0 0 1
| —4.6334 3.1747 10.983 —13.273
0 1 0 0
19.054 —3.247 6.7008 1.5334
0 0 0 1
| —8.3274 1.5334 0.4443 —10.614

(3.162)

(3.163)

(3.164)

(3.165)

(3.166)

(3.167)

(3.168)

(3.169)

(3.170)

(3.171)

(3.172)



0 1 0 0
Ao = 15.828 —3.247 2.8353 1.5334
16 0 0 0 1
16.5872 1.5334 2912 —10.614
[ 0 1 0 0
Ao = 11.905 —-2.9789 -0.077 3.1747
17 0 0 0 1
16.5401 3.1747 11.64 —13.273
0 1 0 0
Ao = 11.3 —-3.0722 -—-1.3697 4.0686
18 0 0 0 1
1—-1.3697  4.0686 15.41 —15.278
[ 0 1 0 0
Aee = 12.285 —29789 3.3212 3.1747
19 0 0 0 1
1—-13.093 3.1747 3.8924 —13.273
[ 0 1 0 0 1
Ao = 11.119 -3.247 6.6411 1.5334
20 0 0 0 1
[—18.364 1.5334  —2.2837 —10.6141
[ 0 1 0 0
A = 39924 3247 —2.4556 1.5334
215 0 0 0 1
117.342  1.5334 3.6872 —10.614
[ 0 1 0 0
A = 0.3280 —-2.9789 —2.3213 3.1747
22 — 0 0 0 1
113.712  3.1747 5.8581 —13.273
0 1 0 0
Ao = 0.5577 —-3.0722 -0.0676 4.0686
23 = 0 0 0 1
L—0.0676  4.0686 0.7605 —15.278
0 1 0 0
Ay = 0.8659 —2.9789 2.4815 3.1747
24 = 0 0 0 1
1—-14.0360 3.1747 —5.0915 —13.273
0 1 0 0
A = —2.6625 —3.247 2.9233 1.5334
25 = 0 0 0 1
1—17.923 15334 —3.6562 —-10.614

Utilizando el mismo procedimiento para las matrices de entrada se tiene:
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(3.173)

(3.174)

(3.175)

(3.176)

(3.177)

(3.178)

(3.179)

(3.180)

(3.181)

(3.182)



0 0
| 03772 -01781
B, = 0 0
—0.1781 1.2329
0 0
5 _l 0.346 —0.3688}
2 = 0 0
—0.3688 1.5417
0 0
. — |03569 —04726
3= 0 0
04726 1.7746
0 0
5 _l 0.3460 —0.3688]
4 = 0 0
—03688 15417
0 0
| 03772 -—0.1781
Bs=1 "9 0
—0.1781 1.2329
0 0
| 03772 —0.1781]
Be = 0 0
| —01781  1.2329
0 0
| 0346 —0.3688]
B; = 0 0
03688 1.5417
F0 0
103569 —0.4726]
Bg =" 0
04726 1.7746
0 0
| 0346 —0.3688]
By=1 "9 0
03688 15417
0 0
| 03772 —0.1781
—0.1781  1.2329
0 0
03772 —0.1781
Bll - 0 0
—0.1781 1.2329
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(3.183)

(3.184)

(3.185)

(3.186)

(3.187)

(3.188)

(3.189)

(3.190)

(3.191)

(3.192)

(3.193)



0 0

0 0
_ l0.3460 —0.3688]
By =
—0.3688  1.5417

0 0
B 03569 —0.4726
13 0 0

—0.4726  1.7746

0 0

0 0
B, = l0.3460 —0.3688]
14
—0.3688  1.5417

0 0
B 0.3772 —0.1781
15 = 0 0

—-0.1781 1.2329

Big = 0 0

0 0
0.3772 —0.1781]
L —0.1781 1.2329

By7 = 0 0

0 0
0.346 —0.3688]
—0.3688  1.5417

Bis =" 0

0 0
0.3569 —0.4726]
1—0.4726 1.7746

[ 0 0
B.o = 0.346 —0.3688]
19 = 0 0

[—0.3688 1.5417

0
L —0.1781  1.2329

[ 0 0
B — 0.3772 —0.1781]
20 = 0

0 0
B.. = 0.3772 —0.1781
21 = 0 0

—0.1781 1.2329

0 0

0 0
_ [ 0.3460 —0.3688]
Baz =
—0.3688 1.5417
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(3.194)

(3.195)

(3.196)

(3.197)

(3.198)

(3.199)

(3.200)

(3.201)

(3.202)

(3.203)

(3.204)



0 0
0.3569 —0.4726
0 0

—0.4726 1.7746

0
0.346 —0.3688
0 0
—0.3688 1.5417
0 0
0.3772 —0.1781
0 0
—-0.1781 1.2329

(3.205)

(3.206)

(3.207)

Finalmente se realiza el mismo procedimiento para la matriz de salida, obteniéndose

para los nueve casos la siguiente matriz:

(3.208)

Para cada uno de los puntos de operacidon se obtienen las siguientes matrices del

controlador realimentado K.

_[-1.9919 = 108

K, = o
—1.2036 = 10

_ [-1.7234 « 10®

27 [-1.0504 = 108
_[-1.7618 = 108
K; = ;
| —9.7948 % 10
_[-1.7231 = 108
K, = o
|—1.0503 % 10
_[-1.9917 = 108
Ks = o
| —1.2036 % 10
_[-1.9918 « 108
Ks = o
| —1.2036 % 10
_[-1.7232 « 108
K, = o
|—1.0503 % 10
K _[-1.7618 « 108

s =

[ —9.7945 x 107
_[-1.723 x 108

Ky = .
[—1.0502 % 10

—1.4335 % 103
—545.1628

—1.1439 % 103
—362.0608

—972.2437
—245.6873

—1.1439 % 103
—362.0156

—1.4334 % 103
—545.1215

—1.4335 % 103
—545.1508

—1.144 = 103
—362.0659

—972.3858
—245.7380

—1.144 % 103
—362.0338

—1.6233 * 108
—9.4093 * 107

—1.6234 * 108
—9.4092 * 107

—1.8718 * 108
—1.1834 * 108

—1.5848 * 108
—1.0109 * 108

—1.5845 * 108
—1.0108 * 108

—1.8716 * 108
—1.1834 * 108

—1.8717 * 108
—1.1834 * 108

—1.5847 % 108
—1.0109 * 108

—1.5845 * 108
—1.0108 * 108

95

—1.6676 * 103
—1.2150 * 103

—1.9366 * 103]
—1.3115 * 103

—2.2538 103]
—1.3596 = 103

—1.9363 * 103]
—1.3114 = 103]

—1.6675 * 103]
—1.2150 = 103

—1.6675 * 103]
—1.2150 = 103

—1.9364 * 103]
—-1.3114 « 103

—2.2539 103]
—1.3596 * 103

—1.9363 * 103]
—1.3113 « 103

|

(3.209)

(3.210)

(3.211)

(3.212)

(3.213)

(3.214)

(3.215)

(3.216)

(3.217)



[—1.9916 = 108

—1.4334 % 103

—1.8715 * 108

—1.6674 * 103]
K 3.218
1071 12036108 —545.1216 —1.1835* 108 —1.2150 = 103 ( )
[—1.9917 * 108 —1.4334x10° —1.8716*10% —1.6675 * 103
Kiq o o 3 (3.219)
[—1.2036 % 10 —545.1337 —1.1835%10% —1.215%10
[—1.7231 %108 —1.144 %103 —1.5845%10% —1.9363 =103
Ky, o o s (3.220)
| —1.0502 % 10 —362.0549 —1.0108*10% —1.3114 %10
[—1.7619 « 108 —972.447 —1.6234 %*10% —2.2539 % 103
Kis ; ; s (3.221)
[—9.7944 x 107 —245.76 —9.4091 * 107 —1.3596 * 10
[—1.7231 %108 —1.144 %103 —1.5845%10% —1.9363 %103
Ki4 o o s (3.222)
| —1.0502 % 10 —362.0549 —1.0108 *10% —1.3114 %10
[—1.9917 « 108 —1.4334 %103 —-1.8716 * 108 —1.6675 * 103
Kis o o 3 (3.223)
[—1.2036 % 10 —545.1337 —1.1835% 108 —1.215%10
[—1.9916 * 108 —1.4334 x 103 —1.8715 %108 —1.6674 = 103
Kye . o s (3.224)
[—1.2036 % 10 —545.1216  —1.1835%10% —1.2150 % 10
[ —1.723 %108 —1.144%10% —1.5845%10% —1.9363 %103
Ky, o o s (3.225)
| —1.0502 % 10 —362.0338 —1.0108 * 108 —1.3113 * 10
[—1.7618 * 108 —972.3858 —1.6234 % 108 —2.2539 103 3.926
K18 7 7 3 ( ' )
[—9.7945 x 107 —245.7380 —9.4092 * 107 —1.3596 * 10
[—1.7232 %108 —1.144 * 103> —1.5847 x 108 —1.9364 * 103 3.92
K19 8 8 3 ( ' 7)
| —1.0503 % 10 —362.0659 —1.0109 * 108 —1.3114 * 10
K [-1.9918 + 108 —1.4335%10% —1.8717 *108 —1.6675 * 103] (3.228)
207112036+ 108  —545.1508 —1.1834 108 —1.2150 * 103 '
[-1.9917 * 108 —1.4334%10% —1.8716 %108 —1.6675 = 103]
Ky o . s (3.229)
| —1.2036 % 10 —545.1215 —1.1834 * 108 —1.2150 = 103
[—1.7231 %108 —1.1439 « 103 —1.5845 %108 —1.9363 * 103]
Ky, o . s (3.230)
| —1.0503 = 10 —362.0156 —1.0108 * 108 —1.3114 = 103
[—1.7618 * 108 —972.2437 —1.6233 %108 —2.2538 %103
K3 ; . s (3.231)
[—9.7948 + 107 —245.6873 —9.4093 * 107 —1.3596 * 10
[—1.7234 + 108 —1.1439 « 103> —1.5848 * 108 —1.9366 * 103
K4 o o s (3.232)
| —1.0504 = 10 —362.0608 —1.0109 * 108 —1.3115 = 10
[—1.9919 « 108 —1.4335%103 —1.8718% 108 —1.6676 =103
K, o . s (3.233)
| —1.2036 % 10 —545.1628  —1.1834 * 108 —1.2150 = 10

En la figura 3.26 se muestra el sistema de control que incluye el modelo del robot de
dos grados de libertad linealizado en 25 puntos de operacion, el controlador para cada

modelo y las funciones de pertenencia triangular.
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Figura 3.26: Simulacion del sistema de control, con funcién de pertenencia triangular (25 reglas).
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3.13.2 Usando funcién de pertenencia gaussiana

En esta seccion se utiliza un sistema difuso con funcion de pertenencia Gaussiana, se
establece los limites de angulo de las articulaciones en el rango de [—-r/2,1/2], para la
primera y segunda articulacién, también se define las 25 reglas del mismo modo que para
el caso triangular. Las funciones de pertenencia se definen utilizando la ecuacion (3.130),

los limites de las funciones de pertenencia son tal como se muestra en la figura 3.27.

Muy negativa Negativa Origen Positiva Muy positiva
X4
—m/2 —1/4 0 n/4 /2
Angulo
Muy negativa Negativa Origen Positiva Muy positiva
X3
—m/2 —1t/4 0 /4 /2
Angulo

Figura 3.27: Funciones de pertenencia gaussiana

El modelo dinamico Difuso, el controlador utilizado y las sefiales de referencia son las

mismas que se utilizé en el caso de funciones de pertenencia triangular.
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CAPITULO IV

ANALISIS Y RESULTADOS

4.1 Anélisis

La combinacion de diferentes estrategias de control tales como Logica Difusa y Hy,
para disefiar controladores no lineales han dado buenos resultados, también el uso de
software para resolver un problema de optimizacioén convexa con el uso de Desigualdades

Matriciales Lineales a resultado una alternativa eficiente.

Para obtener el modelo linealizado de un sistema no lineal existen muchas técnicas,
en este trabajo se utilizé la técnica de expansion de serie de Taylor, la cual ha dado
resultados aceptables para sistemas que tengan varios puntos de operacion y se puedan

usar junto con la Légica Difusa.

Para evaluar el sistema de control donde se incluye el controlador y el modelo del robot
de dos grados de libertad se han realizado tres pruebas, primero se ha inyectado sefiales
de referencia de tipo senoidal sin incluir perturbaciones, segundo se ha inyectado sefiales
de referencia de tipo senoidal incluyendo perturbaciones, tercero se han generado sefiales

de referencia de tal modo que se pueda dibujar un rectangulo en el plano cartesiano.

4.2 Resultados de la investigacion

4.2.1 Funcion de pertenencia Triangular con nueve reglas

En la primera prueba se evalla al sistema de control usando 9 reglas de inferencia de
tipo triangular y sin considerar perturbaciones externas, en la figura 4.1 se muestra la
variable de angulo articular en la salida (x; = q;) que describe la posicion del primer
eslabon y la sefal de referencia respectiva, en el grafico se observa que el error entre la

sefal de referencia y la sefial de salida es pequefio y aceptable.



Posicién g1 (rad.)

I | | I |
0 10 20 30 40 50 60
Tiempo (segundos)

Figura 4.1: Seguimiento de la variable X;

En la figura 4.2. se muestra la sefial de error absoluto del angulo articular de la primera

articulacién, se aprecia que el maximo error es menor que 1.4x107>.

%1078

0.2~

0 I | I I |
0 10 20 30 40 50 60
Tiempo (segundos)

Figura 4.2: error de posicién de la primera articulacion.
La figura 4.3 muestra la variable x; = g, que es el angulo articular de la segunda

articulacion y la sefial de referencia respectiva, en el grafico se observa que el error entre

la sefal de referencia y la sefial a la salida es pequefio y aceptable.
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Figura 4.3: Seguimiento de la variable X;

En la figura 4.4. se muestra la sefial de error absoluto de la posicién articular de la

segunda articulacion, se aprecia que el maximo error es menor que 3x107>,

x107°

50

3

error x3

0 10 20 30 40 50
Tiempo (segundos)

Figura 4.4: error de posicién de la segunda articulacién.

60

En la segunda prueba se inyecta perturbaciones externas al sistema de control, en la

figura 4.5 muestra la variable x; = q; que describe el angulo articular del primer eslabon y

la sefial de referencia respectiva, incluyendo el vector de perturbaciones w definido por la

ecuacion (3.129).
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Posicion g1 (rad.)

| I | | |
0 10 20 30 40 50 60
Tiempo (segundos)

Figura 4.5: Seguimiento de la variable X;, con perturbacién incluida.

En la figura 4.6. se muestra la sefial de error absoluto del angulo articular de la primera
articulacion, se aprecia que el maximo error es menor que 3x107°, del grafico se observa

gue incluso con perturbaciones el error entre la sefial de referencia y la sefial de salida es
pequefio y aceptable.

i
| ﬁ
p AL EARRAL MWU fl

0 10 20 30 40 50
Tiempo (segundos)

Figura 4.6: error de posicién de la primera articulacion, con perturbacién

La figura 4.7 muestra la variable x; = g, que describe el &ngulo articular del segundo

eslabdn y la sefial de referencia respectiva, incluyendo el vector de perturbaciones w.
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Posicion g3 (rad.)

I I I | I
0 10 20 30 40 50 60
Tiempo (segundos)

Figura 4.7: Seguimiento de la variable X5, con perturbacion incluida.

Enlafigura 4.8. se muestra la sefial de error absoluto del angulo articular de la segunda
articulacién, se aprecia que el maximo error es menor que 4x10~°, del grafico se observa

gue incluso con perturbaciones el error entre la sefial de referencia y la sefial de salida es
pequefio y aceptable.

%10

3.5m

25

error x3
N
|
|

15

05+

0 I ! I !
0 10 20 30 40 50 60
Tiempo (segundos)

Figura 4.8: error de posicién de la segunda articulacién, con perturbacion
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4.2.2 Funcién de pertenencia Gaussiana con nueve reglas.

En la tercera prueba se evalla al sistema de control usando 9 reglas de inferencia de

tipo Gaussiana y sin considerar perturbaciones externas

En la cuarta prueba se inyecta perturbaciones externas al sistema de control.

4.2.3 Funcion de pertenencia Triangular con veinticinco reglas

Como quinta prueba se evalla al sistema de control usando 25 reglas de inferencia de

tipo triangular y sin considerar perturbaciones externas.

Como sexta prueba se inyecta perturbaciones externas al sistema de control,

4.2.4 Funcién de pertenencia Gaussiana con veinticinco reglas

Como séptima prueba se evalla al sistema de control usando 25 reglas de inferencia

de tipo triangular y sin considerar perturbaciones externas.
En la octava prueba se inyecta perturbaciones externas al sistema de control
4.2.5 Resumen de resultados

A continuacion, se presenta un cuadro de resumen de los errores absolutos obtenidos

para los diferentes casos, sin considerar perturbaciones.

Triangulo Gaussiana Triangulo Gaussiana

9 reglas 9 reglas 25 reglas 25 reglas
error_x1(alfa) 1.9054 1.8869 1.886 1.8713
error_x3(beta) 2.0142 1.9998 1.9818 1.9738
Error_sistema(suma) 3.9196 3.8867 3.8678 3.8451

Tabla 4.1: Resumen de los errores absolutos

En la tabla 4.1 se observa que al trabajar con la funcién de pertenencia Gaussiana se

tiene menor error que al trabajar con la funcién de pertenencia triangular.
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También se observa que al trabajar con un mayor nimero de reglas y considerando

un mismo tipo de funciéon de pertenencia ya sea triangular o Gaussiana, se obtiene un

menor error.

En la tabla 4.2 se presenta un resumen de los errores absolutos cuando se considera

perturbaciones.
Triangulo Gaussiana Triangulo Gaussiana
9 reglas 9 reglas 25 reglas 25 reglas
error_x1(alfa) 2.4883 2.4636 2.6359 2.6379
error_x3(beta) 2.2743 2.2528 2.352 2.3505
Error_sistema(suma) 4.7626 4.7164 4.9879 4,9884

Tabla 4.2: Resumen de los errores absolutos considerando perturbaciones

Se observa que al trabajar con un mayor niumero de reglas y considerando un mismo

tipo de funcién de pertenencia ya sea triangular o Gaussiana se obtiene un mayor error.

4.2.6 Posicion cartesiana

En esta prueba se desea que el robot grafique un rectangulo, con este fin se generé
una sefal de referencia para la primera articulacion la cual se muestra en la figura 4.9., en
esta figura también se muestra la sefal de salida de la variable x;.

15

—refX1

Posicion g1 (rad.)

0.5

0 | | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7

Tiempo (segundos)

Fi gura 4.9: Sefal de salida y referencia de g,
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En la figura 4.10. se hace una ampliacién de la figura 4.9, en la figura 3.10 se aprecia
como el sistema de control corrige la posicion angular de salida hasta alcanzar la posicion
angular deseada.

0.81 T T T T

refxX1
—X1

0.805

o
(s 2]
T

0.795 -

Posicion g1 (rad.)
e
o
[{=}
T

0.785

| | | | | | | I | I
0.095 0.1 0.105 0.11 0.115 0.12 0.125 0.13 0.135
Tiempo (segundos)

Figura 4.10: Sefales de la primera articulacion.

Para la segunda articulacion se gener6 la sefial que se muestra en la figura 4.11. en

esta figura también se muestra la sefial de salida de la variable x;.

—refX3
0r —X3 |

o
o
1

Posicion g2 (rad.)
I

/

2 R — n

Tiempo (Segundos)

Figura 4.11: Sefial de referencia para q,
Con las sefales generadas en las figuras 4.9 y 4.11 se grafica la posicion cartesiana

del robot, esta posicion cartesiana se muestra en la figura 4.12.
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Figura 4.12: Posicion cartesiana del robot de 2GDL

4.3 Contrastacion de la hipétesis

De los resultados obtenidos y de la hip6tesis planteada en el capitulo | que dice:

Con el uso de controladores H,, Basado en Desigualdades Matriciales Lineales y el

uso de Logica Difusa se logra un buen desempenfio en el control de la posicién de un Robot
manipulador de 2GL

Se contrasta que la hipétesis es verdadera.
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CONCLUSIONES

En esta tesis se disefid un sistema de Control No Lineal de posicion usando Légica
Difusa y Control H, Basado en Desigualdades Matriciales Lineales aplicado a un Robot
de 2GL, y en base a los resultados obtenidos mediante simulaciones en los capitulos 3y 4

se concluye que el objetivo principal se ha alcanzado con éxito.

Se ha desarrollado el modelo no lineal dinamico de un robot manipulador de dos
grados de libertad aplicando la ecuacion de Lagrange y se ha obtenido en forma
satisfactoria una expresién matematica que permite simular el comportamiento fisco del

robot.

Se ha desarrollado un controlador lineal H, utilizando Desigualdades Matriciales
Lineales para nueve y veinticinco puntos de operacion permitiendo hallar un vector K
(controlador) para cada punto de operacion, el error absoluto maximo de la sefial de
referencia y la sefial de salida para la primera articulacion es del orden de 3x10~° y el error
absoluto méaximo para la segunda articulacion es del orden de 4x10~>, por lo que estos

controladores cumplen de forma satisfactoria con el control de cada punto de operacion.

Se utilizé Légica Difusa para disefiar un controlador No Lineal, considerando nueve y
veinticinco puntos de operacion, se hallaron controladores lineales para ambos casos, se
generaron sefiales de referencia de 250000 puntos, para el caso de la funcién de
pertenencia triangular con nueve reglas se obtuvo un error absoluto de 3.9196, para el caso
de la funcién de pertenencia gaussiana con nueve reglas se obtuvo un error absoluto de
3.8867. Para el caso de la funcién de pertenencia triangular con 25 reglas se obtuvo un
error absoluto de 3.8678, para el caso de la funcion de pertenencia gaussiana con 25 reglas

se obtuvo un error absoluto de 3.8451.

De los resultados se observa que la funciéon de pertenencia gaussiana tiene menor
error que la funcion de pertenencia triangular, también se observa que al trabajar con un
mayor numero de reglas y considerando un mismo tipo de funciéon de pertenencia se

obtiene menor error

108



RECOMENDACIONES

Para propdésitos de comparacién, podria utilizarse otro tipo de combinaciones de
técnicas para la obtenciéon de controladores no lineales, tal es el caso de la combinacion
de Control Predictivo con Légica Difusa, Control Robusto con Logica Difusa, Control

Adaptativo con Ldgica Difusa u otras combinaciones.

Para una mayor precision en la obtencién del Modelo de la Planta se podria usar la
técnica de identificacion de parametros, tal como modelos paramétricos, método de
minimos cuadrados, algoritmos genéticos, redes neuronales entre otras. El uso de estas
técnicas permitiria obtener un modelo més cercano al sistema real y, por consiguiente, los
resultados obtenidos al aplicar técnicas de control en el sistema real (implementado

fisicamente) serian mas exacto.

Para la implementacion del sistema de control se recomienda usar procesadores de
alta velocidad (uc, DSP o FPGA) que puedan realizar los calculos necesarios en tiempo
real. El uso de varios procesadores puede mejorar el tiempo de respuesta, una
configuracion puede ser utilizar un procesador por articulacion que envie sefales (PWM) a
los actuadores y que reciba las sefiales de los sensores, los procesadores deben
conectarse por buses y protocolos de alta velocidad. También se debe usar el lenguaje de
programacion diferente al Matlab, toda vez que este software resulta ser lento debido a los

célculos que realiza y las graficas que consumen bastantes recursos.

En los modelos linealizados utilizando el teorema de Taylor en todos los puntos de
operacion a excepcion de uno, el factor f(x,) no es cero, se podria considerar como tema
de investigacion el considerar el factor f(x,) en los modelos linealizados de los diferentes

puntos de operacion.
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ANEXO A. Simulacion del modelo dindmico del Robot

Para la simulacion se usoé el Software Matlab y Simulink a continuacion se muestra el
codigo de la funcién fBrazo2GDL que se us6 en el bloque con el mismo nombre y también
la funcion convertirA_XY también dentro del bloque con el mismo nombre, también se

consider6 el modelo de los motores para cada articulacion.

function [gppl,gpp2] = fBrazo2GDL(Taol,Tao2,ql,qg2,qpl,ap2)

Q

% Modelamiendo Dindmico de un Brazo de 2 Grados de Libertad.

M1 = 0.88;

M2 = 0.88;

L1l = 0.45;

L2 = 0.45;

g = 9.81;

Ra=17; %Resistencia de armadura ohm

Ka=0.0105; %Constante de torque del motor N-m/A
Kb=0.0436; %Constante de fuerza contralectromotriz V/rad/s
n=187.7; %Relacion de reduccion de engranajes
Jm=1.6E-6; $Inercia del rotor kg-m”"2

fm=1.4E-6; %Coeficiente de friccion viscosa N-m-s/rad

[

$ - Matriz de Inercia

M1l = Ra/ (n*Ka)* (M1+M2) * (L1"2)+ (n"2) *Jm;
M12 = Ra/(n*Ka)* (M2*L1*L2* (cos (ql-g2)));
M21 = Ra/(n*Ka) *M2*L1*L2* (cos (gl-g2)) ;
M22 = Ra/ (n*Ka) * (M2*L2"2+n"2*Jm) ;

°

M = [M11 M12;M21 M22];

% - Matriz centrifuga y de coriolis
Cll = Ra/ (n*Ka)* (n"2*fm+ (Ka*Kb*n"2) /Ra) ;

C12 = -(Ra/(n*Ka))*M2*L1*L2*sin (ql-g2) *qp2;
C21 = -(Ra/(n*Ka))*M2*L1*L2*sin (q1-q2) *qpl;
C22 = Ra/ (n*Ka)* (n"2*fm+ (Ka*Kb*n"2) /Ra) ;

C = [Cl1l Cl12;C21 C22];

% - Vector de gravedad

Gl = - (M1+M2) *L1*g* (sin(gql));

G2 = -M2*L2*g* (sin(g2));

G = [Gl;G2];

%% Despejando
Deltal = M11*M22 - M12*M21;
Delta?2 = Taol - Cll*gpl - Cl2*gp2 - G1;

Delta3 = Tao2 - C21l*gpl - C22*gp2 - G2;
gepl = (1/Deltal)* (M22*Delta2 - M12*Deltal);
gep2 = (1/Deltal)* (-M21*Delta2 + Mll*Delta3l);
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end

function [X1,Y1,X2,Y2] = ConvertirA XY (ql,g2)
11 = 0.45;
12 = 0.45;

o

X1 = 1l1l*sin(ql);
Yl = 1ll*cos(qgl);

X2 = 1l1l*sin(gl) + 12*sin(gl + g2);
Y2 = 1l*cos(gl) + 12*cos(gl + g2);
end

En la figura A1 se muestra el programa utilizado en el software Simulink para simular

el modelo dindmico del brazo robético.
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MCDELD DINAMICO DEL BRAZO ROBOTICO DE DOS GRADOS DE LIBERTAD
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ANEXO B. Programa de célculo de la matriz K

En este apartado se muestra el cddigo utilizado en MATLAB usando el Toolbox LMI
para resolver el problema de optimizacion convexa planteado en la ecuacion 4.58, este
codigo se tiene que repetir para cada uno de los puntos de operacion del modelo difuso
planteado.

% Programa para el célculo de la matriz K

A =10 1 0 0
4.7411 -3.5981 -0.37092 2.7334
0 0 0 1
-0.65282 2.7334 0.85917 -6.3315];
Bl = [0 0
0.41793 -0.3175
0 0
-0.3175 0.73543];
B2 = [ 0.1
0.1
0.1
0.1
17
c = [1 0 0 0
0 0 1 01;
D1 = [ O 0
0 01;
D2 = [0.05
0.05];

% define el sistema LMI

setlmis ([])

% variables LMI

X = lmivar(l, [4 1]); $matriz cuadrada 4x4

W = lmivar (2, [2,41); $matriz rectangular 2x4
rou = Ilmivar (1, [1 11);

$ LMI 1

Imiterm ( [-1 1 1 X1,1, 1); %

$ LMI 2

Imiterm ( [2 1 1 X1,A,1,'s"); % bloque (1,1)
Imiterm ( [2 1 1 W],B1,1,'s"); % bloque (1,1)
Imiterm ( [2 2 1 0]1,B2"); % bloque (2,1)
Imiterm ( [2 3 1 X1,C,1); % bloque (3,1)
Imiterm ( [2 3 1 W],D1,1); % bloque (3,1)
Imiterm ( [2 3 2 0],D2); % bloque (3,2)
Imiterm ( [2 2 2 rou]l,1,-1); % bloque (2,2)
Imiterm ( [2 3 3 rou]l,1,-1); % bloque (3,3)
Imis3=getlmis; % fin

% Resolviendo
c = mat2dec(1lmis3,0,0,1);
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[copt,xopt] = mincx(lmis3,c); % resuelve el problema de
optimizacidn

X = dec2mat (1lmis3, xopt,1);
W = dec2mat (1lmis3, xopt,2);
K = W*inv (X) ;
Autovalor AN=eig (A-B1*K)

extrae la matriz X
extrae la matriz W
cidlculo de la matriz K

o oe

oe

117



