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Resumen

Muchos problemas de la economia correspondientes a la oferta y demanda estan
planteadas mediante un sistema de ecuaciones que involucran ecuaciones integro
diferenciales, ecuaciones integrales y ecuaciones en derivadas parciales, el propésito del
presenta trabajo de investigacion es resolver estas ecuaciones integro diferenciales,
ecuaciones integrales y ecuaciones en derivadas parciales, utilizando la transformada de
Laplace como una herramienta matematica de mucha utilidad, con la finalidad de
determinar un sistema de ecuaciones o conjunto de ecuaciones simultaneas que expresen
la oferta y demanda en términos de ecuaciones lineales en expresiones algebraicas mas
simples, para aplicar y analizar las condiciones del equilibrio de mercado.

Teniendo el sistema de ecuaciones consideradas mas simples después de resolver
estas ecuaciones integro diferenciales, ecuaciones integrales y ecuaciones en derivadas
parciales, para graficar estas funciones se utilizara el Software Graph o Wdélfram Alpha
para luego dar la interpretacion pertinente a la solucion en base al grafico obtenido,
considerando la variable tiempo, precio y la cantidad de productos o bienes como
caracteristica fundamental en el analisis dinamico de la economia.

Palabras Clave:

Problema Econdémico / Oferta y Demanda / punto de Equilibrio / ecuaciones

Integrales, integro diferenciales y derivadas parciales / Transformada de Laplace.



ABSTRACT

Many economic problems corresponding to supply and demand are posad through a
system of equations that involve integral differential equations, integral equations and
partial differential equations. The purpose of this research work is to solve these integral
differential equations, integral equations and equations. in partial derivatives, using the
Laplace transform as a very useful mathematical tool, with the purpose of determining a
system of equations or set of simultaneous equations that express supply and demand in
terms of linear equations in many cases or in others in expressions simpler algebraic
methods to use dynamic stability conditions in microeconomic models of market

equilibrium.

Having the system of equations considered simplest after solving these integral differential
equations, integral equations and partial differential equations, it is solved using the Graph
and Wodélfram Alpha Software to interpret the solution based on the graph obtained,
considering the variable time, Price and the quantity of products or goods as a fundamental

characteristic in the dynamic analysis of the economy.

Key Words:

Economic Problems / Supply and Demand / Equilibrium point / Laplace Transform / Integral

equations, | integrate differentials and partial derivative.



CAPITULOI

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

1.1.- Situacion Problematica

Nuestro pais el Peru, es un pais en desarrollo pujante que tiene el reto de alcanzar
su desarrollo social, econémico y tecnolégico. La economia es un campo de estudio que
examina el complicado sistema de produccion, distribucion, consumo de mercancias y
servicios proporcionados por la sociedad, a través de empresas y cadenas de tiendas que
pretenden dinamizar la economia en base a un modelo de economia social de mercado.
Los ciudadanos tenemos el reto de alcanzar la igualdad social en base al equilibrio de la
distribucion de riquezas y pretender el crecimiento y estabilidad econémica. Todo esto
requiere del conocimiento profundo en temas especializados en matematica y en la
economia, en este caso un método matematico para resolver problemas de la economia
que involucran modelos matematicos a través de ecuaciones integrales, ecuaciones integro
diferenciales y ecuaciones en derivadas parciales, problemas con amplias aplicaciones
economicas que se utilizan para establecer los parametros para la estabilidad dinamica en
modelos microeconémicos de equilibrio de mercado, asi para graficar e interpretar el punto

de equilibrio de oferta y demanda de diversos problemas microeconémicos.

La economia, es un area de mucha importancia para el ser humano, de mucho
debate, cuyo propdsito es emplear los recursos econémicos escasos Y finitos disponibles,
para satisfacer con ellos la mayor cantidad posible de las infinitas necesidades humanas.
A menudo estos asuntos pueden parecerse dificiles de comprender, especialmente cuando
se plantea con un lenguaje especializado dentro del problema econdémico, analizado a

través de la solucién de modelos matematicos.

Estudiar economia en un periodo de rapido avance tecnolégico que nos ha dado
computadoras portatiles, conexiones inalambricas de banda ancha y dispositivos méviles

que han cambiado por completo nuestra forma de vida.



Sin embargo, la constante subida de los precios de los articulos de primera
necesidad y combustibles como consecuencia del crecimiento econdmico mundial también

se suma a la expansion volatil de la economia y del sistema financiero.

Los problemas planteados dentro de la economia para lograr el equilibrio de
mercado, estan expresados mediante ecuaciones 0 expresiones matematicas que
involucran ecuaciones integrales, ecuaciones integro diferenciales y ecuaciones en
derivadas parciales que representan a la oferta y demanda, por tanto, el propésito es
resolver previamente estas expresiones matematicas para simplificar y expresar el sistema

de ecuaciones que expresen la oferta y demanda.

En los problemas que se plantean para determinar el equilibrio de mercado no
podriamos determinar de manera inmediata pues estan expresados mediante ecuaciones
0 expresiones matematicas que requieren previamente resolver utilizando métodos
adecuados que requieren tener el conocimiento de un método matematica, cémo es el
uso de la Transformada de Laplace que posibilita resolver estos problemas de manera
eficiente y simplifica las tediosas operaciones para dar respuesta a las preguntas de los
problemas de microeconomia expresadas mediante ecuaciones integrales, ecuaciones

integro diferenciales y ecuaciones en derivadas parciales.
1.2. Formulacion del Problema

La incidencia de la oferta y la demanda en el desarrollo social econémico, es un
problema de larga data, incluso las teorias y estrategias de desarrollo a mediados del siglo
pasado trataron de resolver en muchos paises entre ellos nuestro pais, que no es ajeno a
este problema y estamos en la busqueda de encontrar el equilibrio econémico para el buen
desarrollo de nuestro pais.

Por esta razén es que se ha realizado el estudio de los conceptos y definiciones
para resolver los problemas de economia con respecto a equilibrio de mercado, utilizando
los modelos matematicos de ecuaciones integro diferenciales, ecuaciones integrales y

ecuaciones en derivadas parciales, para relacionar y resolver los problemas, el propésito



es difundir en nuestro medio la solucion de problemas de economia expresados mediante
los modelos matematicos indicados, al problema econdémico de oferta y demanda,

utilizando la Transformada de Laplace, para luego dar su interpretacion pertinente.
A. Problema General

¢, Sera posible resolver los problemas econémicos que involucran modelos

matematicos, utilizando La Transformada de Laplace?
B. Problemas Especificos

1. ¢En un problema econdémico planteado para determinar el equilibrio de
mercado sera posible identificar modelos matematicos a través de ecuaciones
integrales, ecuaciones integro diferenciales y ecuaciones en derivadas

parciales?

2. ¢Luego de identificar el modelo matematico en los problemas econémicos,

sera posible resolver utilizando la transformada de Laplace?

3. ¢ Sera factible interpretar la solucion de los problemas econdmicos de oferta

y demanda?
1.3.- Justificacién de la Investigacion

El objetivo de este trabajo de investigacion es resolver los modelos matematicos de
economia de mercado, aplicando la transformada de Laplace para posibilitar la solucion de
las ecuaciones de oferta y demanda que estan expresadas mediante ecuaciones integro
diferenciales, ecuaciones integrales y ecuaciones en derivadas parciales para ser
expresadas en ecuaciones o expresiones matematicas mas simples y luego determinar el

equilibrio de mercado y graficar e interpretar su solucion.

Los economistas tienen poca informacién y conocimiento sobre el desarrollo de los
temas considerados como métodos matematicos avanzados en los temas de ecuaciones
integro diferenciales, ecuaciones integrales y ecuaciones en derivadas parciales que son

utiles e importantes en el desarrollo de areas del Analisis Econémico y su manejo resultara
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de mucha importancia en otras disciplinas propias de la Economia como son la Teoria
Econémica y la Econometria.

Como matematicos nos involucramos en la Economia, teniendo el conocimiento y
sapiencia en el desarrollo de las ecuaciones integro diferenciales, ecuaciones integrales y
ecuaciones en derivadas parciales. Bajo este concepto nuestro propdsito es resolver
expresiones matematicas complicadas expresadas en problemas de la economia que
corresponden a la oferta y demanda, para determinar el equilibrio de mercado, graficar y
simular la solucion de las ecuaciones oferta y demanda de los problemas econémicos. Con
este proposito utilizo el método de la transformada de Laplace incluido a sus propiedades
las cuales al aplicar me permite a transformar ecuaciones complicadas en expresiones
algebraicas mas simples de facil manejo y resolucion.

1.4.- Objetivos de la Investigacion
A. Objetivo General

Utilizar la Transformada de Laplace para resolver los problemas econémicos de
oferta y demanda expresados mediante ecuaciones integro diferenciales, ecuaciones
integrales y ecuaciones en derivadas parciales.

B. Objetivos Especificos

1. Identificar los Modelos Matematicos que involucra ecuaciones integro
diferenciales, ecuaciones integrales lineales, ecuaciones en derivadas
parciales, en problemas de la economia

2. Resolver los Modelos Matematicos que involucran a ecuaciones integro
diferenciales, ecuaciones integrales lineales, ecuaciones derivadas
parciales, en problemas de la economia, utilizando la transformada de
Laplace.

3. Utilizar Software Graph o Wolfram Alpha para graficar, luego determinar el
punto de equilibrio e interpretar la solucion de problemas econémicos de

oferta y demanda bajo la condicién de equilibrio de mercado.



CAPITULOIII
MARCO TEORICO CONCEPTUAL
2.1.- Bases Teéricas

A continuacién, presento los conceptos pertinentes para cada tema que se seran

necesarias en el trascurso del desarrollo del presente trabajo de investigacion.
2.1.1. Definiciéon de Modelo

Un modelo puede tener varios significados en diferentes contextos, en términos
generales una representacion simplificada de un sistema, objeto o idea se denomina
modelo que se utiliza para comprender, estudiar o predecir su comportamiento.

2.1.2. Definicion de Modelo Matematico

Es una representacion abstracta y simplificada de un sistema, fendmeno o proceso
de un mundo real utilizando expresiones, conceptos y ecuaciones matematicas. Estos
modelos ayudan a comprender, analizar y predecir el comportamiento de situaciones
complejas, como en la economia, la fisica, la biologia entre otros, a través de la formulacion
de las relaciones matematicas que describen las interacciones y variables relevantes en el
sistema en cuestion.

Los modelos matematicos son ampliamente utilizados en la ciencia, la ingenieria,
la economia y en diversas disciplinas del saber humano, para tomar decisiones y resolver
problemas.

CONCEPTOS PRELIMINARES DE ECONOMIA

2.1.3. La Economia:

Es una disciplina que estudia en general a los recursos, cdmo se producen, venden
y distribuyen los productos y/o servicios en una sociedad. Investiga los procesos de toma
de decisiones utilizados por las personas, organizaciones y gobiernos para distribuir los
recursos para satisfacer sus necesidades y/o deseos.

Son cuatro componentes que juegan un papel importante en la economia, para

toda cadena de produccion de bienes y servicios.



1. La Produccion: la que se ocupa de la creacion o (fabricacion) de un bien o

servicio.

2. La Distribucion: que incluye a todos los procedimientos seguidos para que el

producto llegue al cliente (consumidor).

3. El Comercio: que es el intercambio de mercancias o servicios entre empresas,

individuos (vendedores y compradores) integrantes de un sistema econdémico.

4. El Consumo: es el acto de comprar un articulo o servicio para satisfacer una

necesidad en particular.

Comprender como funciona la economia es decisivo porque articula todos los
aspectos de nuestros sistemas financieros, incluida la elecciéon que hacemos y la forma en
que manejamos el dinero.

2.1.4. El Mercado y Precios

Si necesito comprar una camisa, quiero comprar los productos de primera
necesidad o tengo la intencion de comprar un equipo de limpieza. s Ddénde las encuentro y
cuanto me cuesta todos estos productos? Para ubicar un lugar donde la gente venda esas
cosas Y brinde esos servicios es el mercado.

2.1.5. El Mercado

Es el lugar (ubicacién) donde los compradores y vendedores realizan sus
transacciones comerciales de compra y venta de diversos productos. Es el area publica
con tiendas o puestos de venta donde se realiza el comercio, en particular con respecto a
los alimentos y otros productos de primera necesidad.

Los que componen un mercado son dos grupos de personas: vendedores y
compradores. Aqui se permite el acuerdo a los compradores y vendedores intercambiar y
hacer negocios.

Es la ubicacion tedrica donde los precios de bienes, servicios y productos se

deciden segun la oferta y demanda.



2.1.6. Estructura De Mercado

La estructura de mercado se refiere a que como esta organizado el mercado o
sector en términos de competencia y la calidad de empresas que participan en ella. El
mercado perfectamente competitivo y el mercado imperfecto competitivo son los dos
principales tipos de mercado que se deben mencionar.

2.1.6.1. Mercado de Competencia Perfecta.

El mercado perfectamente competitivo es un escenario de mercado hipotético en el
que existe la ley de oferta y demanda, quienes autorregulan los precios, con un perfecto
control de precios, y en el que no hay fallos de ningun tipo para el mercado, es un
MERCADO IDEAL. y se caracteriza por:

a. Amplia presencia de compradores y vendedores: hay muchos clientes y
vendedores en el mercado.

b. Los compradores y vendedores tienen acceso libre: Es decir, no existen
obstaculos que impidan que compradores y vendedores entren o salgan del
mercado, por lo que pueden aparecer nuevos mercados.

c. Se comercializan mercancias semejantes: No puede no haber diferencia en la
eleccion de vendedores por parte de ciertos compradores porque todos los
vendedores tienen mercancias semejantes (bienes y servicios) en cuanto a sus
envases, empaques, precios, marcas y componentes fisicos.

d. Nadie puede influir en los precios: ni el vendedor ni el comprador tienen ninguna
influencia en los precios. EIl propio mercado determina los precios, procurando
gue ni sean excesivamente caros para asustar al consumo ni excesivamente bajos
desalienten la produccién o favorezcan el consumo excesivo.

2.1.6.2. Mercado De Competencia Imperfecta.

La estructura de mercado que es imperfecta es aquella en la que una o un pequefio

numero de empresas tienen influencia sobre el mercado que pueden cambiar los precios



a su voluntad. Hay muchos tipos diferentes de competencias imperfectas, por lo tanto,
mencionare algunos de ellos a continuacion.

Dentro de este tipo mercado se encuentran el monopolio, el oligopolio, la
competencia monopolistica. Los bienes y servicios que venden los vendedores son
diferentes, incluyendo aquellos en sus envases, empaques, costos, etiquetas y
componentes fisicos

2.1.7. El Costo

En economia el costo es el gasto realizado para producir un bien o brindar un
servicio. En ese sentido el costo comprende el gasto realizado en la fabricacion en si, asi
como los insumos fueron comprados y mano de obra.

2.1.8. El Precio

A la cantidad de dinero que se asigna a un bien, servicio o producto para adquirir
(comprar o vender) se conoce como Precio. Todo objeto o servicio que sera vendido en
un mercado tiene un precio fijo. Ademas, el precio de un determinado producto puede
cambiar segun una serie de variables como la calidad y la cantidad del articulo, bienes y
servicio.

El precio es capaz de afectar directamente el comportamiento de equilibrio de
mercado, o sea en la variacion de la oferta y la demanda.

2.1.8.1. Clasificacion De Precio.

En el mercado, el precio se clasifica para hacer un compra y venta de la siguiente
manera:

1. Precio de Costo: Todo producto que compran los comerciantes de un mayorista
en mercado lo hacen con precio de costo.

2. Precio de venta: Todo producto que se vende al publico por un comerciante en
un mercado, las transacciones se hacen con precio de venta.

El vendedor, siempre tiende a vender en un precio mayor al que le costd, entonces

tiene una ganancia.



2.1.9. Oferta y Demanda en el Mercado

Es posible observar en un mercado de que como funcionan los precios, a medida
de la escasez del producto se elevan y para detener el alza de precios, se debe dar
decisiones en diversos mercados. Estos mercados son los de productos basicos, en donde
el dinero, los compradores y vendedores intentan equilibrar sus planes individuales, en lo
que resulta la presencia de oferta y demanda.

Es un instrumento esencial para la economia, la presencia de oferta y demanda,
que ayuda a equilibrar los diferentes problemas de precio que se presenta en el mercado.

La Oferta

La nocién de oferta agrupa a los proveedores de los bienes o servicios
correspondientes. Se conoce como oferta a la cantidad considerable de bienes y/o
servicios que diversas empresas, organizaciones e individuos ponen a la venta en un
mercado. Estos productos pueden ser frutas, papas, arroz, calzados u otros articulos que
el proveedor ofrece a la venta, a un precio favorable al comprador.

La Demanda

El concepto demanda agrupa a los compradores de bienes o servicio en especifico.
La demanda se refiere a la cantidad suficiente requerida de productos o servicios de los
clientes, partes interesadas desean y/o quieren comprar de un mercado.

2.1.10. Funciones de Oferta, Demanda y Punto de Equilibrio

La funcién de oferta y demanda es la formula matematica que conecta las
cantidades de un producto que se solicitan y se proporcionan en la economia de libre
mercado. Si hay mas oferta que demanda, entonces los precios bajan y les resulta dificil
vender sus productos y /o servicios por menos dinero. cuando la demanda es mayor los
precios aumentan y los compradores dificultan a comprar el producto y/o servicio deseado.

A. La Funcién de Oferta.

Denotado por O(p), es una funcion de variable “p”, representa la cantidad de

productos y servicios que los proveedores venderan a un precio especifico. de manera
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general el nUmero de articulos ofrecidos y su precio estan directamente correlacionados,
significa que, si el precio del producto aumenta, los productores estan dispuestos a ofrecer
mas productos al mercado.

Figura 1: Grafica de Funcion Oferta

Fuente: propio del presente estudio.
Nota: La funcion oferta es creciente. Pues los fabricantes ofertan mas, si los
precios se aumentan (suben).
B. La Funcién de Demanda.
Denotado por D(p), es una funcién de variable “p”, que representa la cantidad de un
determinado bien o servicio que los consumidores estan dispuestos a adquirir a un
nrecio especifico. Dé manera general, la cantidad de articulos demandadas vy el
precio tienen una relacién inversa, significa que a medida que el precio disminuye

los consumidores estan dispuestos a comprar mas cantidad el producto.
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Figura 2: Gréfica de funcién Demanda.

Fuente: propio del presente estudio.

Nota: La funcion de Demanda es decreciente. El cliente tiende a comprar mas

cantidad si los precios disminuyen (bajan).

C. El Punto de Equilibrio (o equilibrio de mercado):

Graficamente es el punto donde se interceptan las graficas las curvas de las
funciones de oferta y demanda, dicho de otra manera, es donde la cantidad
ofertada es lo mismo a la cantidad demandada de algun producto o servicio para
el mismo precio. La cantidad en este punto es cantidad de equilibrio y el precio

en este punto es precio de equilibrio, como podemos ver la siguiente figura.

Figura 3: Grafica de Punto de equilibrio.

Fuente: propio del presente estudio.
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Nota: En el punto de equilibrio los productos se compran y se vende todo a todo,
esto es, no sobran ni faltan.
2.1.10.1. Leyes De Oferta Y Demanda.
A. Ley de Oferta: Es una relacion que se realiza, el precio y la cantidad de
productos.

1. Si el precio del bien o servicio aumenta, la cantidad de bienes o servicios en
oferta también aumentan. Dando lugar al cambio de posicion de la curva una
traslacion hacia la derecha.

2. Cuando el precio de un producto disminuye, también se reduce la cantidad
de productos que se ofertan. haciendo un cambio de posicion de la curva
una traslacion hacia la izquierda. Lo que muestra la siguiente grafica.

Figura 4. Grafica de desplazamiento de Oferta a derecha y izquierda

Fuente: propio del presente estudio.

B. Ley de Demanda: Es una relacidon que se realiza, el precio y la cantidad de

productos.

1. Si el precio de un bien o servicio aumenta, se reduce la cantidad de
productos en demanda, dando lugar al cambio de posicion de la curva una

traslacién a la izquierda
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2. cuando disminuye el precio del producto o servicios, aumenta la cantidad de
productos o servicios en demanda, haciendo un cambio de posicion de la

curva demanda se traslada a la derecha. Tal como muestra la grafica.

Figura 5. Grafica desplazamiento de demanda a izquierda y derecha.

Fuente: propio del presente estudio.

2.1.10. 2.- El Ingreso Bruto Anual.

El ingreso bruto anual de un comerciante o una empresa, es el ingreso total de
dinero por las ventas de productos o servicio de un comerciante o de una empresa durante
un afo de actividad continua. Son también conocidos como ventas brutas.

Aqui no se restan las ganancias o gastos en el transcurso del tiempo, s6lo se suman
todas las ventas o ingresos de dinero del comerciante o empresa. Para determinar el

ingreso bruto anual se usa la siguiente relacion.

Ingreso bruto anual = (Precio)(Cantidad)(Afio) Entonces IB=P.Q.A
Donde: IB: ingreso bruto anual del vendedor y/o (productor)
P: precio del producto en venta
Q: cantidad del producto vendido

A: dias 0 meses por afo
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Definiciones y Conceptos Preliminares de Analisis Funcional

2.1.11. Espacios Producto Interno
Definicién 2.1.11.- Sea X un espacio vectorial real o complejo, Un producto interno
una aplicacion (.): Xx X - K, definida por
(x, y) = xy)

Donde X es un espacio vectorial y K es el cuerpo definido en los reales o complejo,
la operacion binaria (. ) asigna un niumero complejo (escalar) representado por (x, y) a cada
par ordenado de vectores x,y € X, conocido como el Producto Interno en X, y cumplen
las siguientes propiedades:

1. a) Linealidad por la izquierda: (ax + By,z) = a(x,z) + (y,z)
b) Linealidad conjugada por la derecha (x,ay + fz) = a(x,y) + b{x, z)

2. Hermiticidad (x,y)= (y,x), (labarradenota encima, es la conjugacion compleja).

3. Positividad (x,x) 20,y (x,x) =0,siysélo si x=0. V x, y,z€ X. Va,BEC

Definicién 2.1.11.1.- Un espacio vectorial X, provisto con un producto interno (,) ,
o sea el par (X,(,)) se llama espacio producto interno.

Definiciéon 2.1.11.2.- (Norma en un espacio producto interno) Sea el espacio
Producto interno (X,(,)). La norma de un vector x € X, se define por:  ||x|| = m y
que satisfacen las siguientes condiciones:

Desigualdad de Schwarz: |[(x,y)| < ||x|/[lyll, paratodox,y € X.

Desigualdad triangular: ||x + y|| < ||x]| + ||y||, paratodo x,y € X.

Definicion 2.1.11.3.- Sea el espacio Producto interno (X,(,)), se define Ila

distancia entre x e y mediante la expresion

d(x,y) =|llx — y|| =/{(x —y,x — y), ahora tenemos que X es un espacio métrico.

2.1.12. Espacio de Hilbert
Definiciéon 2.1.12.- Un espacio producto interno (o un espacio pre Hilbert) es un par

(X, (,)) donde (,) es un producto interno en X.
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Definicién 2.1.12.1.- (Espacio de Hilbert) Sea un par (H, (,)) un espacio producto

interno, ademas H es provisto de la norma ||x|| = /{(x,x) es completo entonces
(H, (,)) se llama Espacio de Hilbert. Se puede expresar que, un espacio producto
interno completo es un espacio de Hilbert.

2.1.13. Espacio L?

Un Espacio LP es un concepto en matematica utilizado en la teoria de vectores

normados. En se sentido LP, se refiere a una familia de vectores de funciones contintias
normados que satisfacen ciertas propiedades de convergencia.

El nimero p en LP, indica el tipo de norma utilizada para medir la magnitud de las
funciones en ese espacio. Los valores comunes que puede tomar p son 1, 2 e infinito y
corresponden a las normas LY, L? y L® respectivamente. Cada norma LP tiene sus

propias propiedades y aplicaciones en diversas ramas de la matematica y la teoria de
funciones.

Definiciéon 2.1.13.1- Dado un espacio de medida (E, A, 1) y una funcion medible f

, definimos para 1 < p < o0
1/p
11, = ([ 1f17e)

Llamada la norma de LP de f y si |f|p es infinito no es integrable.

2.1.14. Espacio Cuadrado Integrable
Definiciéon 2.1.14. Se dice que f (x) es una funcién de cuadrado Integrable en
[a,b], si la integral f:lf(x)lzdx existe (es finita); denotaremos por Lz[a,b] o simplemente
por L, al conjunto de todas las funciones cuadrado integrables en [a, b].
Definicion 2.1.14.1.- Una funciéon f: X — R, de una variable real o complejo definido

en el intervalo A c X, se dice que es Cuadrado Integrable, si la integral del cuadrado de

su mddulo converge en su intervalo de definicion.
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Esto es: fA|f(x)|2dx < oo laintegral existe y es finita,

Notacién: Se denota con L,(X,u), o simplemente L,. la coleccién de todos los
funciones cuadrado integrables X. donde u es la medida o norma de f en X.
2.1.15. Espacio Lineal De Funciones Cuadrado Integrables
Las funciones cuadrado integrables tienen las siguientes caracteristicas:
a). Para dos funciones cuadrado integrables su producto de funciones es también

cuadrado integrable. Es el resultado directo de la desigualdad.
1
F g < 5 [f2(x) + g* ()]

y de las propiedades de la integral de Lebesgue.
b). Para dos funciones cuadrado integrables. la suma de funciones es también
cuadrado integrable.
[f () + g()]* < £200) + 2lf () g ()] + g*(x)
y en esta propiedad, cada una de las tres funciones del segundo miembro es
integrable.

c). Sifel, ya € R,entonces af € L,.luego se tiene:

[tarPau=a [ rrap<eo

Luego, el conjunto L,(X,u) de funciones de cuadrado integrables establece un
espacio lineal.
Definicién 2.1.15.1.- Producto Escalar: Se define el producto escalar en L, de la

siguiente manera

(f,g) = f ()9 (x) dx

Propiedades: Paratodo f,h,g €L,y B € R, secumplen:
1.- Conmutatividad (f, g) = (g, f)

2.- Distributividad  (f +h, g) =(f, g)+<(h, g)
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3.- Linealidad (Bf, g) = B{f, 9)
4.- Existencial (f, f) >0 para f >0
Definiciéon 2.1.15.2. Se llama a L, espacio euclidiano, a las clases de funciones
cuadrado integrables equivalentes, en el que la definicion del producto escalar y las
operaciones de suma y multiplicacién por numeros se definen como las operaciones

estandar de la siguiente manera:
(f.9)= [ Fagedx

En L,, la Desigualdad de Cauchy tiene la siguiente forma, opera como lo haria en

cualquier espacio euclidiano:

([res) <[ 2 g ax

Y para la desigualdad triangular tiene la siguiente forma

J j [F (o) + g)Pdx < j j [F G012 dx + J f lg(0)]2dx

En particular para g(x) = 1 se obtiene la siguiente desigualdad

(/ f(x))z < w0 [ f2dx

La métrica es:

d(f.g) = lIf —gll2 = Jf[f(x) —g(x)]? dx

A esta ultima expresién también se conoce como desviacion cuadratica entre las
funciones fy g.

2.1.16. Integral de Fubini

El teorema de Fubini nos proporciona un método para calcular las integrales de
funciones de multiples variables mediante el calculo de integrales multiples, de una variable
por teorema fundamental del calculo, o todos los métodos conocidos de analisis de una

variable que pueden ser aplicados al calculo de integrales
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Teorema de Fubini 2.1.16.- (En honor a Guido Fubini, matematico Italiano) Sea

A = [a,b] x[c,d], un rectangulo del producto cartesiano de dos intervalos en R?, los
elementos de A son pares ordenados (x,y) con x € [a,b] ey € [c,d] yseaf unafuncion

integrable, definida como: fi A-R,

(x,y) = f(xy)
Para x € [a,b] fijo, se considera una funcion f,:[c,d] - R integrable en [c,d]

definido como: y — f.(y) = f(x,y) donde: x es constante, y es una variable, entonces
d
£0) = [ feydy
Cc

Luego analogamente para y € [c,d] fijo se considera una funcion f,: [a, b] - R integrable

en [a,b] definido como: x — f,(x) = f(x,y) donde y es constante, x variable, entonces

b
£,00 = f £ y)dx

y la integral de la funcion bajo la region A esta dado por:

[ of = f:(fcdfx(y)dy)dx

con una notacién mas practica

fAf=Lb<fcdf(x.y>dy>dx

Analoge ' para cada

fAf=fcd<Lbf<x,y)dx)dy

Observacion. - si la funcion f es continua, entonces las funciones, f,, f,

yelc, d], se obtiene que:

(con x € [a, b], y € [m,n]), son todas integrables, y entonces se obtiene que:

[uf = j b ( f:f(x,y) dy) dx = jm ( j o) dx) dy
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Se puede generalizar a las regiones A, delimitados por rectangulos.

Corolario. - Sea g, h:[a,b] » R, dos funciones continuas tales que g(x) < h(x)
paratodo x € [a,b], sea A = {(x,y) E R%:a < x < b, g(x) <y < h(x)} una region limitada
ysea f:A — R, una funcidén continua, entonces se cumple:

b / rh(x)
fAfZ.f < f(x,y)dy>dx
a gx)
2.1.17. Transformadas Integrales

Definiciéon 2.1.17.1.- Se dice transformada integral, a la transformacién T que se

aplica a una funcion f(t) expresado en una integral definida y dando como resultado a

otra funcién F (u) de la siguiente forma:

t2

T(F() = f K(u, Of (©)dt = F(w)

ty

Una clase especial de operador matematico T se llama transformada integral.
a. Lafuncién f(t) es una funcién de entrada y la funcién de salida es F(u).

b. Los limites de integracion t; y t, varian dependiendo la definicion.

c. Las transformadas integrales dependen de la funcion del nucleo K(u,t) de
dos variables conocido como nucleo 6 Kernel. Hay nicleos que tienen inversa K~ (u, t)

que producen la transformada inversa esto es:
Uz
O = [ K @or@d =T FwW)
Uy

2.1.18. La Transformada de Laplace
El 23 de octubre de 1749, en Beaumont-Auge, Francia, Pierre-Simon Laplace nacié
en una familia de agricultores modestos. Fallecié en Paris, Francia, el 5 de marzo de 1827.
Fue un matematico, fisico y astrénomo francés que avanzé en la mecanica newtoniana e
influyé significativamente en la creacion de la Transformada de Laplace en honor a su

nombre. Estudio las integrales de la siguiente forma:
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f+oof(x)eaxdx
0

En matematica un caso especial de transformada integral, es la transformada de
Laplace, que transforma a una funcién compleja de variable t a una funcién simple lineal
con variable s

Se aplican alos problemas en la rama de la ciencia, ingenierias y problemas fisicos,
circuitos eléctricos etc. Su utilidad es muy eficiente para resolver las ecuaciones
diferenciales e integrales de dificil solucion, para convertir en funciones algebraicos
simples, para ser resueltos de manera mas sencilla, por ello se convierte en una
herramienta mas eficaz para resolver ecuaciones.

Definiciéon 2.1.18. Sea funcion f definida en [0, +) — C, se llama Transformada

de Laplace de f(t) a la funcién F(S) de la variable real o compleja s denotada por & o

Af(t)}, definida por

LAY = [, e f(x)dx =]im [ e % f(x)dx = F(s). (2.1.18)

En todos los valores de s, para las cuales la integral impropia sea convergente.

Para establecer las condiciones de existencia de la integral de Laplace, es preciso
hacer algunas hipotesis acerca de la funcion f, Comenzaremos por suponer que f es
continua por tramos en cualquier intervalo (a, b) c [0,+). Esto implica que la funcion
e ~S*f(x) es integrable en todo intervalo de la forma [0, b] con b > 0, asi que la existencia
de la integral de Laplace dependera del comportamiento del integrando para valores

grandes de x .
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Nota:
a. Latransformada de Laplace se denota con la letra mayusculas &
b. la Transformada de Laplace de las funciones f(x), g(x)y h(x) seran,
respectivamente, F(s), G(s), H(s) esto es:
L{f(x)} =F(s)
Ag(x)} =G(s)

Z{h(x)} = H(s)

2.1.18.1. Propiedades de la Transformada de Laplace.

1.- Teorema de Continuidad: Sea f(x) una funcién de orden exponencial para
x > T y continua por tramos para x > 0,entonces existe la transformada de Laplace de f(x)
para s> c.

Prueba:

Usando la definicion de la transformada de Laplace (2.1.18), se tiene que:

AAf@)} = [, e f(x)dx

AL} = [, e f(0dx + [ e f(x)dx

Af)}=4L+1

Como el segundo miembro puede ser expresado como la suma de integrales sobre

intervalos donde f es continua, se ve que por definicion I; existe. En seguida veamos que

para I, existe, por hipdtesis nos indica para x > T, es de orden exponencial luego
II,] < f le™s*f(x)| dx
T
< Mf e *e¥dx
T
= Mf e~ (57X gx
T

e —(s—-o)x o

T

s—c
e—@—QT

=-M p— para s>c I, existe.

Por tanto: ZA{f(x)} =1, + I, existe paras >c.




22
Comportamiento de la Transformada F(S) en Infinito

2.- Teorema de Convergencia: Sea f:[0,+x) - R, una funcién real, tales que

f(x) es continua por partes y de orden exponencial en el intervalo [0, 4+o0) entonces se

cumple:

o Af()y= " F(s)=0

Prueba: Por hipdtesis f(x) es continua por partes en [0, +), entonces es acotada

en este intervalo.

lf()l <M para todo x € [0,+) se tiene

| Af@}< [, le™F (x) [dx

S If () |le¥dx

—SX M
M3 =3

- =
Y asi, | Af(x)}] -0 cuando s — o, de modo que

“7{f(x)} - 0 cuando s —» o por consiguiente Sli_)n;o F(s) =0

3.- Propiedad de Linealidad: Sean f(x) y g(x) dos funciones continuas, con sus

transformada de Laplace F(s) y G(s) respectivamente, sean My N constantes

cualesquiera, entonces se cumple:

AAMf(x) + Ng(x)} = MF(s) + NG(s

Prueba:

Usando la definicion de la transformada de Laplace (2.1.18.1)

AMF(x) + Ng(x)} = fooo e S*[Mf(x) + Ng(x)]dx

=, [Me™f(x) + Ng(x)]dx
= [V[Mf(x) + Ne~5*g(x)]dx
= [ Mf(x)dx + [, Ng(x)dx

= Mfoooe‘sxf(x) dx+Nf0°°e‘ng(x)dx
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= MF(s) + NG(s)
o AMSf(x) + Ng(x)} = MF(s) + NG(s)

4.- Teorema de Traslacion
Sea f(x)una funcién continua, cuya Transformada de Laplace existe, si Z{f (x)}

=F(s) y a = 0 sea un numero real, entonces se cumple: Ae®™f(x)}=F(s—a) para

s>a
Prueba:
Usando la definicion de transformada de Laplace (2.1.28.1), la demostracion es
inmediata
Ae®f(N)} = [, e e f(x)dx
= fooo e~ (STOXF(x)dx
=F(s—a)
SAf ()} =F(s)
podemos calcular  F{e® f(x)} sin otras operaciones, al cambiar F(s) por
F(s — a).

2.1.19. Transformada Inversa de Laplace

SiF(s) =Z{f}= fooof(t) e~Stdt, es la transformada de Laplace, entonces se dice
que f es la transformada inversa de F(s) es decir f = L {F(s)} aplicando las
propiedades respectivas, queda bien determinada la funcidén f(¢t).

2.1.19.1. Lineal dad de la Transformada Inversa de Laplace.

Se utiliza las fracciones parciales F,, F,, F3, ..., F;, son las transformaciones de
Laplacey C;, C,, Cs,..., C; son constantes reales, si F = C,F, + C,F, + ...+ Ci F), entonces
se cumple

f=LYF}Y=L"YC,F, + CF, + ...+ C Fy}

= ClL_l{Fl} + CzL_l{Fz} + -+ CkL_l{Fk}
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Para encontrar la funcion f.

2.1.21. Convolucién de Funciones
Definiciéon 2.1.21: Sean f y g funciones continuas a trozos en [0, +«[, entonces

su convolucién denotada por f * g esta definida mediante la siguiente integral
(fxg) ¥)=f(x) xg(x)

(f*g9) ()= [, fF(Dg(x —)dr (21.21)

Nota: La convolucion de dos funciones es un tipo especial de producto de dos
funciones continuas integrables.

2.1.21.1. Teoremade la Convolucion.

Sean f(x) y g(x) dos funciones de orden exponencial y continuas por tramos
definidas en [0, +), entonces la transformada de Laplace aplicado a la convolucion de

funciones f(x) * g(x) existe y se define como producto de las transformada de Laplace de

dichas funciones
LA () * g0} = LU () L1g(0)}= F(s) G(s)
Prueba:  Sean F(s)= ZU )} = [ e f(Ddr
G(s) = LAg()} = [, e~ Pf(B)ap

Multiplicando ambos miembros se tiene:
F(s) G(s) = (J, e~ f(dx)(f,” e~Ff(B)dB)
=fy Jy e P f(n)g(B)dr dp

= [, f@dz [ e+ g(Bdp

poniendo 7 fijo se tiene t =7+ f luego se obtiene dt=dp

F(S)G(s) = [, f(D)dr [, et g(t — T)dt
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Como f y g son de orden exponencial y continuas por partes para t > 0

intercambiando el orden del integrando
F(S)G(s) =], e~*tdt [;" e f(2) g(t — T)dr =
= [ e[, e St f () g(t — T)dr]dt
= f, et f () * g(0)]de
F(S)G(s) = Zf(x) * g(x)}

2.1.21.2.- Propiedades de Convolucion.

Sean las funciones f, gy h ambos continuas en el intervalo | = [0,+), y una

constante a € R, entonces se cumplen :
1. f+xg=g=+f conmutatividad.

2. f+(g=*h)=(f*+g)*xh asociatividad de convolucion

3. T+ (g+h)=(f=*g)+(f=* h) distributividad de convolucion.
4. (a.f)*g=f *(a.g) =a.(fxg) homogeneidad de convolucion
5, T+ 0=0x*f=0 nulidad de convolucién

2.1.22. Ecuaciones Integro Diferenciales

Las ecuaciones integro diferenciales, matematicamente es una ecuacién que

involucra a dos operadores matematicos los cuales son derivadas e integrales que se

muestran de funcion incognita.

A. Las Ecuaciones integro diferenciales de primer orden tiene la siguiente forma:

d x
};ECX) n j(; f(t,y(t))dt — g(x) con y(O) =Auueeun e (1)

Con un valor inicial y(0) = a tal que a es una constante.

Donde:

1. y(x) es la funcion incégnita que se encuentra en la derivada y dentro de la

integral.
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2. f(t,y(t)) es la funcion que relaciona a la funcion incoégnita con la variable "x "
y que esta dentro de la integral.
3. g(x) una funcion cualquiera que esta en el segundo miembro de la ecuacion.
La solucion de estas ecuaciones integrales es dificil de determinar, pero aplicando
el método de la transformada de Laplace, hallar la solucién es mas simple.
B. Las ecuaciones integro diferenciales de segundo orden no homogeéneas es de
la forma
ax''(t) + bx'(t) + fot cx(D)dr=g@) ... (2)
Con las condiciones iniciales x'(0) = 0, x(t) =d
Los coeficientes a, b, c y d son constantes, la funcion x(t) es la funcion incégnita.

C. Las ecuaciones integro diferenciales de tercer orden no homogéneas es de la

forma

ax"' () +bx'(O) + [jex()dr=g(t) ... (3)

Con las condiciones iniciales: x(0) =0, x'(0) =0, x(0)=d

Donde los coeficientes a, b, c y d son constantes; g(t) es la funcidon que hace la
no homogeneidad y x(t) es la funcién incognita.

Nota: Si en las ecuaciones (1), (2) y(3) la funcién g(t) =0 , entonces las
ecuaciones integro diferenciales son homogéneas de primero, segundo y tercer orden
respectivamente.

21.221. Solucion de Ecuaciones Integro Diferenciales Mediante Ia
Transformada de Laplace.

Para la solucion de una ecuacion integro diferencial se sigue los pasos.

1. Identificar la ecuacién presentada en el problema

2. Se aplica la transformada de Laplace, en ambos miembros de la ecuacion dada

3. Usar las propiedades pertinentes de la transformada de Laplace en cada

término y luego despejar la funcion incégnita.
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4. En este punto aplicar la transformada inversa de Laplace mediante las
propiedades pertinentes y dar su solucién final de x(t).

5. Si la fraccion racional no admite la transformada inversa, entonces simplificar

la fraccion por método de fracciones parciales, luego aplicando la linealidad de

la transformada inversa de Laplace se tiene su solucion final de x(t).

2.1.23. Ecuaciones Integrales Lineales
Una ecuacion que tiene una funcion desconocida (incognita) dentro del integral se

denomina ecuacion integral.

X
y=1+x+ f e 2Dy (t)dt
0

El estudio de la teoria de las ecuaciones integrales es muy amplio y tiene una serie
de aplicaciones matematicas, como teoria de operadores, espacios normados y cuadrado
integrable. El tema de la inversién de la integral fue posiblemente el primer ejemplo de este
tipo de ecuacion utilizado por los matematicos en el siglo XIX. y existen dos clases de
ecuaciones integrales, de Fredholm y de Volterra segun el limite de integracién que tiene
la ecuacion integral.

Definicién 2.1.23.- Una ecuacion integral lineal de la forma general, es considerada

como la siguiente relacion:

h(x) f (x) = g(x) + 4 [ KCx, Of ()de (2.1.23)

Donde:
1) Las funciones h(x), g(x)y K(x,t) son conocidas
La funcion f(x) es desconocida (funcidn incognita)
2) K (x,t) es la funciéon llamada nucleo o kernel de la ecuacion integral
(2.1.23), y ademas esta funcion es continua en [a,b] % [a,b].
3) 1 esun numero real cualquiera diferente de cero, inclusive puede ser 1.

4) Los valores ay b son limites de integracién, dadas en las funciones de x.
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5) h(x), es una funcién constante conocida que puede tomar valores uno o

cero, es el indicador de primera o segunda especie.

6) g(x), es una funcién dada que puede tomar valores igual a cero o diferente

de cero, es el indicador de que es homogénea o no homogénea.
Nota: En la ecuacion (2.1.23) se tiene lo siguiente:
Si h(x) = 0, entonces la ecuacion integral es de primera especie.
Si h(x) = 1, entonces la ecuacion integral es de segunda especie.
Si g(x) = 0, entonces la ecuacion integral es homogénea.
Si g(x) = 1, entonces la ecuacion integral es no homogénea.
Clasificacion de Ecuaciones Integrales

Las ecuaciones integrales lineales pueden clasificarse en dos tipos segun el limite

de integracion en:

A. Ecuaciones Integrales de Fredholm, Son las ecuaciones integrales donde los
limites de integracidén son constantes; es en honor a su nombre del matematico
Sueco Erik Ivar Fredholm (1866- 1927) quien instauro las bases de estas

ecuaciones.

B. Ecuaciones Integrales de Volterra, son las ecuaciones integrales donde el
limite superior de la integral es una variable y su limite inferior es cero; es en
honor a su nombre del matematico, Italiano Vito Volterra (1860 — 1940) quien

abordo estudios a estas ecuaciones que fueron publicadas a fines del siclo XIX.
2.1.23.1. Ecuacion Integral Lineal de Fredholm.

Consideremos una ecuacion integral lineal de Fredholm de la forma general (2.1.23)

es decir:
h (x). f (x) = g(x) +/1f;K(x, t)f (t)dt (2.1.23.1)

aqui los limites de integracion a y b son ambos constantes.
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Definiciéon 2.1.23.1.1.- Si en la relacion (2.1.23.1) reemplazamos h (x) = 0, la
ecuacion transformada , se llama ecuacién integral de Fredholm de primera especie no

homogénea que tiene la siguiente forma:
g(x) + AffK G, )f dt =0 . (2.1.23.1.1)
Donde: f(X) es lafuncion incégnita y los limites a y b son constantes reales.
Definicién 2.1.23.1.2.- Si en la relacién (2.1.23.1), si reemplazamos h(x) = 1, la

ecuacion transformada, tiene la siguiente forma y se llama ecuacién integral de Fredholm
de segunda especie no homogénea.

f(x) =900 + [ K (x, Of ()de (2.1.23.1.2)

Donde f(x) es funcion incognita que se encuentra dentro y fuera de la integral.

Nota: Se observa que en las ecuaciones (2.1.23.1.1) y (2.1.23.1.2) , g(x) es la
funcidén de no homogeneidad de la ecuacion integral, de manera que:

Definicién 2.1.23.1.3.- Si en la relacion (2.1.23.1.1) reemplazamos g (X) =0, la
ecuacion transformada , se llama ecuacién integral de Fredholm de primera especie

homogénea que tiene la siguiente forma:
ALK (u0)f (Ddt =0 e e (2.1.23.1.3)

La funcion incognita es f(x) y esta dentro de la integral.
Definicidon 2.1.23.1.4.- Si en la relacion (2.1.23.1.2) reemplazamos g (x) = 0, la
ecuacion transformada ,tiene la forma siguiente y es conocido como Ecuacién Integral de

Fredholm de segunda especie homogénea.
F) = [0 K (x,0f ()t (2.1.23.1.4)
la funcién incégnita f(x) se encuentra dentro y fuera de la integral.
2.1.23.2. Ecuaciones Integrales Lineales de Volterra.
Es una ecuacion integral, donde el limite inferior es una constante y el limite superior

de la integral es una variable.

y+ [y y(®dt =21
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Definicién 2.1.26.2.- Consideremos una Ecuacién Integral Lineal de Volterra de
la forma general (2.1.23) es decir:

h (). f(x) =g(x) + /lfoxl((x, t)f (t)dt (2.1.23.2)
donde los limites de integracion inferior a es constante y el limite superior x es una
variable.

Definicion 2.1.23.2.1.- Si en la relacion (2.1.23.2) reemplazamos h(x) =0, la
ecuacioén transformada, se le conoce como Ecuacion Integral de Volterra de primera
especie no homogénea que tiene la forma:

g0 + A fy K (x, Of ()dt =0 (2.1.23.2.1)

La funcion f(x) es la funcion incognita se encuentra dentro de la integral.

Definiciéon 2.1.23.2.2.- Si en la relacion (2.1.23.2) reemplazamos h(x) =1, la
ecuacion transformada, se conoce como Ecuacién Integral de Volterra de segunda
especie no homogénea que tiene la forma:

fG) =g + A [, K(x, O)f (t)dt (2.1.23.2.2)

La funcion incognita f(x) se encuentra dentro y fuera del signo integral.

Nota: Se observa que en las ecuaciones (2.1.23.2.1) y (2.1.23.2.2), g(x) es la
funcion de no homogeneidad de la ecuacion integral, de manera que:

Definicion 2.1.23.2.3.- Si en la relacién (2.1.23.2.1) reemplazamos g(x) = 0, la
ecuacion transformada, es conocido como Ecuaciéon Integral de Volterra de primera
espacie homogénea que adopta la forma:

ALJK G t)f (Ddt=0 (2.1.23.2.3)

Donde f (x) es la funcion incognita y esta dentro de la integral.

Definicion 2.1.23.2.4.- Si en la relacién (2.1.23.2.2) reemplazamos g(x) =0 ,
entonces la relacién se convierte a una Ecuacion integral de Volterra de segunda

especie no homogénea, que tiene la siguiente forma:

fx) = ijx(x, Of (dt (2.1.23.2.4)
0
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La funcion incognita f (x), se encuentra dentro y fuera del signo integral.

2.1.24. Ecuaciones Integrales De Volterra Tipo Convolucion

Una ecuacién integral lineal de Volterra de tipo Convolucién es de la forma:

f) =g+ [, K (x—t)f (tdt (2.1.24)

La caracteristica de este tipo de ecuaciones integrales lineales es que la funcion
K(x,t) =K(x —t) es la funcion nucleo de desplazamiento, dentro de este tipo de

ecuaciones integrales lineales se pueden clasificar en las siguientes:

Definicién 2.1.24. 1. Ecuacién integral de Volterra primera especie homogénea

de tipo convolucién
Jy K (x—6)f (dt =0 (2.1.24.1)

Definicion 2.1.24.2. Ecuacion integral de Volterra primera especie no

homogénea de tipo convolucién

g() = [J K (x—t)f (Ddt (2.1.24.2)

Definicion 2.1.24.3. Ecuacion integral lineal de Volterra segunda especie

homogénea de tipo convolucién
g() = [J K (x—t)f (Ddt (2.1.24.3)

Definicion 2.1.24.4. Ecuacion integral lineal de Volterra segunda especie no

homogénea de tipo convolucién

fx) =g@) + [, K (x — Of (t)dt (2.1.24.4)

Estas expresiones son las ecuaciones de Volterra de tipo convolucion de primera y
segunda especie respectivamente. Donde la funcion K(x —t)  es conocida como la
funcion nucleo o funcién de traslacion, estas ecuaciones podran ser analizadas y resuelta

por la transformada de Laplace.
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2.1.25.- Ecuaciones Diferenciales Parciales
Una ecuacion con derivadas parciales de funciones de dos o mas variables
independientes se llama ecuacién en derivadas parciales (EDP). Se reconocen facilmente

al utilizar el simbolo delta d para denotar el diferencial parcial.
aa—;u(x. t)+3 %u(x, t) =2x

Cuya solucion de esta ecuacion radica en encontrar la funcion u(x.t) con diferentes

metodos de solucion.
2.1.25.1. Ecuacion Diferencial Parcial Lineal de Primer Orden

Definicién 2.1.25.1. — Las ecuaciones diferenciales parciales (EDP) de primer
orden son aquellas en las que mas de una variable independiente influye en la funcion
incégnita con derivadas de primer orden. de la forma:

F(x,y, u, ux,uy) =0 (2.1.25.1)

Donde u(x,y) una funcion de dos variables independientes

ou ou
Uy =—, U, = —
x d0x Y dy

Son las derivadas parciales.
Resolver una EDP es hallar una funcién u(x,y) que representa a una familia de
curvas.
2.1.25.2. Solucién de una Ecuacion Diferencial en Derivadas Parciales Usando
la Transformada de Laplace.

Sea la ecuacion diferencial en derivadas parciales de primer orden no homogénea

dy dy L, .
xa+a+ay—bx para x>0,t >0 con a,bER ...... ()

Donde y = y(x,t) es la funcién incognita de dos variables, sujeto a las condiciones
iniciales. y(0,t) =0 e Y(x,0)=0

Solucion
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Se observa que, es una ecuacion en derivadas parciales de dos variables, para

resolver se aplica la transformada de Laplace en ambos miembros de la ecuacion.
dy , 9y _ 2
g{x5+a+ay} = L {bx*}
(@ a .
x {%} + Z{a—{} +a Py} = bx®* £{1} ... (ii)

Luego por la definicion de la transformada de Laplace para funciones de dos

variables se tiene lo siguiente: Ay} =Y(x,s)
ay} __dy(x,s)
g{ax - dx
dy

E} =sY(x,s)—Y(x,0)

Sustituyendo en (ii)

dY(x,s)

xdx

1
+ sY(x,s) —Y(x,0) +a¥Y(x,s) = bng

Aplicando condiciones iniciales Y(x,0) =0

dY(x,s) 1

x + sY(x,8)+ a¥(x,s) = bx?—
dx S

Y'(x s)+—s+aY(x )= —
’ x ’ s

. + b
Prescindiendo de sus argumentos Y’ +==Y = =

Observando se tiene una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden no
homogénea de la transformada de Laplace de la forma:

y' +py = f con factor integrando u = e/?%¥ conp = HTa entonces

s+a 1
sta, +a) [1a (s+a) _
u(x) = ef PRI a) [zdx _ e(sta)lnx — lnx =y Sta

Multiplicando el factor integrando a ambos miembros de la ecuacion

s+a bx

xstay’ + xSta Y = ysta_Z
X S

bx

(x5+aY)’ = xsta’Z
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Integrando ambos miembros respecto de X
xs+ay — fx5+ab_xdx
s

b
XS+aY — _fxs+a+1 dx
S

b xs+a+2

xSty = c

-+t
s st+a+2
xs+a+2
Y=x"6+0) - | cx~(5+a)
s st+a+?2

b x—(s+a)xs+ax2
Y = —. + cx
s (s+a+2)

Y = bx” +
~ s(s+a+2) e

—(s+a)
Luego por condiciones de contorno si y(0,s) = 0, entonces se obtiene ¢ =0

_ bx?
Setiene Y = como Ay}=7Y(x,5s)

T s(s+a+2)’

Aplicamos en ambos miembros de la ecuacién la transformada inversa de Laplace

_ 1 bx?
L 1{Y} =L {s(s+a+2)}

yoo =L {2 i)

s(s+a+2)

. bx . . .
En la expresion — aplicamos fracciones parciales
s(s+a+2)

bx? B A+ B
s(s+a+2) s (s+a+2)

bx? _A(s+a+2)+Bs
s(s+a+2)  s(s+a+2)

bx? _ (A+B)s +(aA +24)
s(sta+2) s(s+a+2)

Igualando coeficientes se tiene el siguiente sistema

{ A+B=0
aA + 2A = bx?
bx? _ —bx?

De donde A= e y =—
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Luego sustituyendo en (iii)
bx? -1 (1 bx? p—1 1
y(x’ t) EL {; } B EL {s+(a+2)}

y(x, t) = L bx? p—(a+2)t

a+2 a+2
_ bx? —(a+2)t
yxt)=—(1-e )

Esta funcion representa la solucién de la ecuacion en derivadas parciales.
2.1.25.3. Ecuacién Diferencial Parcial Lineal de Segundo Orden

Son las ecuaciones que tienen la siguiente forma genérica:

Alx, t)%u(x. £) + B(x, t):—;u(x. £) + C(x, t)%u(x. £) + D06, ) Zul,t) + ECx, ) 2 ulx, ) + u(x, ) = F(x, 1)

Donde u(x,t),A(x t), B(x,t),C(x,t), D(x,t), E(x t), F(x,t) son todas funciones de dos
variables definidas en un intervalo comun. Para el caso que F(x,t) =0 se dice que la
EDP es homogénea, para el caso contrario, si F(x,t) # 0 es no homogénea.

En forma resumida.

62

92 92 d ] _
A—u+B—u+C—u+D—u+E—-u+u=F
9.2 Dxt ox at

x 0;2
(2.1.25.2) donde los coeficientes A, B, C, D, E, F son constantes y la EDP se
conoce como EDP de segundo orden con coeficientes constantes. Al resolver se
determina la funciéon u = u(x.t) que representa solucion de la ecuacién diferencial parcial.
2.1.25.4. Clasificacion de las Ecuaciones en Derivadas Parciales de Segundo
Orden
Las ecuaciones en derivadas parciales de segundo orden, se encuentran en
diversos problemas de ingenieria y fisica. Especificamente las ecuaciones de onda, de
calor y de Laplace, se clasifica en tres tipos dependiendo de las segundas derivadas y a
los coeficientes A4, B y C son constantes y sean diferente de cero.

La ecuacion diferencial parcial homogénea de segundo orden
a2 92 92 ] ] _
Aau+Ba—xtu+C£u+Dau+Eau+u—O (2.1.25.2)

Se clasifica en tres clases de ecuaciones, segun su discriminante: B? — 4AC
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1. HIPERBOLICA, si B? — 4AC >0
2. PARABOLICA, si B2 — 4AC =0
3. ELIPTICA,si B?— 4AC <0
2.1.26. Transformada de Laplace para Funciones de dos Variables
Sea u(x.t) una funcion de las variables x y t. La transformada de Laplace de la

funcion u(x.t) respecto a la variable t se define como:
to st
Aux, 0} = fo e Stu(x, t)dt (2.1.35.3)

Nota.- la variable “x” es un parametro y la transformada por convencion se escribe

como Aux, )} = U(x,s)

2.1.27. Transformada de Laplace para Ecuaciones Diferenciales Parciales

1. La transformada de una derivada de una funcién de una variable f(t) de
orden exponencial y continua en [0, +oo[ , con derivada %f(t) continua en

todo intervalo de la forma [0, b], entonces:
d
AL} = sF(s) - £(0)
2. La transformada de EDP para funciones de dos variables tiene como
propiedades a cuatro situaciones tomando como parametro la variable x

a. Z{%u(x, t)} = sU(x,s) — U(x,0)

2

%u(x, t)} = SZU(x, s) - sU(x, 0) — u.(x,0)
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Nota:
1. Pararesolver los problemas de ecuaciones diferenciales parciales por el método
de transformada de Laplace es necesario conocer los valores iniciales U(x,0) ,
u;(x,0) segun el problema planteado y luego aplicarla.
Condiciones de Contorno y Laterales
Para resolver los problemas de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales es
necesario conocer ciertas condiciones que cumplan de manera apropiada para determinar
la funcidn solucion u(x, y), estos son condiciones de contorno y laterales o valores iniciales.

En seguida se presenta algunos ejemplos de tales condiciones:

u(x,0) = g(x),vx € R, se indica el valor de U sobre el eje x

u(0,y) = g(y),vx € R, se indica el valor de U sobre el eje y

u(x,2) = g(x),vx € R, se indica el valor de U sobre larectay = 2

u(x,x) = g(x),vx € R, se indica el valor de U sobre larectay = x

u(e®,s) = g(s),vx € R, se indica el valor de U sobre la grafica de x =e”

u(2x,x +1) = g(x),vx € R, se indica el valor de U sobre larectay = g +1
Se llaman Condiciones de contorno o de frontera a las restricciones o condiciones
adicionales definidas en el dominio de solucién de una ecuacién en derivadas parciales.
2.2. Marco Conceptual (Palabras Clave)
Micro economia / Oferta y Demanda/ punto de Equilibrio/ Transformada de Laplace
/ ecuaciones Integrales, integro diferenciales y derivadas parciales.
2.3. Antecedentes de la Investigaciéon
Presento antecedentes de diferentes autores Nacionales e Internacionales
referentes al tema de estudio a fin de brindar soporte a la presente investigacion y de esa
manera dar credibilidad a los resultados del estudio.
2.3.1. Antecedentes Nacionales
(1) MAMANI FLORES, Adelina (2027), en su tesis de investigacion titulada

“aplicacion de la transformada de Laplace para la solucién de problemas de circuitos
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eléctricos en ecuaciones diferenciales lineales de coeficientes constantes con valores
iniciales, que por objetivo tiene aplicar la transformada de Laplace en la solucién de
problemas de circuitos eléctricos. Para lo cual utiliza el método deductivo — aplicativo,
donde se han analizado las definiciones y teoremas de ecuaciones diferenciales lineales
con coeficientes constantes, las definiciones y propiedades de la transformada de Laplace
y sus inversas ademas los conceptos basicos de circuitos eléctricos, en la solucion de
problemas de circuitos eléctricos con ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes
constantes y condiciones iniciales. En conclusion con la aplicaciéon de la transformada de
Laplace se puede encontrar la solucion del sistema de ecuaciones diferenciales con
coeficientes constantes de los problemas de los circuitos eléctricos RLC en seriey RLC
en paralelo siguiendo los procesos necesarios. convirtiéndose en un problema algebraico

simple que pueden ser resueltos de manera mas sencilla”. Mamani (2017)

(2) REBASA Blas, (2021), en su tesis titulada “Modelos didacticos para el
desarrollo de competencias en la unidad, transformada de Laplace en estudiantes
universitarios de ingenieria civil de la Universidad Nacional de pedro Ruiz Gallo. Trujillo,
que tiene como objetivo crear un modelo didactico que se centre en desarrollar habilidades
y potenciar capacidades en la solucion de problemas, mediante la transformada de Laplace
las cuales ayudaran a los estudiantes de ingenieria civil. Y aplico el método de investigacion
Descriptivo — Positiva, con una poblacion muestral de 50 estudiantes que llevaron el curso
de Matematica para ingenieros lll, evidenciando como resultado que con el uso de la
transformada de laplace se obtuvo una base de casi homogénea en la competencia
matematica por lo tanto este método centra en su interes de toda secuencia didactica, cuya
diversificacion debe atender al objeto de conocimiento y un proceso de aprendizaje basado
en razonamiento en la solucion de problemas. En conclusion con esta estrategia, el uso de
la transformada de Laplace debe estar presente en las etapas de planificacion,
implementacion, ejecucion y evaluacion de seciones didactica con el potencial desarrollo

de aprendizaje de la competencia matemamtica”. Rebasa Blas (2021)
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(3) FLORES GALLO, Diana (2021) en su tesis titulada “Un modelo o la razén de
ser de las praxeologias identificadas para la ensefianza de la transformada de Laplace en
un curso de ecuaciones diferenciales de la carrera de ingenieria mecatronica, Pontificia
Universidad Catodlica del Peru- Lima. Tiene por objetivo que los estudiantes de ingenieria
mecatronica, consideren y valoren el uso de la transformada de Laplace en su entorno
profesional. Para ello usa metodologia cualitativa en dos etapas. En la primera realiza un
estudio de la transformada de Laplace, y revision de la malla curricular del curso de
ecuaciones diferenciales, de acuerdo a los objetivos que se plantearon. Y en la segunda
se realiza una entrevista a un especialista (Ingeniero Mecatrénica). Las tareas que se
hacen son de intramatematico, en algunas veces con la ayuda de la tabla de transformada
de Laplace y la transformada inversa de Laplace se resuelven los problemas de ecuaciones

diferenciales y finalmente estudia modelacion matematica.

En la actualidad con el avance de la tecnologia la mayoria de las empresas tienen
un area de automatizacion donde trabaja un ingeniero Mecatrénica que puede automatizar
cosas sencillas que van desde un brazo robético hasta un automovil, gracias a modelos
matematicos cuya base esta dada por transformada de Laplace y la funcién de

transferencia”. Flores Gallo (2021).

2.3.2. Antecedentes Internacionales

(4) VILLAGRAN CACERES Wilson Javier (2015), en su tesis de investigacion
titulada “la utilizacion de la transformada de Laplace como herramienta metodoldgica, para
mejorar el rendimiento académico de los estudiantes del sexto semestre de la escuela de
ingenieria automotriz en el analisis de circuitos eléctrico, Escuela superior de Chimborazo
— Quito, tiene por objetivo utilizar la transformada de Laplace como herramienta
metodoldgica para mejorar el rendimiento académico de los estudiantes, para ello se utilizd
el método cientifico deductivo, analitico, sintético y longitudinal. En la muestra de su trabajo
considera los estudiantes matriculados en los periodos académicos de Marzo — agosto

2014 y octubre — febrero 2015, haciendo la media aritmética de los estudiantes antes y
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después de haber utilizado la transformada de Laplace en los periodos correspondientes y

[T

para su validacion se aplicé el estadistico “z“, normalizado para el contraste de igual medida
de poblaciones normales con un nivel de significacién de 5% en la cual muestra el area de
rechazo de la hipétesis nula y aceptacién de la hipotesis de la investigacion. A si finalmente
demostrando el uso de la transformada de Laplace como herramienta metodolégica
funciona positivamente, mejorando el rendimiento académico de los estudiantes en el

analisis de circuitos eléctricos en un 21.9%, por lo cual es prudente dar continuidad a la

propuesta para elevar el porcentaje indicado”. Villagran Caceres (2015)

(5) GALLEGO ABAROA, Elena (2004), en su trabajo de tesis titulado “De las
fuentes de La Oferta y la Demanda de Trabajo en la Historia del Pensamiento Econdmico,
Universidad Complutense Madrid, tiene objetivo responder tres preguntas. ;Especificar los
origines de los modelos y las aportaciones de los principales autores sobre la composiciéon
del mercado?,,Determinar el camino por donde se ha edificado la economia laboral?,; La
importancia del estudio de la economia laboral que ha tenido sobre la construccion de la
teoria econdmica? y llega a las siguientes conclusiones, al ser tratado como un mercado
agregado hizo que fuera necesario introducir aspectos de la competencia perfecta, dentro
de la economia laboral incluso antes de que se plantearan en otros campos de la
microeconomia y de la macro economia actual. El modelo de competencia perfecta es util
para el armazon ilustrativo de los fundamentos econémicos. Este corriente de pensamiento
continuo con los neoclasicos quienes también distinguieron la teoria de la competencia
perfecta, con un factor de trabajo homogéneo que permitira realizar un andlisis. Por tanto,
los movimientos internacionales de mercancias y de factores de produccién cola
problematica del mercado de trabajo agregado de mano de obra, reflexionaron a partir de
la competencia perfecta para la oferta y demanda de trabajo. Dando entrada a la discusion

del desempleo y del ajuste del estudio del mercado de trabajo. Gallegos Abaroa”,(2004)

(6) PEREZ PENA, Rafael (2022), en su tesis, titulado “Determinantes del precio

del maiz en el periodo 2000 - 2011 y sus efectos en el bienestar de México y Estados



41
Unidos, Universidad Colegio Frontera del Norte, Tijuana — México. Tiene por objetivo
determinar factores que intervienen en el alza de del precio del maiz durante el periodo
2000 — 2011, en estados unidos y el efecto de dicha alza en el bienestar de los agentes de
México y EE UU. La metodologia empleada en la presente tesis se comenzd por describir
el modelo de oferta y demanda, lo que se especificé usando un sistema de ecuaciones
simultaneas, para medir los determinantes del precio del maiz de las cuales una le
corresponde a oferta y demanda, incorporando el equilibrio del sistema. Para estimar el
sistema se utiliz6 el método de minimos cuadrados. Llegando a las siguientes
conclusiones, se presentan los impactos de las variables consideradas en el analisis de
sensibilidad respecto al precio del maiz, se propone la implementacion de una politica
encaminada a mejorar las condiciones del cultivo. En primer lugar, a través de
capacitaciones y asesoramientos de los productores en cuanto a técnicas de cultivo mas
productivos, dando prioridad a pequefos y medianos productores, posterior mente se
pueden llevar a cabo programas para mecanizacion, la implementacion de sistema de riego
y otorgamiento de créditos. Esto con la finalidad de incentivar que la brecha sea mas
pequefa en términos de productividad del cultivo de maiz por hectareas entre México y

EE.UU. sea pequefia. Pérez Pena”, (2022).
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CAPITULO Il

3.1. Hipétesis
a) Hipotesis General

Identificar los Modelos Matematicos que involucra ecuaciones integro diferenciales,
ecuaciones integrales lineales, ecuaciones diferenciales parciales en problemas de la

economia.

b) Hipoétesis Especifica
1. lIdentificar los modelos matematicos en problemas de la economia que

involucran ecuaciones integro diferenciales, ecuaciones integrales vy

ecuaciones en derivadas parciales
2. Resolver estos modelos matematicos utilizando la Transformada de Laplace.

3. Considerando la solucion de los modelos matematicos para los problemas

econdmicos graficar, simular e interpretar en términos econémicos.
3.2.- Identificacion de Variables e Indicadores

En el presente trabajo se aborda a encontrar la solucién de los problemas
econdmicos de oferta y demanda encontrando el punto de equilibrio, que depende de los
modelos matematicos expresados por ecuaciones integro diferenciales, ecuaciones
integrales y ecuaciones diferenciales con derivadas parciales que son resueltos mediante
la Transformada de Laplace, considerando como indicador la soluciéon que posibilita su

analisis e interpretacion del problema econémico.

3.3.- Operacionalizacion de Variables

En lo que se refiere a la operacion de variables consideramos las funciones de
oferta y demanda, variables necesarias para determinar el punto de equilibrio e interpretar

su solucion.
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CAPITULO IV

Metodologia

4.1. Ambito de Estudio: Localization Politica y Geografica

El presente trabajo de investigacién, solucién de problemas econémicos que
involucran modelos matematicos (ecuaciones integro diferenciales, ecuaciones
integrales y ecuaciones en derivadas parciales) utilizando la transformada de
Laplace, se ha realizado en la Escuela de Posgrado Maestria en Matematica de la
Universidad Nacional San Antonio Abad del Cusco, en el periodo comprendido entre los

meses del 2023.

4.2. Tipo y Nivel de Investigaciéon
Este trabajo de investigacién esta ubicado dentro de la categoria de investigacion

Descriptiva — Aplicativa. Es descriptivo porque proporciona definiciones
fundamentales significativas necesarias para los temas cubiertos en este estudio y es

aplicativo en la solucién de los problemas.
4.3. Unidad de Analisis
4.3.1. Método de Soluciéon Aplicando la Transformada de Laplace

Resolver los modelos matematicos de los problemas econémicos expresados
mediante:

Ecuaciones integro diferenciales

Ecuaciones integrales

Ecuaciones diferenciales parciales
4.4. Poblaciéon de Studio

El presente trabajo de studio no utiliza para el estudio a una poblacién.

4.5. Tamano de Muestra

En el Desarrollo de éste trabajo de investigation no se tiene el tamano de la muesta
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4.6. Técnicas de Seleccion de Muestra

El tipo y/o nivel de mi trabajo de investigacion no utiliza estadigrafos para su analisis e

interpretacién de datos
4.7. Técnicas de la Recoleccion de Informacion

Para la implementacion de este trabajo se recurre a la recopilacién de la informacion
bibliografica a diferentes textos de los temas de economia, ecuaciones integro
diferenciales, ecuaciones integrales y ecuaciones en derivadas parciales; Transformadas

de Laplace, fracciones parciales y Transformada inversa de Laplace
4.8.- Técnicas de Analisis E Interpretacion de la Informacion

Encontrar la solucién de los problemas y presentar las soluciones y las graficas de
los modelos matematicos aplicado a los problemas econdmicos luego también presentar
mediante un cuadro para diferentes costos de las funciones de oferta y demanda se

determina sus respectivas cantidades luego interpretar su solucién correspondiente.
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CAPITULO V

Resultados Y Discusion

5.1.- Procesamiento, Analisis, Interpretaciéon y Discusion de Resultados

En esta parte del trabajo se desarrolla la solucién de problemas aplicados a
economia de mercado para determinar el punto de equilibrio (o0 equilibrio de mercado),
representados por funciones incognita de oferta y demanda, en cuya solucién se realiza

mediante el método de transformada de Laplace.

Esquema de Solucién de Problemas Aplicados a la Economia por Método de la

Transformada de Laplace

5.1.1. Pararesolver los problemas econémicos se aplica el siguiente
procedimiento:

1. Teniendo el enunciado del problema, caracterizados mediante modelos
matematicos en las ecuaciones de oferta y demanda se identifica los modelos
matematicos como son las ecuaciones integro diferenciales, ecuaciones

integrales y ecuaciones en derivadas parciales.

2. Seresuelve estos modelos matematicos utilizando La Transformada de Laplace,
con el propésito de expresar las ecuaciones de oferta y demanda de manera mas

simple.

3. Determinamos el punto de equilibrio de manera analitica o utilizando Software,
Graph o Wolfram Alpha, para la interpretacion de la solucion en términos

econdmicos.

5.1.2. Problemas Econdmicos de Oferta y Demanda
A continuacion, se presentan problemas de oferta y demanda que involucran
ecuaciones integro diferenciales, ecuaciones integrales y ecuaciones en derivadas

parciales.
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Problema 1: Oferta y Demanda en Mercado de Arroz.

En el mercado Mayorista Vino canchéon de San Jerénimo, considerado como un
mercado de competencia perfecta, se presenta el analisis econdmico adecuado para la

venta de arroz con las funciones de oferta y demanda, en la siguiente forma:

X
Oferta: y'+2y— 3] ydt =5x+5, y(0)=2 .....(0)
0
Demanda : 5y =20 —4x ...(2)

donde "y" el precio (p) expresado en soles /kilogramo de arroz. y "x" la cantidad del

bien (q) expresada en decenas de miles de kilogramos por dia.
a) Establecer el equilibrio del mercado.
Solucién

En la ecuacion de oferta (1), se observa una ecuacién integro diferencial, donde la
funcion incognita es y(x), para determinar el punto de equilibrio es necesario previamente
resolver esta ecuacion integro diferencial, utilizando la transformada de Laplace. Por tanto,

en la ecuacion de la oferta:

X

y’+2y—3fydt=5x+5
0

Aplicamos la Transformada de Laplace a ambos miembros de la ecuacion,

considerando sus propiedades, esto es:

Ay} + A2y} — 3 A, ydt} = A5x} + {5}

se tiene:

sy} —y(0) + 2.7y} -2 Fy} = 55+
SAV +2 /() -2 Py =55 +2 + 2
Z{y}(s+2— §)= Siz +§ +2

s2425-3 54554252
2} (F) =

s2
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s%+2s-3\ _ 5+5s+2s?
s )T sz
2y = 54554252

Y T s(s2+2s-3)

Aplicando la transformada inversa de Laplace

Ay} (

N

. —1 ( 5+5s+2s2
Luego: y(x) = {—}

s(s2+2s5-3)
5+5s+252 A B
- - ; +— *)

Aplicando fracciones parciales se tiene;: ———= - +—+— .......
s(s—=1)(s+3) s

252455+5 _ A(s—1)(s+3)+Bs(s+3)+Cs(s—1)
s(s—=1)(s-3) s(s—1)(s+3)

25>+ 55+ 5= As?> +24s —3A+ Bs? + 3Bs + Cs?> — Cs
252 +55s+5=(A+B+C)s?+ (2A+3B—C)s—34

A+B+C=2

Luego igualando coeficientes se tiene: {24 +3B—-C =5
—3A=5

de donde se obtiene A=-2 B=3y C=2

5+5s+2s% 5 2

. 3
Luego sustituyendo en (*) m = 2s + 1 3(5+3)

yeo = L7 {_%-I' :_1+ 3(sz+3) }
yeo = 3£ sl ()0 ()
y(x) = —§+ 3e* + ge‘?’x
Esta expresion representa la solucion de la oferta que involucra la ecuacion integro
diferencial, resuelta utilizando la transformada de Laplace; por tanto, la oferta y demanda
queda expresado como sistema de ecuaciones en la forma:
y(x) = —§+ 3e* + %e‘”

20 —4x
Yo = ——=—
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Para establecer el equilibrio del mercado, utilizamos la ley de oferta y demanda,

esto ocurre cuando la funcion demanda y oferta son iguales esto es:

Demanda = Oferta

20 -4x_2 5, .. 5
5  3°¢ ¢ 73

20 —4x 1 _

——— =3 @™ +9%-5)

Esta expresiéon determina el punto de equilibrio, como se observa no es posible

resolver de manera algebraica, por tanto, utilizamos el software Graph.

Figura 6: Grafica punto de equilibrio de oferta y demanda del problema 1

= R s W & | = A | M a0 P L Lo
e Ees Ty

Demanda =(20 ~&)/5
[ Ofeta = (227(~3)+9ex- s

< >

B T
x= (05329 =

= 63246

; ; ; ; ; ; ;
. 02 04 06 0’8 H 12 14 16
Ver en: | Funcien ~

Fuente: propio del presente estudio.

Considerando el grafico de la figura 6, tomando algunos valores para la variable x que

representa la cantidad de arroz en kilogramos analizamos el movimiento del oferta y

demanda, en la siguiente forma:
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Cuadro 1: Analisis Movimiento de Oferta y Demanda Problema 1

Cantidad Precio de oferta Precio de Observaciones
kilogramos x y(X) Demanda y(x)

0.0000 2.0000 4.0000 A menor precio mayor

0.0888 2.4821 3.9290 demanda

0.2163 3.3334 3.8270

0.5329 3.5797 3.5797 Se vacia el mercado, se
vende todo lo que se ofrece

0.6014 3.9171 3.5187

0.8032 5.0913 3.3574 A mayor precio mayor oferta

Fuente: propio del presente estudio.

Concluyendo de acuerdo al grafico que el punto de equilibrio ocurre para un precio
aproximado de 3.57 soles por kilogramo de arroz, para una venta de (0.5329 decenas de
miles de kilogramos por dia) = 53290 kilogramos por dia.

Problema 2: Mercado de Venta de Pescados y Mariscos

En el mercado Sabro - Mar Cusco, venta de pescados y mariscos, considerado
como un mercado de competencia perfecta, se presenta un analisis econémico adecuado
para la venta de los mariscos representadas con modelos matematicos a las funciones de

oferta y demanda, en la siguiente forma:

Demanda : y =40 — 8x e (1)

Oferta: y= x+ fxy(t) sin(x —t)dt ...(2)
0

Donde y representa el precio expresado en soles por kilogramo de mariscos y x
representa la cantidad de pescados y mariscos en toneladas por mes.

a) calcular el punto de equilibrio de oferta y demanda.

b) Para el mercado Sabro-Mar Cusco, de pescados y mariscos determine su
ingreso bruto anual.

Solucion:

En la ecuacion (2) la funcion de oferta es una ecuacioén integral de Volterra de

segunda especie no homogénea de tipo convolucion, para determinar el punto de equilibrio
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es necesario previamente resolver esta ecuacion integral utilizando la transformada de

Laplace por tanto la ecuacion de oferta es:

y=x+ fxy(t) sin(x — t) dt -(2)
0

Seguidamente se observa que la integral

fxy(t) sin(x —t) dt
0

es una convolucion de dos funciones de laforma f*xy = fff(t)g(x —t)dt

donde f(t) =y yg(x —t) =sen(x —t), entonces la ecuacion (2) se convierte en:
y =x+yx*sen(x)

Aplicando la transformada de Laplace, a ambos miembros de la ecuaciéon y

considerando sus propiedades
Ay} = AAx} + Ay # sen (0}

2} = L} + Ay} A Asen(0)}

1 1
A =5+ 20 55

g{y} (1 - 52:-1) :siz

s2+1-1 1
g{y}( s2+1 ):_

s2

20 (5) =%

1 ,s%+41
Ayt =5

s2

1 1
Ay} = 2T
En seguida se aplica la transformada inversa de Laplace
_ 1 (1 1 (1
L ehh= £ (g L
1 (1 1 (1
v = £ {5+ e {3

x3
y() =x+=;
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Esta expresion es la solucién de la ecuacion integral de Volterra de segunda
especie no homogénea de tipo convolucién resuelta utilizando la transformade de Laplace.

representa de la funcion oferta.

Demanda : y =40 —8x e (1)
3
X
Oferta: y= x +€ .(2)

Es asi que, entonces se tiene el nuevo sistema equivalente de ecuaciones de
oferta y de demanda de la siguiente manera y para establecer el equilibrio de mercado,
utilizamos la les de oferta y demanda esto ocurre cuando la funcién de demanda y oferta
son iguales esto es

X3

40 —8x = x +—
X X 6

Esta expresiéon determina el punto de equilibrio, como se observa no es posible
resolver de manera algebraica, por tanto, utilizaremos el Software Graph para determinar

el punto de equilibrio y dar su interpretacién pertinente en términos econémicos.

Figura 7. Gréfica del punto de equilibrio del problema 2

Fuente: propio del presente estudio
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Considerando el grafico de la figura 7, tomando algunos valores para la variable

"x" que representa la cantidad de mariscos en kilogramos se analiza el movimiento de

oferta y demanda, en la siguiente forma

Cuadro 2: Andlisis Movimiento de Oferta y Demanda Problema 2

Cantidad Kilos Precio de Precio de Observaciones
X oferta y(x) Demanda y(x)
0.0000 0.0000 40.0000
1.0215 1.1991 31.8280 A menor precio menor oferta
2.0022 3.3399 23.9824
3.5957 11.2344 11.2344 Se vacia el mercado, se vende todo
lo que se ofrece
4.4947 14.6286 4.0424 A mayor precio menor demanda
5.00 25.8333 0.0000

Fuente: propio del presente estudio.

Concluyendo de acuerdo al grafico, el punto de equilibrio ocurre para un precio

aproximado de 11.2344 soles por kilogramo de mariscos, para una venta de 3.5957

toneladas de mariscos por dia. La grafica muestra la solucién punto de equilibrio E (x,y) =

(3.59, 11.29)

En seguida se calculan los ingresos brutos anuales del mercado Sabro-Mar Cusco,

que sera el dinero total que ingresa al mercado por las ventas de los mariscos durante un

ano:

Ingreso bruto anual = (Precio por kilo de los mariscos) (Cantidad)(Afo)

para g= (3.589Kg/dia)(30dias/mes)= 107.67Kg/mes

I = (11.29 soles/Kg)(107.67 Kg/mes)(12 meses/afio = 2 431.1886 soles por afio.
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Problema 3: Produccion de Barras de Chocolate.

La fabrica de Chocolates Real Cusco, tiene un local de venta de barras de
chocolate, considerada como un mercado de competencia perfecta, tiene un analisis
economico adecuado mediante un modelo matematico para la venta de Chocolates con las

funciones de oferta y la demanda en la siguiente forma:

Demanda : 4y =20 —x e (1)

X

Oferta: y= 2x— 4f sen (7)y(x — t)dt -(2)
0

“,»

Donde “x” es la cantidad en miles de unidades de barras de chocolate producidas

“, 9

por dia, “y” es el precio en soles por unidad de barras de chocolate.
a) Determinar el equilibrio de mercado.

b) Hallar el Ingreso Bruto anual de la fabrica de chocolates con un mercado laboral

de 240 dias por afio.
Solucién

En la funcidn de oferta se observa que esta representada una ecuacién integral de
Volterra de segunda especie no homogénea de tipo convolucién. con A= —4 ; para
determinar el punto de equilibrio es necesario previamente resolver esta ecuacion oferta

haciendo uso de la transformada de Laplace, y esto es:
X

y = 2x— 4f sen (7)y(x — 1)dt
0

Recordando la convolucion de dos funciones

g+f = [ g@re—-na

Aplicando el teorema de convolucion

y =2x —4sen (x) xy
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Continuamos usando la transformada de Laplace en ambos miembros de la
ecuacion
2{y} =2{2x} + 4 #{sen(x)} {y}
)z}

2
2

)70 =

1
s2+1

7} = - 4(

S

4
s2+1

203 (1+ 7)==
2} (
20 ( 52+5) _ SZ_Z

s2+1

Z{y} =

25242

2} +( :

s241+44 2
=

s2+1

2(s%2+1)
S52(s2+5)

Luego usamos la transformada inversa de Laplace en ambos miembros de la

ecuacion

-1 =1 25242
L= L {52(52+5)}
25% 4+ 2
S?(s? + 5)

Aplicando fracciones parciales se tiene:

y(x) = L‘l{

252 42 A B CS+D

25> +2  AS(s®* +5) + B(s* +5) + (CS + D)S?
S2(s2+5) 52(s2 +5)

252+ 2=AS(s®* +5) + B(s> +5) + (CS + D)S?

2524+2= (A+C)s®+ (B+D)s? + 5AS + 5B ..o (***)
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Por comparacion, igualando coeficientes en (***) se deduce que:

A+C=0
B+D =2
54=0
5B=2

De donde se tiene

A=0
B=2/5
c=0
D =18/5
Asi se ha obtenido los valores de los coeficientes de fracciones parciales y luego

Sustituyendo en la ecuacién (**)

25242 2 N 8
S2(s2+5) 552 5(S2+5)

(2 8
yo) =L 1{F+5(52+5)}

Luego esta expresion admite la transformada inversa de Laplace y considerando

sus propiedades se tiene

2 1 8 . 45
y(x)=§111{5—2}+5 L7 }

V5 s2+5
B Z_x 8 sen(vV/5x)
y) = — Tl
o) = 2_x+8\/§sen(\/§x)
YT s 5vV5V5
_ 2x 8+/5 sen(v/5x)
Y= g3

y(x) = 22—5 (5x + 4V5 sen(xV5))
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Esta expresion representa la solucién a la funcién que expresa la ecuacién integral
de Volterra de segunda espacie no homogénea de tipo convolucion, resuelta utilizando la
transformada de Laplace. Por tanto, las ecuaciones de oferta y demanda quedan

expresada como un sistema de ecuaciones de la forma:

_20—x 1
y=—3 (D

y= 22—5(5x +4V5sen(¥5x)) e (2)

Para establecer el equilibrio de mercado, utilizamos la ley de oferta y demanda y

esto ocurre cuando la funcion de oferta y demanda son iguals:
Demanda = oferta

20—x 2
7 :£(5x+4\/§sen(\/§x))

Esta expresion determina el punto de equilibrio, como se observa es una curva
senoidal que no es posible resolver de manera algebraica, por tanto, se utiliza el Software

Wolfram Alpha.

Figura 8. Grafica del punto de equilibrio del problema 3.

Fuente: propio del presente estudio.
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Considerando el grafico de la figura 8, el punto de equilibrio ocurre para un precio

de 2.9473 aproximado 2.95 soles se venden 8.2105 miles de unidades por dia.

Luego el calculo del ingreso bruto anual para la fabrica de Chocolates Real Cusco,

de la barra de chocolates se realiza de la siguiente manera:
I =p. q.afo

Siendo I: ingreso bruto anual, “p” precio de barras de chocolate y “q” cantidad de
barras de chocolate.

I = (2.95 soles / unidad)(8210.56 unidades /dia)(240 dias / afio)

| =5 813 076.48 soles/ano, Por la venta de ricos chocolates.

Problema 4: Mercado Produtores de Papa.

En el mercado de mayorista de papas de Vino Canchéon de San Jerénimo,
considerado como un mercado de competencia perfecta, se presenta un analisis

economico mediante un modelo matematico adecuado para la venta de papas, con la

funcién oferta y demanda de la siguiente manera:
Oferta: y'" +y' — 2y = x, con las condiciones iniciales y(0) = 2, y'(0) = —1,
Demanda : y + 2 foxy(t) cos(x — t)dt = 4e ™ + sen(x)
Donde “y” representa el precio de papas por kilos y “x” la cantidad de papas

vendidas en miles de kilogramos por dia. a) establecer el equilibrio de mercado. b) Calcule

el ingreso bruto anual del mercado de papas con un trabajo de 240 dias laboradas por afio.
SOLUCION

La ecuacion de oferta presenta una ecuacion diferencial ordinaria con coeficientes
constantes de segundo orden no homogénea, donde la funcién incégnita es y(x) para
determinar el punto de equilibrio es necesario previamente resolver esta ecuacion

diferencial utilizando la transformada de Laplace en ambos miembros de la ecuacion.

y)" +yx) —2y(x) = x,
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L{y"+y' -2y} =L x|
Ly + Ly | — L2y | =L x| ™)

con las condiciones iniciales y(0) =2, y'(0) = —1
Recordar que: Z{y'|= sZ{y}| —y(0) entonces ZL|y'l=sLly}| —2
ZLly'"\= sLly'} —y'(0) entonces Lly"|=sL{y"} —(-1)
Sustituyendo en (*) setiene (sL|y'| +1)+ Ly | —2)—-2Ly | =
SPY  +sLly | —2Ly =5 +1
Ly | —2) +s Ly} —2Ly =5 +1

2Py L —25+sLHy | 2Ly} = Siz +1

(52+s—2)9{y}=5i2+1 +2s

(s2+s-2)Lly|= 1+S:2+S3
Fly)=
Aplicando la transformada inversa de Laplace
Yo =L 2yl = LT
y(x) = L‘1{1+S—2+53} e (29)

2
g2(s"+s—-2)
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Luego aplicando el método de fracciones parciales en

1+Sz+s3_A+B+ C N D
s2(s+5-2) 5 ' s2 s—1 s+2

Haciendo las operaciones respectivas e igualando coeficientes respectivos, se

obtiene el siguiente sistema de ecuaciones

A+C+D =2
A+B+2C —-D =1
—2A+ B =0

—-2B =1

. . . 1 1
Resolviendo el sistema se obtiene: B = —Z A= — C

. o _ -1 1 4 11
sustituyendo en (**) y(x) = {— e T 36-1) 12(s+2)}

Luego por la linealidad de transformada inversa.

y(x)= —L 1{—} L~ 1{ s+ L7

F Ly

12(s+2)}

_lLl__lL 1—+4L1 11 —1—
y(x) = 2 { } { >} 3 {( 1)} 12 {(S+2)}
y(x) = —;-I+ieX+—eT® (1)

Esta expresion representa la solucion de la funcion oferta que involucra a la

ecuacion diferencial ordinaria con coeficientes constantes de segundo orden no

homogénea resuelta utilizando la TLP.

Luego la ecuacion de Demanda del problema esta determinada por una ecuacion
integral de Volterra no homogénea de segunda especie de tipo convolucion donde la

funcion incognita es y(x), para determinar el punto de equilibrio es necesario previamente

resolver utilizando la transformada de Laplace

y(x)+2 jxy(t) cos(x —t)dt = 4e™* +sen(x) ........(&)
0
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Recordando gxf= foxg(t)f(x —t)dt convolucion de funciones

X

y(x) * cosx = f y(t) cos(x — t)dt
0

Por el teorema de convolucion en la ecuacion de la funcion de Demanda (&)
y(x) + 2[y(x) * cos(x)] = 4e™* + sin(x)

Luego haciendo uso de la transformada de Laplace en ambos miembros de la

ecuacion y considerando su linealidad se tiene:

Ay} + 2 Ay} Acos (x)} =4 Lle ™} + A{sin (x)}
W +220(55) =4 () + (75)

s2+1 s+1 s2+1

A (1+o-) ==+

s2+1) T s+1 @ s2+1
) (L) - e
F)s + 17 = L
e — (&&)

Aplicando la inversa de la transformada de Laplace en la ecuacién (&&)

LY Ay)}h= L‘1{4f:f;5}
(45 +5+5
y(x) =L {(s+—1)3} ......... (&&&)

Luego por el método fracciones parciales en la fraccién racional:

4s’+S+5 A N B N C
(s+1)3  s+1 (s+1)2 (s+1)3

4s? +S+5 AG+1?+B(s+1D+C
(s+1)3 (s +1)3
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45> +S+5 =As’+24s+A+Bs+B+C
452 +S5+5 =As’+ (2A+B)s+ (A+B+0)
Luego igualando coeficientes: A=4; 2A+ B =1, entonces B=-7
A+B+C=5, entonces C=8
En seguida reemplazando los valores en (*) se tiene:

4s°+S5+5 4 7 N 8
(s+1)3  s+1 (s+12 (s+1)3

Sustituyendo en (&&&) estas fracciones parciales admiten la transformada inversa

de Laplace y considerando las propiedades se tiene:

(4 7 8
yx) =1L {S+1_(s+1)2+(s+1)3}
4 _ 7 B 8
YO = T G T )
1 1 1
y(x) = 41:‘1{5_'_—1} - 7L‘1{m} + 8L‘1{m}
y(x) = 4e™* — 7xe ™ +8x%e™* = ... (2)

Esta expresion es la solucidn de la ecuacion integral de Volterra de segunda

especie no homogénea de tipo convolucién resuelta utilizando la transformada de Laplace.

Luego, la oferta y demanda queda expresado como el sistema de ecuaciones en la

forma:

1 x 4 11
= _Z_Zj_e¥Xy__e2x_...(1
y 4 23 12 @

y = 4e™* —7xe ¥ + 8x%e™¥ ... (2)

Para establecer el equilibrio del mercado, usamos ley de oferta y demanda, esto

ocurre cuando la funcién de oferta y demanda son iguales:

Oferta = Demanda

Loz +fex + Ee_zx = 4e™* — 7xe ™* + 8x%e™*
4 2 3 12
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Esta expresiéon determina el punto de equilibrio, como se observa no es posible

resolver de manera algebraica por tanto utilizaremos el Software Graph

Figura 9: Del punto de equilibrio del problema 4

[}~ Ejes
W Oferta
[ Demenda

x= [0.2476 =
fix}= |[2.1525

L
t
-0.5

L L '
t t 1
0.3 1 1.5

Fuente: propio del presente estudio.

Considerando el grafico de la figura 9, tomando algunos valores para la variable x

que representa la cantidad de papas en miles de kilos por dia analizamos el movimiento

de oferta y demanda en la siguiente forma:

Cuadro3: Analisis Movimiento de Oferta y Demanda Problema 4

Cantidad Precio de Precio de Observaciones
Miles de Kilos X Oferta F(X) Demanda F(X)
0.0000 2.0000 4.0000 A menor precio mayor
0.1680 2.0759 2.5782 demanda
0.2476 2.1525 2.1525 Se vacia el mercado, se vende
todo lo que se ofrece
0.4510 2.6330 1,5735
0.5836 3.1573 1.4725 A mayor precio mayor oferta

Fuente: propio del presente estudio.

Concluyendo de acuerdo al grafico que el punto de equilibrio ocurre para un precio

aproximado de 2.15 soles por kilogramo de papa, para una venta aproximada de 0.25 miles

de unidades de kilos por dia.
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El punto de equilibrio tiene las siguientes coordenadas (x = 0.2476, y = 2.1525).

Luego determinamos el ingreso bruto anual esperado del mercado mayorista de
papas de Vino canchén

I=p.q.afo donde I:ingreso bruto, “p” precio por kilo de papas y “q” cantidad en
kilos de papas vendidas por dia. para un afio laboral de 240 dias

| = (2.15 soles por kilo) (250 kilos por dia) (240 dia por ano)

I =129 000 soles por afio, por la venta de variedades de papas.
Problema 5: El Gran Mercado de Frutas.

En un mercado de frutas de San Pedro, considerado como un mercado de
competencia perfecta, se tiene un estudio de analisis econémico adecuado para venta de
las ricas cerezas, con las funciones de oferta y demanda en la siguiente forma:

( X
Demanda : y+f y(t)dt =21 e (1)
0

X

Oferta: y= 1+x+f e 2Dy (t)dt . (2)

0

Donde x representa la cantidad de cerezas vendidas en toneladas mensuales e y

el precio de venta al publico en soles por kilogramo.
a) Determinar el punto de equilibrio.

b) Por la venta de las cerezas, calcule el ingreso bruto anual teniendo en cuenta

que la temporada dura promedio dos meses al aino.
Solucién

En la ecuacion de demanda (1) presenta una ecuacion integral de Volterra de
segunda especie no homogénea con funcion incégnita y(x), para determinar el punto de
equilibrio es necesario previamente resolver la ecuacion integral de Volterra utilizando la

transformada de Laplace. Por tanto, la ecuaciéon de demanda es:
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X
y+f y()dt =21
0

Usando la transformada de Laplace en ambos miembros de la ecuacién

2y + [, ydt} = {21}
2+ 2 vy = 221}

2y} + £y} is ==

) G+ _ 21
S

Ay

2{y}=

21
(s+1)

Luego aplicando la transformada inversa de Laplace

eyl =

_ 1
y(x) =217}

y(x) = 21le™* v (1)

Esta expresion representa la solucion de la ecuacién integral de Volterra, resuelta

utilizando la transformada de Laplace.

luego veamos la ecuacién de oferta (2), se observa una ecuacion integral de
Volterra de segunda especie no homogénea de tipo convolucion, donde la funcion incognita
es y(x),para determinar el punto de equilibrio es necesario previamente resolver esta
ecuacion integral de Volterra utilizando la transformada de Laplace por tanto la ecuacion

de oferta es:

X
y=14x +f e 2=y (t)dt
0

Aplicando el teorema de convolucién de dos funciones

Recordando g*f= foxg(t)f(x —t)dt convolucion de funciones

X
yx e”2% =f e 2Dy (t)dt
0



65

2x

y=1+x+y=e”

En ambos lados de la ecuacion aplicamos la transformada de Laplace

Ayt= A1+x+yx e ¥}
Ay} = A1} + A} + Ae ) Ay}

Ay} =+ 5+ =2}

0 (55) = %
20 (3) - ¢
Ay} = =

Aplicando la transformada inversa de Laplace

- ()

- 12

Aplicando fracciones parciales en

s+ 2 = As+ B luego igualando coeficientes setiene A=1y B =2

s+2 1 2

Sustituyendo en la ecuacion (*) estas fracciones admiten transformada inversa de
Laplace

1
—+
S

CnN| )

y(x) = 1:‘1{ }
oo - el e 3

y(x) =27 E} + 21:‘1{512}
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y(x) =1+ 2x e (29

Esta expresion representa la solucion de la oferta que involucra una ecuacién
integral de Volterra de segunda especie no homogénea de tipo convolucién resuelta
utilizando la transformada de Laplace. por tanto, la oferta y demanda queda como un

sistema de ecuaciones de la forma:

{ yx) = 21e™ .....(1")
yE)=1+2x  .....(2)

Para establecer el equilibrio d de mercado, utilizamos la ley de oferta y demanda

2x+1 =21e™™

Esta expresion determina el punto de equilibrio, como se observa no se puede
resolver de manera algebraica. por tanto, utilizamos el Software Graph para su

interpretacion correspondiente en términos econdémicos.

Figura 10. Grafica del punto de equilibrio del problema 5.

¥} Eies
[ Oferta
[¥]“*. Demanda

== |1.6084

Fuente: propio del presente estudio.
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Considerando el grafico de la figura 10, tomando algunos valores para la variable
x que representa la cantidad de kilogramos de cereza analizamos el movimiento de oferta

y demanda en la siguiente forma.

Cuadro 4: Analisis Movimiento de las Funciones de Oferta y Demanda Problema 5

Cantidad Precio de Precio De Observaciones
Kilogramos x Oferta Y(x) Demanda Y(x)

1.00 3.00 7.47 A menor precio mayor

1.50 4.00 4.82 demanda

1.61 4.22 4.22 Se vacia el mercado, se vende

todo lo que se ofrece

2.00 5.00 2.77

3.00 7.00 1.0l A mayor precio mayor oferta

6.00 13.00 0.05

Fuente: propio del presente estudio.

Concluyendo de acuerdo al grafico que el punto de equilibrio ocurre para un precio

aproximado de 4.2168 soles por unidad de kilégramo de cerezas

El equilibrio ocurre para una cantidad de x = 1.6084 toneladas de cerezas

vendidas.

Luego se determina ingreso bruto anual por la venta de las ricas cerezas, para un

periodo de produccién de dos meses por afio, sabiendo que 1 tonelada es 1000 Kg

I =p.q.aho
I = (4.22 soles/Kg) (1 608.4 Kg/mes)(2 mese/afio)

I = 13,574.88 soles /afio

Problema 6: Proyecciones de Una Empresa Monopolio

La empresa de fabrica de frazadas Marangani, considerada como una empresa

monopolistica de mercado de competencia perfecta, se presenta un analisis econémico
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para la venta de frazadas clasicas, con las funciones de oferta y demanda en la siguiente

forma.

Demanda: D(q) =28 —2q e eee e (1)
{ Oferta: f(q) = q¢*+ [ 4f(D)AT ccc e e (2)

’ 1
Donde la funcion de produccion es q= ") miles por ano, donde la
1,02

., 1
funcion v(yy,y,) = F’ donde y; e y, son los factores que se emplean en la
12

produccion. Si el costo por unidad de los factores mencionados para ambas rendimiento
es r, = r, =6 soles.
a) Determinar la funcién trayectoria expansiva de la empresa,
b) Maximizar las utilidades de la empresa

c) Calcular el punto de equilibrio de mercado, también el ingreso bruto anual de la
empresa, considerando 240 dias laborables por afio.

Solucién

a) La trayectoria de la funcion expansiéon se determina a partir de su funcion de

produccion que esta dado por la funcion g

1 1

1 1 = yZ 2

Como ¢q= /v(yl,y2)= ’;= VY1Y2=Y1Y2 = V1Y,
Y1y2

1

q— Vi yz2 , esta expresion representa la trayectoria de produccion.

N[ =

Se observa que es una funcion de (Cobb Douglas) homotecia y homogénea de

grado 1.

Luego la propiedad de la productividad marginal se tiene:

[Tl

—= === ... ™ esto se calcula a partir de la funciéon de produccion “q
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1 1
q = yf.yzz de donde hacemos las derivadas parciales respectoaq, y q,
Y esto es:
3 1 -1 1 1 -1 1 -1 1
—9qa _ 1 5 2o _ 1 2 2 _ 1.2 .2
q1 = ayl_ 2y2'y1 - 2y2'y1 - Zyl '3’2
-1 1
_1 2 .2
q1 2y1 'yz
P 1 1 -1 1 1 -1
_ o9 _ 1 5 2 _ 1. 2.2
q; = ayz_ 2y1'y2 - 2y1'y2
_—
—_ 2 2
qZ_Eyl'yz
Luego sustituyendo en (*)
, Xt 1 1
1,2 5,2 2 .2
qr _ Y1 Y2 _ Y5V, _ Y2 _ 6 _ _
o i o111 = ==l ->¥y=n
D1V YiE

Es la trayectoria expansiva buscada de la empresa, que tiene simetria de sus

variables y también igualdad en sus costos de produccion.

b) Seguidamente determinamos el maximo beneficio de la empresa monopolista,

por la siguiente relacion
Beneficio = ingreso — costo

B=1-C
B=D.q-(6y; + 6y,) aquiD es la funcién de manda
B= (28-29)q—(6y1 + 6¥3) ccerreernnenn. *)
B=(28 —2/y1y2) /y1y2—(6y1 + 6¥5)
B=28 \/E — 2y1y, —6y1 — 6y,

Esta expresion representa la funcion beneficio de la fabrica de frazadas
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Para maximizar la funcién beneficio se realiza haciendo las derivadas parciales y

igualando a cero, condiciones necesarias de primer grado

0B 0
6_3/'1 = 6_3/'1 (28 VY1Y2 — 2y1Y, -6y, — 6y, )
0B 0
a_yz = a_yz (28 VY1Y2 — 2y1Y, -6y, — 6y, )
0B Vs
—= 14 -2y, —6=0
9y, \VY1Y2
0B
- 14— 2y _6=0

a—yZ - \VY1Y2

Luego por la base de simetria y; =y, luego se tendra

{7_3’1:3
7_y2:3

entonces setiene y, =y, =4

De esta manera el maximo beneficio (ganancia) esperado sera
B = (Ingreso total) - (Costo total)

B=1-C=D.q-(6y; +6y,)=(28- 2.4)4 — (6.4 + 6.4)
=(28-8)4—(24 + 24) =80 —48 =32

B = 32 u. m. es el maximo beneficio.

luego la cantidad total sera g = ,/y,y, = V4.4 = 4 entonces se ha determinado

el punto (4,4) por donde pasan todas las rectas incluido la trayectoria de expansion.

vy, = y; (bisectriz del primer cuadrante) y la recta isocoste que pasa el punto

(4,4) y cualquier punto (y;,y,) es de la siguiente forma

¥, —4=—(y; —4) entonces y, = 8—1y; eslarectaisocoste

. 16
Y la curva isocuanta Y1.y, =44 entonces y, = S
1

Graficamente se representa: mediante el Software Grap
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Figura 11. Grafica de las rectas isocuanta, isocoste y curva de expansion del problema 6

[~} Eies v
[ Fixk= 16/%
Flap=8-x 451
[ Fixh=x

fx= 16ix

104 fx)=B-x
/ e
st .

x= [4.056 = 54

fixi= |4.0586

Fuente: propio del presente estudio.

c) La ecuacion de oferta (2) presenta una ecuacion integrade Volterra de segunda

especie no homogénea, para determinar el punto de equilibrio es necesario previamente

resolver esta ecuacion integral utilizando la transformada de Laplace. Y esto es:

q
f@=q¢+ f 4f(r)dr

Empezamos a resolver haciendo uso de la trasformada de Laplace

Ar(@)} = A} +4Ap(@)}
Zp} = S+ 2{p}

Hp}y - 2 Apy = =

N

(-2
(=) 5

g4
6
s3(s—4)

Ap} =
En ambos lados Aplicando la transformada inversa de Laplace

6
53(5—4)}

L7 Ap} = L7Y
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En seguida aplicando el método de fracciones parciales.

6 _A,B  C
s3(s—4) s sz 3

+ 2 (*)

Haciendo las operaciones respectivas se obtiene

luego sustituyendo en la ecuacion (*)
6 3 3 3 3

(-4 325 852 25 '32-4)

p(q) =L

3 _1[ 1 1 4 16]
32

@ =2 (- ) - et 2 )
3

p(q) = g[e“q —16q4° — 4q — 1]

Esta expresion es la solucién de la de la ecuacion integral de Volterra de segunda

especie no homogénea

por tanto, la funcion de demanda y oferta queda expresado como un sistema de

ecuaciones en la forma:
D(q) = 28— 2q

3
p(q) = ™ [e*" — 16¢° — 4q — 1]

Para establecer el equilibrio de mercado utilizamos la ley de oferta y demanda esto
es:

Oferta = Demanda
28 — 2q = —[e*1 — 16% — 4q — 1]

Esta expresion determina el punto de equilibrio, como se observa no se puede

resolver de manera algebraica. por tanto, utilizamos el Software Graph.
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Figura 12. Grafica del punto de equilibrio del problema 6
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Fuente: propio del presente estudio.

Concluyendo de acuerdo al grafico el punto de equilibrio ocurre para un precio
aproximado 26.0686 por unidad de frazadas, se produce una cantidad de g =0.9657 de

frazadas por dia.

Luego calculamos el ingreso bruto anual considerando 240 dias laborables por afio.
[ = p.q.afo
I =(26.0686 soles/producto) (0,9657producto/dia)(240dias/ano)
I = 6041.856 soles/ ano. Es el ingreso de la empresa fabrica de frazadas
Marangani.
Problema 7. Resultado Contable de una Empresa

El estudio de mercado de una agencia de viajes turistico del valle sagrado de los

incas Cusco, tiene los resultados contables f (x, t) representada por el siguiente modelo

matematico

d 02 B
af(x,t)+ ﬁf(x,t) = h(x) + y(x) S €

Con las siguientes condiciones de iniciales y contorno
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{f(O, t) = —f(m,t) =cos(0) Vt>0
f(x,0) =y(x) —h(x)

Y ademas y(x) esta expresada por la ecuacion diferencial ordinaria
y® —y=0 ... (**)

Provisto de las siguientes condiciones iniciales
y(0)=1 y(©)=0  »y'(0)=-1 y"(0)=0
Y la funcion h(x) esta definida mediante una ecuacion integral
X
h(x) + f (x —1Dh(t)dt = x S €223
o
donde X es la cifra de transacciones expresados en miles de soles y t es el tiempo

en afnos.

a) determinar la trayectoria temporal del resultado contable.
b) Determinar el beneficio neto esperable en el tiempo t = 1/2 aiio de su

movimiento econdmico si se espera que su facturaciéon sea de 30 mil soles considerando
el 24%de IGV.

Solucién

Para resolver este problema, observamos primero en la ecuacion (**) se ve que
presenta una ecuacion diferencial ordinaria de cuarto orden homogénea de coeficientes
constantes provista de condiciones iniciales respectivos, donde y(x) es la funcién
incégnita, para determinar la trayectoria contable es necesario previa mente resolver esta

ecuacion diferencial utilizando la transformada de Laplace. Esto es (**)

y(‘l’)_y:O



Luego, aplicando la transformada de Laplace para derivada de cuarto orden
Z {y®W}-2p3=0

s* Py} — s3y(0) — s2y'(0) — sy"(0)—y"(0) — Ay}=0

Sustituyendo lo Valores iniciales

y(0) =1 y'(0)=0, y"(0)=-1, y"(0)=0
s* Ay} — $3(1) —s2(0) — s(=1) = (0) — Ly} =0
st Ay} — s +s— Fyl=0
(s* —1D)Ly}= s3—s5

s(sz—l)
(s2+1)(s*~1)

Ay} = =

LUy =

En seguida usando la inversa de la transformada de Laplace

LN )

y(x) = cos (X) .eeernnnn (**)
Esta expresion representa la solucion particular de la ecuacion diferencial.

Cuya representacion grafica se hace mediante Software Graph

Figura 13. Grafica de la curva trayectoria EDO homogénea del problema 7.

Fuente: propio del presente estudio.

75
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En seguida se observa en las condiciones de frontera, la funcién h(x) esta definida
por una ecuacion integral de Volterra de segunda especie no homogénea de tipo
convolucién donde la funcién incégnita es h(x), para para determinar la trayectoria contable
es necesario previamente resolver esta ecuacion integral utilizando la transformada de

Laplace. Y esto es:
X
h + f (x —t)h(t)dt = x
o

Aplicando la convolucién de dos funciones y la transformada de Laplace se tiene:
h+ x*h=x

Ah}+ Z{x} AAn} = Ax}

1

A+ 5 Zh) =3

SZ
s2+1 1
s2 “g{h} - s2
1
Ah} = s2+1

Luego aplicando la inversa de la transformada de Laplace

L7z} = £ )

h(x) =sen (x) ........... (**)

Esta expresion es la solucion de la funcidén h(x) que ha sido resuelta mediante la

transformada de Laplace. cuya representacion grafica se hace mediante Software Graph

Figura 14. Grafica de la trayectoria de la funcién h(x) del problema 7.

[
T
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Fuente: propio del presente estudio.

En seguida en la ecuacién de trayectoria contable de la agencia de viajes (*), donde
la funcion incognita es f(x,t), se observa que involucra a una ecuacion diferencial en
derivadas parciales con coeficientes constantes de segundo orden, para resolver usaremos

la transformada de Laplace

0 02 B
&f(x, t) + Wf(x, ) =h(x) +y(X) e e (%)

Sustituyendo las funciones y h(x) € y(x) en el lado derecho de la ecuacion

0 92
af(x, t) + ﬁf(x, t) = sen(x) + cos(x)
Aplicando la Transformada de Laplace en ambos miembros de la ecuacion

Z{%f(x, t)} — g{%f(x, t)} = [sen(x) + cos(x)] Z{1}

2
sF(x,t) — f(x,0) — %f(x, £) = sen(x) + cos(x)

S

Aplicando condiciones iniciales

f(@0,t) =—f(m,t) =cos(0) Vt>0
{ f(x,0) = cos(x) — sen(x)

2
sF(x,s) — [cos(x) — sen(x)] — %f(x, 5) = sen(x) + cos(x)

2
SF(x,s) — %f(x, s) = sen(x) : cos(x) + cos(x) — sen(x)

sen(x) + cos(x) + s.cos(x) — s .sen(x)

dZ
sF(x,s) — wf(x,s): .

2 J—
sF(x,s) = %f(x,s) N Cint.) . 5) sen(x) +%Cos(x)

2 —
%f(x, s) —sF(x,s) = (Ss—l)Sen(x) _(1+s)

cos(x)
S

De esta expresién obtenida, se observa que es una EDO lineal de segundo orden

[T3R L]

no homogénea en “x”, provisto de condiciones de contorno

F'"(x,s) —sF(x,s) = (S;D sen(x) — (125) cos(x) (D)

fO.0) =~f(mt) = e)




78

De la expresion, (1) primero se halla la solucion homogénea, se tiene la ecuacion

caracteristica de sus raices de la ecuacion diferencial r> —s =0 de donde resulta r; =

—s yrn= Vs
La solucion homogénea serd:  Fy,(x,s) = A e™V5* 4+ BeVs*
Las funciones A y B son arbitrarias de S y respecto a X son constantes. Luego la

solucion especifica es de la forma

F,(x,s) = Csen (x) + Dcos(x)

Como C y D son funciones arbitrarias de variable s se puede asumir que

C=—-C—-Cs yD=-D—-Ds

E,(x,s) = (—C — Cs)sen (x) + (—D — Ds)cos(x) ()
(—C — Cs)sen (x) + (—D — Ds)cos(x) = @sen(x) — a -SI_ $) cos(x)
—(1 +s)Csen (x) — (1 4+ s)Dcos(x) = -1 sen(x) — d+s) cos(x)
Igualando términos: —(1 + s)Csen (x) = %sen(x)
_ -5
€= s(1+5s)
—(1+ s)Dcos(x) = — a : $) cos(x)
B 1+s) 1
Cs(s+1) s
_a- 1
E,(x,s) = msen (x) + ;cos(x)

En consecuencia la solucion general de (1) sera:  F(x,s) = Fp(x,s) + E,(x,s)

— —/sx Vsx 4 (1=8) 1 ..
F(x,s)= Ae + BeVs* + (i) Sen (x) + . cos(x)  .....(iD)
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Aplicando las condiciones de contorno en (2) para x = 0 se tiene

(1-s)

0 ! 0 _1
msen( )+ECOS( )——

F(0,5) = Ae V50 4 BeVs0 4 -

A+B+§ =§ entonces A+ B =0

De la misma forma para x = m sustituyendo en (ii)

— 1 1

F(m,s) = Ae™V5™ 4 BeVs™ 4 s((1—+s)sen () +Ecos(n) =-3
Ae_\/E’T+Be‘/§”—1=—1
s s

A e—\/gﬂ + Beﬁ" = OLuego como A+ B =0, e_‘/gn y e‘/gn son diferentes de cero

entonces A=B=0 entonces la funcion generatriz (ii) buscada sera

(1-s)

)

sen (x) + %cos(x)

Luego por fracciones parciales se tiene

1 1
F(x,s) = [E — ] sen (x) + 3 cos(x)

1+s

Aplicando la transformada inversa de Laplace.

1

L YF(x,s)} = [L‘l {—} —L71 { ﬁ}] sen (x) + L1 E} cos(x)

N

flx,t) = (1 —2e Y sen(x) + cosx es la ecuacion del beneficio de la empresa
agencia de viajes turistico del valle sagrado de los incas Cusco, Cuya grafica lo realizamos

por el software wolfram Alpha es:
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Figura 15: Gréafica de la funcién beneficio del problema 7.

Fuente: propio del presente estudio.

b) El resultado contable agencia de viajes turistico del valle sagrado de los incas

Cusco, parat = 1/2 aiio yx = 30 mil se espera importe de

f(x,s) = (1—2e7%%)sen(30) + cos(30) = 0.75949474 en miles de soles

f =759.49 soles.

El beneficio neto para agencia de viajes turistico del valle sagrado de los incas
Cusco, después de 24% de IGV sera
B=(1-0.24).f

B =(0.76 )759.49 = 577.21 soles. Anuales.
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Conclusiones
En los problemas econémicos indicados se han identificado los modelos matematicos
expresados mediante ecuaciones integro diferenciales, ecuaciones integrales
ecuaciones en derivadas parciales, en los problemas de oferta y demanda aplicado

a la vida cotidiana.

Los modelos matematicos planteados en problemas econdémicos involucran
ecuaciones integro diferenciales, ecuaciones integrales ecuaciones en derivadas
parciales, se han resuelto utilizando la transformada de Laplace, con el propdsito de
describir expresiones de oferta y demanda en forma de ecuaciones con expresiones
algebraicas mas simples para determinar el punto de equilibrio bajo el principio

econdmico de oferta y demanda.

Para determinar el punto de equilibrio no ha sido posible resolver el sistema de
ecuaciones o expresiones matematicas expresadas en las ecuaciones de oferta y
demanda de los problemas econdmicos necesarios para determinar el punto de
equilibrio, por tanto, se ha utilizado el Software Graph o Wélfram Alpha, para
determinar el punto de equilibrio graficamente. Asi mostrar e interpretar la solucién
correspondiente al problema econdmico, mediante los cuadros mostrados en la

solucién de los problemas econémicos.



1)

2)

3)

82

Recomendaciones
A los economistas, se le sugiere conocer la teoria de ecuaciones integro
diferenciales, ecuaciones integrales y ecuaciones en derivadas parciales para que
puedan profundizar sus conocimientos en la teoria econdmica y aplicar estas

herramientas matematicas para la solucién de problemas econémicos.

En el presente trabajo no ha sido posible deducir los modelos econémicos a través
de modelos matematicos de ecuaciones integro diferenciales, ecuaciones integrales
y ecuaciones en derivadas parciales por lo que recomiendo analizar la deduccion de

modelos matematicos aplicados a la economia.

Posibilitar la investigacion de problemas en economia que involucran otros modelos
matematicos como son las ecuaciones integrales no lineales y ecuaciones

diferenciales fraccionarias.
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Tabla de la Transformada de Laplace

f® Z{f}= F(s) f(® Lf}= F(s)
1 1 [ g@®f (x — tydt G(s)F(s)
s
t lz f'@® s Zf (1)} —f(0)
s
. \[E f'@® s2 Zif' )} —1'(0)
s
tn=123.. :ll ftf(x)dx - Zif(£))
s 0
sen kt k e"at 1
52 + k? s+a
cos kt S et 1
sZ + k2 s—a
senh kt k sen (wt + k) s.senk +w .cosk
52 —k? 5%+ w?
cosh kt S cos (wt + k) s.cosk —w .senk
5% — k? 5?2 +w?
e f(t) F(s—a) te t 1
(s+ 1)
atson kt Kk 2ot 1
esen (s—a)?+k?’ (s>a) ¢ m
e%cos kt @_;ﬁ, (s>a) sen V5t V5
s2+5
sent 1 e~3t 1
s2+1 s+3
cost S et 1
s2+1 s—4
Flu(x, t)} U(x,s) g{% f(t)} SF(s) — f(0)
o] | TEITED | oie0] | e
X dx )

g{ﬁu(x, t)}

at2

s2U(x,s) — sU(x,0)

— U (x,0

2

.,7{667 u(x, t)}

% Llu(x, t)}







