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El presente trabajo de tesis intitulado: “DERIVADAS DE ORDEN
SUPERIOR EN ESPACIOS DE BANACH” que presentamos a vuestra
consideracion para optar al Titulo profesional de LICENCIADO EN
MATEMATICA, que tiene por objetivo el desarrollo de la teoria de las derivadas
de orden superior de una aplicacion f:U c E - F en espacios de Banach, asi
mostrar a los matematicos y profesionales de otras ramas afines a la ciencia; que
puedan ingresar en este campo de investigacion para seguir trabajando en este
tipo de espacios y asi complementar sus conocimientos.

El contenido de este trabajo se subdivide en tres capitulos que describimos

a continuacion:

En este primer capitulo, presentamos los conceptos basicos del Analisis
Funcional a usarse en el desarrollo del presente trabajo, como son los espacios
vectoriales, aplicaciones lineales y multilineales, espacios normados, espacios de
Banach, isomorfismos, isometria y equivalencia de normas entre espacios
vectoriales normados

El segundo capitulo, hace referencia a las aplicaciones diferenciables,
-derivada de funciones compuestas y derivada de funciones particulares, derivada
- de una aplicacion compuesta, derivada de una aplicacion bilineal continua,
aplicaciones con valores en un producto de espacios de Banach, caso en que U
es un subconjunto abierto de un producto de espacios de Banach, comparacion
entre C-diferenciabilidad y R-diferenciabilidad, El teorema de los incrementos

finitos.



El tercer capitulo se encarga de desarroliar las derivadas de orden superior
en espacios de Banach como son: La segunda derivada, caso en que E es un
producto de espacios y las derivadas sucesivas.
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INTRODUCCION
1. ANTECEDENTES

Los espacios normados son un ejemplo de espacios vectoriales topologicos,
de mucha importancia en el analisis funcional, teoria de la medida y en general
para las Matematicas.

Como caso particular de los espacios normados tenemos a los espacios de
Banach, generalizan el concepto de R", contemplando también la posibilidad de
tener a C (los ndmeros complejos) como cuerpo de escalares y no solo a R (los
nameros reales) como estamos acostumbrados. Mantienen muchas de las
propiedades conocidas para el caso de dimension finita, cominmente estudiadas
en los primeros cursos de calculo en varias variables. En este trabajo hemos
definido y se dedicé con mayor profundidad a la familia de funciones
diferenciables, definida sobre subconjuntos abiertos contenidos en espacios
normados, tratando algunas ideas basicas referidas al tema, y unas
generalizaciones de los teoremas mas conocidos en el caso de dimensioén finita.

Un breve panorama sobre algunos problemas recientes y otros clasicos en la
teoria de diferenciabilidad y renormamiento en espacios de Banach han sido
estudiados por Henri Cartan en su libro titulado Calculo Diferencial (1972).

Mas recientemente la derivaciéon en espacios normados fue por Martin Mereb
en su libro titulado Derivacion en Espacios Normados (2003) y ultimamente por
~ Hans Criétian' Muller Santa Cruz en su libro titulado Calculo Diferencial en
Espacios de Banach (2008).

- ‘Asi como también se tomé en cuenta la publicaciéon emitida por RACSAM
(Revista de la Real Academia de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales Serie A,
Matematicas.) en el afio 2006, el titulo del articulo es Diferenciabilidad en
espabios de Banach. Problemas escogidos de Marian Fabian, Vicente Montesinos

y Vaclav Zizler.



También se tomé en cuenta la publicacion A.N. KOLMOGOROV S.V. FOMIN
Elementos de la Teoria de Funciones y del Analisis Funcional traducido al espaniol
por Carlos Vega en la que hace referencia a las derivadas de orden superior en

los espacios lineales.
2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA
2.1. DESCRIPCION DEL PROBLEMA

El analisis funcional es la rama de las matematicas, y especificamente del
analisis, que frata del estudio de espacios de funciones. Tienen sus raices
histéricas en el estudio de transformaciones tales como transformacion de
Fourier y en el estudio de las ecuaciones diferenciales y ecuaciones
integrales. La palabra funcional se remonta al calculo de variaciones,
implicando una funcion cuyo argumento es una funcion.

En la visibn moderna inicial, se consideré el analisis funcional como el
estudio de los espacios de Banach. En estos espacios una gran parte del
estudio involucra al espacio dual (el espacio de todas funcionales lineales
continuas). Como en algebra lineal, el dual del dual no es siempre isomorfo
al espacio original, pero hay un monomorfismo natural de un espacio en su
doble dual siempre.

La nocion de derivada se amplia a las funciones arbitrarias entre los
espacios de Banach; resulta que la derivada de una funcién en cierto punto
es realmente una funcién lineal continua.

En el estudio de los cursos basicos de calculo, tenemos muchas
propiedades que pueden ser extendidas a espacios de dimension infinita, en
este caso a espacios normados y como caso particular a los espacios de
Banach.

Los espacios de Banach generalizan el concepto de R", con la posibilidad
de tratarse de un espacio vectorial de dimensién infinita, contemplando



también la posibilidad de tener a C (los nimeros complejos) como cuerpo
escalar. Desde este punto de vista el hecho de estudiar la diferenciabilidad

en estos espacios se hace necesario.
2.2. FORMULACION DEL PROBLEMA

(Es posible obtener la derivada de orden superior para aplicaciones
f:U — F donde E y F son espacios de Banach, siendo U un subconjunto
abierto de E?

3. OBJETIVOS
3.1. OBJETIVO GENERAL

Desarrollar las derivadas de orden superior de una aplicacién f:U — F, en

espacios de Banach.
3.2. OBJETIVOS ESPECIFICOS

1. Probar que las aplicaciones diferenciables son bilineales y continuas.
2. Probar el teorema de incrementos finitos.

4. HIPOTESIS

.- Mediante la generalizacién de las aplicaciones diferenciales obtenemos
- aplicaciones infinito diferenciable que corresponden a las derivadas de orden
superior, las cuales son aplicaciones bilineales o inclusive multilineal.

5. JUSTIFICACION

El presente trabajo:
a) Contribuye con el desarrollo de esta area de investigaciébn en los
espacios de Banach.
b) Permite el desarrollo de mejor manera de los temas a tratarse.



c) Ayuda a los alumnos y docentes de matematica pura que estén

interesados en el tema.
6. IMPORTANCIA DEL PROBLEMA

El presente trabajo es de importancia en el desarrollo de la matematica, puesto
que generaliza nociones adquiridas en cursos basicos. Ademas serd de suma
utilidad para estudiantes de ciencias, que podran utilizar este estudio como una
herramienta en posteriores trabajos.

7. LIMITACIONES
En el presente trabajo se tuvo algunas limitaciones, las cuales son:
a) El trabajo se limita a desarrollarlo en espacios de Banach, que
corresponde al analisis funcional.

b) En lo concerniente a la bibliografia, existe poca informacion con
respecto a las derivadas de orden superior en espacios de Banach.

8. METODOLOGIA

Para el desarrollo de este trabajo se utiliz6 el método deductivo, inductivo y

explicativo.
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DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR EN ESPACIOS DE BANACH

CAPITULO |

PRELIMINARES

1.1 ESPACIOS VECTORIALES.

DEFINICION 1.1.- Sea E un conjunto no vacio cualquiera y K un campo,
consideremos dos operaciones definidas sobre él.

1. Ley de Composicién Interna

+HEXE->E
(x,y) »x+y; Vx,y €E.

2. Ley de Composicién Externa
“KXE-FE
Ax)»A1-x=2x; VAe K Vx € E.
El conjunto £ tiene estructura de espacio vectorial sobre el campo K, si se
verifican las siguientes propiedades:

a) (x+y)+z=x+@+2); Vx,y,z€E.
b) x+y=y+x; Vx,y€E.
¢) Existe 0 € E (llamado elemento neutro) talque

0+x=x+0; Vvx€E.
d) Existe —x € E (llamado elemento opuesto) tal que
x+(—x)=(-x)+x=0; Vx€E.

e) a(fx) = (af)x; Va,B €K, Vx €E.
f) 1x=x; Vx € E, donde 1 es la unidad para el producto en K.
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g) (a+P)x=ax+PBx; Va,FEKVx€EE.
ax+y)=ax+ay; VaeKVx,y€E.

Los elementos del conjunto E se denominan vectores y los elementos del campo

K se denominan escalares.

Las primeras cuatro propiedades hacen referencia a la suma de vectores y se
resumen diciendo que (E, +) es un grupo abeliano.

NOTA. Un cuerpo o campo es una estructura algebraica en la cual las
operaciones de adicibn y muitiplicacibn se pueden realizar y cumplen las
propiedades asociativa, conmutativa y distributiva, ademas de la existencia de un
inverso aditivo y de un inverso multiplicativo, fos cuales permiten efectuar las
operaciones de sustraccion y divisién (excepto la division por cero); estas
propiedades ya son familiares de la aritmética de nimeros ordinarios.

DEFINICION 1.2.- Sea E un espacio vectorial sobre un campo K. Un subconjunto
no vacio U de E se llama subespacio vectorial de E, si U constituye un espacio
vectorial sobre K con respecto a las operaciones heredadas de E.

TEOREMA 1.1.- Un subconjunto U del espacio vectorial £ es un subespacio
vectorial de E si y s6lo si cumple:

i) U+9
i) x+yeU;Vx,y€eU
iii) AxeU;vieKvxeUl.

PRUEBA.

=) Debido a que U es un subespacio vectorial, por tanto se cumple directamente

las tres condiciones anteriores.
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<) Como U c V, cumpliéndose en U las tres condiciones anteriores verifiquemos
que U es un espacio vectorial respecto a las dos operaciones definidas en V.

Sean x,yeU de tal manera que x+y€U, como UcV ya se cumple

: inmediatamente que:
x+‘y=y+xEU; Vx,y €U

En forma similar se cumpliran las demas propiedades de un espacio vectorial
utilizando las dos condiciones restantes. Por consiguiente U es un subespacio

vectorialde V.m

1.1.1 OPERACIONES CON SUBESPACIOS VECTORIALES.

La familia de subespacios de un espacio vectorial admite una serie de
operaciones, a continuacién pasaremos a detallar la interseccién y fa suma de
subespacios vectoriales.

TEOREMA 1.2.- La interseccién de dos subespacios de un espacio vectorial es un
subespacio vectorial.
' PRUEBA.

En efecto demostraremos que:
i) UnU,#9¢
Sean U, y U, subconjuntos de E, ademas:
U, es un subespacio vectorial de E, y
U, es un subespacio vectorial de E.

Como U,, U, no son vacios, por {0 menos tienen como elemento en comun

" al elemento neutro.
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i)

Porlo tahto

U, nU, # 0.

x+y€eUnUy Vx,y€eU NU,
Sean x,y € U, n U, tal que:
xeU;NnU,=>x€U; A x€eU,,
yeU;nU,=>yeU, Ay€el,.
Luego se tiene:
xeUy AyelU, =>x+yel,
x€EU, AyelU,=>x+y€el,.
Por lo tanto

x+y€U1ﬂU2, Vx,yE U1=ﬂ Uz.

IxxeU,nU,; VieK Vel nl,
Seanx € U; nU, y A € Ktal que:
X € -Ul-njU2 =2x€U; AX€EU,.
Luego se tiene:
x€U; AALeK= Ix € U,
xeU, A AeK=>AxeU,,
por {o tanto

Ax € Uanz; Vi€ K,Vx € U1 ﬂUz
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Por consiguiente de i), ii) y iii) se tiene que la interseccion de dos subespacios

vectoriales de un espacio vectorial es un subespacio vectorial.m

DEFINICION 1.3.- Sean U, y U, dos subespacios del espacio vectorial E, la suma
de U, y U, esta definida de la siguiente forma:

Uy +U; ={x; + %2/ %, €Uy, x; €Uz}

DEFINICION 1.4.- La suma de dos subespacios vectoriales de un espacio
vectorial es directa, si cada elemento de la suma admite una dnica
descomposicion como suma de un elemento del primer subespacio mas un
elemento del segundo. Se escribe entonces U; @ U,, donde U; y U, son
subespacios vectoriales de E (espacio vectorial).

1.1.2 APLICACIONES LINEALES.

Las aplicaciones mas notables entre espacios vectoriales son aquellas que
preservan sus estructuras, tales aplicaciones se denominan lineales y sirven para
una gran variedad de propdésitos.

DEFINICION 1.5.- Sean E y F espacios vectoriales definidos sobre el mismo
campo K y sea f:E —» F una aplicacién. f es una aplicaciéon lineal o un

homomorfismo si:

i) fx+y)=f&)+f(y)vx,y € E (Aditividad)
ii) f(Ax) =Af(x);vieK vx € E (Homogeneidad).
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Equivalentemente

f:E — F es una aplicacion lineal & f(Ax +uy) = Af(x) + uf (v); vx,y e E,VALp e K

PROPIEDADES DE LAS APLICACIONES LINEALES.

Si f:E—>F es una aplicacion lineal, entonces se cumplen las siguientes

propiedades:

a) f(0g) = Op.
b) f(—x) =—f(x); Vx EE.
¢) fx—=»=f)—-f¥)s Vx,y €E.

d) flaix; + -+ apxy) = a1 f(x) + -+ an f(x,); VX4, ..., X, EE,V ay, ..., 0, €K

CLASIFICACION DE LAS APLICACIONES LINEALES.

Si f:E - F es una aplicacion lineal, donde f no esta sujeta a ninguna condicion,

entonces la aplicacién lineal f se clasifica de la siguiente manera:
a) f es un MONOMORFISMO si y sélo si f es inyectiva.
b) f es un EPIMORFISMO siy sélo si f es suryectiva.
c) f es un ISOMORFISMO siy solo si f es biyectiva.
d) Si f:E - E, entonces f es un ENDOMORFISMO.

e} Sif:E - Ey f es biyectiva, entonces f es un AUTOMORFISMO.

1.1.3 NUCLEO E IMAGEN DE UNA APLICACION LINEAL.

- DEFINICION 1.6.- Sea f:E - F una aplicacion lineal, se llama nicleo de f y se

denota por N(f) o ker(f), al subconjunto definido por:
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ker(f) ={x €E [ f(x) = Og}.

Es decir el nicleo de f es el subconjunto formado por todos los elementos de E

tales que sus imagenes mediante f es igual al vector nulo de F.

DEFINICION 1.7.- Sea f:E - F una aplicacién lineal, se llama imagen de f y se
denota por im(f) 6 f(E) al subconjunto definido por:

im(f) ={f(x) e F/Ix € E}.

TEOREMA 1.3.- Sea f: £ = F una aplicacion lineal, f es suryectiva si y sélo si la
imagen de la aplicacién lineal f es todo el conjunto de llegada F, es decir:

im(f)=F.
PRUEBA._
(=) Sedemostrara que im(f) =F © im(f) c F A F cim(f).
En efecto:

Demostremos que F c im(f), para ello sea y € F, pero como f es
~suryectiva 3 x € E/f(x) = y, entonces y € im(f), por lo tanto:

F c im(f). (1.1

" Ahora demostremos que im(f) c F, pero por la misma definicion de imagen

de una aplicacién lineal se cumple que
im(f) c F. (1.2)

Por consiguiente de (1.1) y (1.2) se tiene que im(f) = F.
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(<) Ahora demostraremos que f es suryectiva, en efecto:

Sea yeF=yeim(f)e3Ixe€E/f(x)=y, pero como y es arbitrario
entonces se tendra:

Vy € F,3x € E tal que f(x) = y.
Por consiguiente f es suryectiva.

Finalmente se cumple el teorema. =

TEOREMA 1.4.- Sea f:E — F una aplicacion lineal, f es inyectiva si y s6lo si la
ecuacion f(x) = 0, tiene solamente la solucion trivial x = 0.

PRUEBA.

Supongamos que f no es inyectiva, es decir sean x,y € £ cuyas imagenes

mediante la aplicacion lineal f es algun b € F, tales que:

f&)=by f(y)=b,
entonces:

fG)-f@)=b—-b

fx—y)=0p (1.3)
luego x - y # 0, es decir x # y.

Lo cual contradice al hecho de que x =y, que se obtiene al reemplazar la
ecuacion (1.3) en la ecuacién f(0;) = 0 (por la linealidad de f), por consiguiente

nuestra suposicion es falsa, y el teorema ya queda demostrado. =
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1.1.4 OPERACIONES CON APLICACIONES LINEALES.

DEFINICION 1.8.- Sean f:E - F y g:E - F aplicaciones lineales cualesquiera
definidas sobre un mismo campo K. Se define {a aplicacion suma f+g:E > F

como.
fF+9@) =f(x)+gx); Vx €EE.

La aplicacién suma f + g es una aplicacion lineal

En efecto:
X,y €E; Lu€K= Ax+puy€E,
se tiene que:
(f + 9)(Ax + py) = f(Ax + uy) + g(Ax + py)
= () + fuy) + g(x) + g(uy)
=Af () +2g(x) + uf ) + ug(y)
=Af ) + gl +ulf ) + 9]
=2 + O+ + ).
Por lo tanto

F+9)x +uy) =2 + g)() +u(f + (¥);Vx,y € E,VAu € K

Asi f + g es una aplicacion lineal. m

DEFINICION 1.9.- Sea f: E - F una aplicacion lineal cualquiera definida sobre un

campo K y sea a € K. Se define la aplicacion af: E — F como:
(af)(x) = af (x); Vx € E.

La aplicacién af es una aplicacion lineal
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En efectq:
x,y€EE; Lp€ K= Ax +uy € E,
se tiene que:
(af)(Ax + py) = fla(Ax + uy)]
= fla(Ax) + a(uy)]
= fl(e)x] + f(an)y]
= (aAf)(x) + (auf)(¥)
= Maf)(x) + u(af) ().
Por lo tanto,

(@f)x + py) = Haf)(x) + pwlaf)(y); Vx,y EE; Va, A p e K.

Asi af es una aplicacion lineal. m

DEFINICION 1.10.- Sean f:E - F y g:F - G aplicaciones lineales cualesquiera
definidas sobre un mismo campo K. Se define la aplicacion compuesta “g

compuesta con f” denotada por g o f: E - F como:
(G =glf(N)]; vx € E.
La aplicacion g o f es una aplicacion lineal
En efecto:
x,yEE; ApueK=>Ax+uy €k,
se tiene que:
(g ° )(Ax +py) = glf Ox + puy)]

= glAf () + uf )]

10
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= glAf (O] + gluf ()]
= Aglf 1} + ulglr ]
= Mg > N+ ul(g - HON]
=g ° X))+ ulg o H).
Por lo tanto,
@Ge NAx+uy) =AgeoHx)+ulgefI¥); Vx,y €EE; VALu €K

Asi g o f es una aplicacion lineal. m |

1.2 ESPACIOS NORMADOS Y ESPACIOS DE BANACH.
1.21 ESPACIOS NORMADOS.

DEFINICION 1.11.- Sea E un espacié vectorial definido sobre un campo K (K
puede ser R o C). Una norma en E es una aplicaciéon {| ||: E - R que cumple las

siguientes condiciones:

1) Ixl =0; vxeE y lxlf=0ox=0.
2) IAxfi = 1Alllxl; vx€e Eyvie K.
3) llx+yll <llxll + liyll; vx,y € E.

Una consecuencia inmediatamente y Gtil es que, si x,y € E, se tiene:

4) ||=xlf = lixll; vx € E, en particular: {jx — yll = {ly — x|l
5) Hxll = liyll < flx — ¥l

Enefecto, x = (x—y) +y = llxll < llx - yll + Iyl
= flxll — iyl < flx — i (1.4)
Ahora intercambiando x por y, tenemos

Hyll = lixll < lly — xli

11
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—lix =yl < lixll = iyl ‘ (1.5)
Por consiguiente de (1.4) y (1.5) se tiene que |||x|l — i¥lll < [lx — ¥ll.

Un espacio vectorial normado o simplemente espacio normado es un par (E, || ||)

donde E es un espacio vectorialy || | esunanormaenE.

Frecuentemente se designa el espacio normado con E, dejando la norma sobre

entendida.

TEOREMA 1.5.- Todo espacio normado E es un espacio métrico con ia métrica

natural d definida por:

d(x,y) = lly —x|; vx,y € E.
Ademas, Vx,y,z € E y VA € R, se tiene ||x|| = d(0,x).
Tambien se cumple:

a) d(x+ z,y + z) = d(x,y) (invarianza por traslacion)
b) d(Ax, Ay) = |Ald(x, y) (homogeneidad)

PRUEBA.
Probemos que d es una métrica.

1) dxy)=lly—xlz0ydx,y) =lly—xll=0=x=y.
2) d(x,y) = lly —xll = llx — yll = d(x, ).
3) Desigualdad triangular:

z-x=-0)+@E-y)

fflz—xll <lly—xll +llz—=yll = d(x,2) < d(x,y) + d(y,2).

12
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Prueba de a).

dix+zy+2z)=§y+2)—(x+ 2l =lly—x|l = d(x,y).

Prueba de b).

d(Ax, y) = 12y — Axl| = [A}lly — x| = |12|d(x, y). =

El teorema 1.5 nos permite afirmar que un espacio normado puede considerarse
como un espacio metrico, por lo que ya puede hablarse de su topologia.

DEFINICION 1.12.- Sea E un conjunto no vacio cualquiera y (F,|| |]) un espacio
normado. La aplicacién f:E —» F es acotada si y soOlo si, existe un niumero real

k > 0, tal que:
HfFON <k; VX EE.
Denotemos con
B(E;F)={f-E - F/ f esacotada en E}
y definimos puntualmente
F+9)x)=fx)+g9(x); VxeEy
(af)(x) = af (x); va € K, \?’x €E.
Resulta que B(E; F) provisto de las operaciones

+: B(E; F) X B(E; F) - B(E; F)
(f,g)» f+9:Vf,g € BE;F).

- K X B(E; F) - B(E; F)
(a,f)v» af; Va e K,Vf € B(E; F).

13
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Es un espacio vectorial.

Se prueba que la aplicacion || ||,: B(E; F) — R definida por:

[Iflly = sup{if ()l; x € E}

es una norma y en consecuencia (B(E; F),|| 1l,) es un espacio normado.

DEFINICION 1.13.- Sea E unespacionormadoyseani {l:E-Ry} ll;:E-R
dos normas cualesquiera en E. Dichas normas son equivalentes y se escribe,

I ll; =1 M, siy solo siexisten nimeros reales a > 0y g > 0 tales que
allxll; < lixll; < Blixlly; vx € E.

La definicion anterior indica que las normas definidas en E dan lugar a la misma

topologia.

1.2.2 CONJUNTOS ABIERTOS Y CERRADOS.

Los conjuntos abiertos son fundamentales en la teoria de los espacios normados.
La abstraccion de las propiedades basicas de tales conjuntos conduce a la
construccibn de una nueva area de estudio denominada “los espacios
topolégicos”. Para este estudio mencionaremos las definiciones de bolas y

esferas.

DEFINICION 1.14.- Sea (E,{| | un espacio normado, en (E,]] 1) queda definida
la topologia dada por la métrica d y en consecuencia, si a€eE, r>0y reR

definimos:

14
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1) La bola abierta de centro a y radio r, es el conjunto B(a, r) formado por ios
puntos de E cuya distancia al punto a es menor que r, es decir:

| B(a,r)={x€E/d(x,a) <‘r} ={x€E/|lx—a]<r}

2) La bola cerrada de centro a y radio r, es el conjunto Bla,r] formado por
los puntos de E que estan a una distancia menor o igual a r del punto a, es
decir:

B[a,r] ={xe€eE/dx,a)<r}={x€E[/|llx—all <1}

3) La esfera de centro a y radio r, es el conjunto S(a,r) formado por los

puntos x € E tal que ljx — al} = r, es decir:
Sary={xeE/dx,a)=r}={x€E/|lx—al =71}
De las definiciones anteriores se sigue inmediatamente que:

1° a € B(a,7), a€Bla,r], ae€S(ar).

2° B(a,v) c Bla,r] y S(a,r) c B[a,r].

3° Evidentemente se tiene que Bla,r] = B(a,7)US(a,7), donde B(a,r) y
S(a, r) son disjuntos.

DEFINICION 1.15.- Sean (E,|| |I) un espacio normado y U c E subconjunto de
E, A es un conjunto abierto de E si para todo x € U, existe una bola abierta
B(a,7v) c U.

F c E es un conjunto cerrado de E siy solo si, su complemento F' = E — F es un

conjunto abierto.

NOTA. De aqui en adelante U c E subconjunto abierto de E simplemente se
denotara por U un abierto de E.
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1.2.3 SUCESIONES CONVERGENTES.

DEFINICION 1.16.- Sean (E,|| |)) un espacio normado y (x,) una sucesion de
elementos de E. La sucesion (x,) es convergente a un elemento x €E y se
denota (x,,) — x si y solo si, la sucesién de nimeros reales (}jx,, — x||) converge a

cero, es decir:
(%) > x & |lx, — x|l - 0.
Dicho de otra manera:

() > x e Vve>0,dn, eN* talque sin = ny = [Ix, — x|l < e.

DEFINICION 1.17.- Sea (E,|| | un espacio normado. La sucesion (x,) de
elementos de E, es fundamental o de Cauchy, si y s6lo si para todo £ > 0 existe

ny € N* tal que si m,n = n, entonces

xm — 20l < e.

DEFINICION 1.18.- Un espacio vectorial normado E es completo si toda sucesion

de Cauchy en E es convergente.

1.2.4 ESPACIOS DE BANACH.

DEFINICION 1.19 (Espacio de Banach).- Un espacio de Banach es un espacio
vectorial normado completo. Esto quiere decir que un espacio de Banach es un
: espacio vectorial E sobre el cuerpo de los nimeros reales o el de los complejos
" con una norma Il |l tal que toda sucesién de Cauchy con respecto a la métrica

- dx,y) = ]lxv — y|l en E tiene un limite en E.
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1.3 APLICACIONES LINEALES Y CONTINUAS.

Sean E y F espacios vectoriales normados (ambas sobre el cuerpo R, o bien
sobre el cuerpo C). Ahora nuestro propésito es buscar un criterio que nos permita
reconocer si una aplicacion lineal f:E — F es continua cuando E y F estan

“dotados con las topologias definidas por sus normas.

DEFINICION 1.20.- Sean (E, III D), (F. I |I,) espacios normados y f:E — F una
aplicaciéon. La aplicacion f satisface una condicién de Lipschipz (0 que f es

Lipschitziana), si existe una constante k > 0 tal que:
1) —fOMl; < kllx—ylli; Vv x,y € E.

donde k se llama constante de Lipschitz.

En el espacio producto E X F usamos la norma,
e 2N =l + lixzllz; VX, EEYyY x, €F
0 también se escribe de la siguiente forma:

MO ) exr = Hxgllg + Hlx2ll e

DEFINICION 1.21.- Sean E y F espacios normados. La aplicacién f:E - F es
continua en x; € E si y s6lo si, dado un &£ > 0 existe § > 0 tal que si |jx, — x5ll < &

implica {If (x,) — flxo)ll < &.
O equivalentemente:

Sean E y F espacios normados. La aplicacion f:E —» F es continuaen x, € Esiy
sélo si, para toda sucesion (x,) = x, en E, se tiene que la sucesion (f(x,)) -

f(x0).

17



DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR EN ESPACIOS DE BANACH

Esto es;

f es continua en x, © |lx, — x,ll = 0 implica ||f (x,) — f(x)ll - O.

DEFINICION 1.22.- Sean E y F espacios normados. La aplicaciéon f:E - F es

continua en E siy s6lo, f es continua en todo punto x, € E.

TEOREMA 1.6.- Sean E y F espacios normados. Una aplicacion lineal f:E — F es
continua en E siy sélo si f es continua en un punto de E.

PRUEBA.
(=) Es evidente
(<) Supongamos que f es continuaen x; € E.

Sea x un elemento arbitrario de E y sea (x,) una sucesién convergente a x.

Luego la sucesién (x, — x + x) converge a x, y se tiene

F Gend = FGON = 1f Gt — % + %) = Fx)ll = 0,

{o cual completa la prueba. =

DEFINICION 1.23.- Sea E y F espacios normados. La aplicacién lineal f:E — F es
acotada, si existe un nimero real k > 0, tal que

HFOON < klix)l, vx €E.

TEOREMA 1.7.- Sean E y F espacios normados y f: E — F una aplicacion lineal, f
es continua si y s6lo si f es acotado.

18
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PRUEBA.
(<) Supongamos que f es acotado
Ol <klx]l VxeE
Sea (x,,) una sucesion en E talque
=0 (xll - 0)
Hf OOl < kllxul > 0 ie. fIfGxdll =0
es dedr
fxn) = 0= f(0).

Lo cual implica que es continua en 0 y por el teorema anterior f es continua

enk.
(=) (Por reduccidn al absurdo)

Supongamos que f no es acotado, entonces, para cada n € N*, existe

talque
£ Cedll > nllxy i

e el o)

nffxn|l

I»>1

definimos.

Yp=—2— n=1.2,..

nilxqll’

¥, = 0 cuando n - o

Ilf Gl > 1,
esto prueba que f no es continua.

Lo cual completa la prueba. =
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DEFINICION 1.24.- Sea E un espacio vectorial, E es de dimension finita n, si y
solo si posee una base finita B, es decir, existe un conjunto de n elementos
B = {b,, b,, ..., b} © E que goza de las siguientes propiedades:

1) B es linealmente independiente. Es decir:

Si

entonces a; = 0 paratodoi € {1,2,...,n}.

2) B genera E, es decir, para cualquiera x € V, existen a; € R, i € {1,2, ...,n}
tal que

'PROPOSICIONV 1.1.- Sean E y F espacios normados, E de dimensién finita,

entonces toda aplicacion lineal f: E — F es continua.
PRUEBA.
Sea {e,, ..., .} Una base de E, por lo tanto

5

i=1

Ol = l

pm )

> ufed

i=1

< Z|xi|nA(ei)'u.
i=1
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Denotando M = ™% |If(e)ll, la desigualdad de Cauchy y la equivalencia de

1<ism

normas en espacios finito dimensionales, se obtiene

IFCON < M ) Il < Milall < (Mm)llxl. m
i=1

DEFINICION 1.25.- Sean E y F espacios normados, denotamos con L(E;F) al
conjunto de todas las aplicaciones f lineales y continuas de E en F, es decir:

L(E;F) ={f:E - F / f lineal y continua}.

TEOREMA 1.8.- Si E es un espacio normado y F es un espacio de Banach
entonces de L(E; F) es un espacio de Banach.

PRUEBA.
Probemos que L(E; F) es completo.

Sea (f,) una sucesion de Cauchy en el espacio L(E;F), entonces dado ¢ > 0,

existe n, € N* tal que si n,m > n, entonces

n( —‘m( -
1 — Fonll = sup (LD 2 0} <,

es decir,

10 = f@

=l <o = full < e =2 1fi(®) = £ (ON < elix]l, VX € E.

Sin,m 2ny = [[fu(0) = (Ol < elixll, vx € E

lo cual prueba que (f,(x)) es una sucesion de Cauchy en F y por la completitud

de F, existe un Unico elemento y € F tal que f,(x) = y.

Como x es un elemento arbitrario de £ esto define una aplicacion f: E — F tal que

21



DERIVADAS DE -ORDEN SUPERIOR EN ESPACIOS DE BANACH

f(x) = 258 fulx).

Probemos que f € L(E;F) y lifu —fll = 0.
En efecto, sean x,y € E
flx+y) =258 fulx +3) = 52 [0 + £,0)]
= % f() + 53 RO =)+ fG)
flax) = 5% fulax) = 5% élfn(X) = af (x),
en consecuencia fes ﬁneal..
Probemos que f es continua.

Sabemos que toda sucesion de Cauchy es acotada, como (f,) es de Cauchy en

L(E; F) entonces existe M > 0 tal que {if,ll < M,vn € N consecuentemente,
IF GOl = |55 ()|l < Mllxll, vx € E.
Asi, f es acotada, por tanto f € L(E; F).
Como (f,,) es de Cauchy, dado £ > 0, existe n, € N* tal que si
nm2n =i full<e
() = O = 1 — ) N < llf — fm""x" < eflx]l
paran =>nyy Vx € E, luego

{"‘(fn mE 21621 N 0}

I, = fll = sup il

= sup {“(fn)(’;l)x;l- fEl X #F 0‘} <&

para n > ng, lo que implica que (f;,) — f en L(E;F). =
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TEOREMA 1.9.- Sean E, F y G espacios normados.

a) SifeL(E;F)yge L(F;G),entonces go f € L(E; G).
b) llg o FIl < liglllifli

PRUEBA.
a) i) g o f eslineal
Seanx,y€E
(g Nx+y)=g(fx+)
=g(f) + )
=g(f®) + 9(f)
=(g N +gH.

(g ° Nkx) = g(f (kx))
= g(kf(x))
= kg(f(x))
=k(gef)(x), VKeER
~ (geof)eslineal
i) g o f es acotada

sup (g O
g fl = F o= —

NN = fla(FE)I < ghtfColl < lghilfillxll < kilx|

~ (g ° f) es acotada
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Por lo tanto de i) y ii) se tiene (g o f) € L(E; F).

b) Seax€E :
g Hll = j’fol(g—‘l’,j%(’i”
sup NgliFllixl
“x#+0 xll
< lglisi
g o Ol < Ngliifil.m

DEFINICION 1.26.- Sean E y F espacios normados. Si en el espacio L(E;F)
suponemos que F = R entonces el espacio L(E;R) = {f:E — R/ f es funcional},

se denota por E* y recibe el nombre de espacio dualde E.

E* = L(E;R)

E* provisto de la norma usual de L({E; R) es un espacio normado y mas atin es un

espacio de Banach por sefrlo R.

1.4 ISOMORFISMOS, ISOMETRIA Y EQUIVALENCIA DE NORMAS ENTRE

ESPACIOS VECTORIALES NORMADOS.

DEFINICION 1.27.- Una aplicacién f: E — F, donde E y F son espacios vectoriales
normados, es un isomorfismo si:

1) f es lineal y continua.
2) Existe una aplicacion g:F —» E lineal y continua fal que gof =Idg
(aplicacion identidad de E)y f o g = Idp.
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Estas condiciones implican que f es una biyecciéon de E sobre F, y que g es la
biyeccién reciproca. Por ofro lado, esta claro que si f es una biyeccion lineal, la
biyeccioén reciproca es lineal. No obstante, si f es una biyeccidn lineal continua, no
es cierto que la biyeccidén reciproca sea continua. De estas puntualizaciones se
sigue otra caracterizacion de isomorfismos:

Para que f:E — F sea un isomorfismo, es necesario y suficiente que f sea un
homeomorfismo (de espacios topolégicos) y sea lineal.

Es necesario no confundir isomorfismo e isometria.

DEFINICION 1.28.- Sean E y F espacios normados, la aplicacién f: E - F es una
isometria de E en F siy sélo si [|[f ()] = l|x|l, vx € E.

Esta condicion implica que [|f(x)]] esta acotada en la bola unidad; luego f es una
aplicacién lineal continua; y el mismo razonamiento prueba que la aplicacion
reciproca g es lineal y continua. Asi toda isometria es un isomorfismo; pero la
reciproca no es cierta; por ejemplo una homotecia f(x) = Ax (donde A # 0) es un

isomorfismo de E en E, pero no es una isometria si |1] # 1.

DEFINICION 1.29.- Sean E y F espacios normados, f: E - F es un isomorfismo
- isométrico de E en F siy solo si f es lineal y una isometriade Een F.

TEOREMA 1.10.- Sea E un espacio normado, si E es de dimension finita entonces

todas las normas definidas en E son equivalentes.

PRUEBA.
Sean |l ll; y I |l dos normas cualesquiera en E y denotemos con E, y E, al
espacio vectorial E provisto de las normas || lI; y Il ., respectivamente, y con

Li5:E; —>E2‘ y I,;:E; » E; la aplicacion identidad de E entonces I, e I,; son
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obviamente lineales y por el teorema, I, e I,; son acotadas, luego existen a > 0y

B > 0 tales que
Mz < allxlly ¥ 11Ol < Blixll; vx € E,
llxllz < allxll, ¥ lxli, < Blixll; vx€E.
Luego ﬁlix-llz_s lxlly < Blixliz, lo cual implica que || |i, es equivalente {| ||,.

En consecuencia, en todo espacio vectorial E de dimensién finita existe una unica

topologia. m

COROLARIO 1.1.- Si E es un espacio vectorial normado, toda aplicacién lineal

biyectiva f: R" — E es un isomorfismo.
PRUEBA.

En efecto, si representamos por p la norma de E, p o f es una norma sobre R™;
esta norma define entonces la misma topologia que la norma euclidiana, de donde

se sigue el resultado. =

TEOREMA 1.11.- Sea E un espacio normado cualquiera, toda aplicacion lineal

f:R"™ = E es continua.
PRUEBA.

Sea {e,, e,, ..., ,} UNa base candnica de R", si x € R", entonces
n

n
x =ine,-; xi ERVIi={12,..,n}
s

fe) = f(z x,-el-) = nfled y Il =] ()

i=1 i=1
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< ) il el < ) lixllif el
=1 i=1

< kllxdl; k= ) lI£(eol
i=1

por consiguiente f es continua. =

DEFINICION 1.30.- Sean E y F espacios normados y f: E — F una aplicacién, f es
un isomorfismo topolégico y lineal de E en F si y s6lo si f es un homeomorfismo

lineal.

TEOREMA 1.12.- Si E es un espacio normado de dimensién finita n, entonces
existe un isomorfismo topolégico y lineal entre R® y E, es decir existe un

homeomorfismo lineal ¢: R™ — E.
PRUEBA.

Sea B = {b,, b,, ..., b, } Una base de E, si x € E entonces

n
X = Z aibi y aj € R,l € {1,2, ...,n}

=1
definimos ¢: R™ — E tal que
n
ola,az, ..,ay) =x = zaibi; (ay, ag,...,a,) € R™
i=1
Probemos que ¢ es un homeomorfismo lineal:

i) Linealidad de ¢
- Sean q, € R", entonces:
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pla+B) =) @+ b,

= i(aibi + Biby)
i=1

n

n
= Z a;b; + Z Bib;
1=

i=1 im1

~,

= ¢(a) + ¢(B); Va,p €R"

Seaae RLkeR:

wlka) = ) (kab

i=1

= kep(a); Va € R*; Yk € R.

~ p es lineal.

i) Probemos que ¢ es biyectiva
¢ es inyectiva & N(g) = {0}

Si (a1, @z, ., @) € N() entonces ¢(ay, @z ., @) = 0
n
<p(a1, A3, e, an) = Z a;b; = 0
i=1

Como

B = {by,b,, ..., b,} €s una base de £ entonces Bes L.I.
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iii)

Es deC|r, a, =y = =0ap = 0
(ay, a3, ..., a,) = (0,9, ...,0) € N(¢p)
N(¢) = {0}.

Probemos que ¢ es suryectiva
Enefectosix € E = x = )., a;b;, luego existe (ay, a,, ..., a,) € R™ tal que

p(ay, ag, ..., a,) = X.
En consecuencia, ¢: R" - E es lineal y biyectiva, lo que implica que existe

¢~ 1:E -» R™ que también es lineal y biyectiva.

Probemos que ¢~1: E - R" es continua
@ es continua por el teorema anterior.
Probemos que ¢ 1: E - R" es continua:

Siu€S(0,1)={x € R"/|lx|| = 1} c R" entonces u # 0, ¢(u) # 0.

Luego la aplicacion compuesta || || e ¢:5(0,1) - R es continua en S(0,1)
( le @) =llpIl > 0; vu € 5(0,1)

existe a > 0 talque Jlo(w)]l > a.

Si x # 0, ponemos u = "’CT" entonces u € 5(0,1)

o(x) = e(llxllu) = llxlle @)
=l = lixlille@) > allxli
el > allxll; vxeER®",x#0

si x = 0 entonces se cumple {lo(x){l = allx{l por to tanto {le(Oll = alixll,
Vx € R™,

Como y = ¢(x) entonces x = ¢~ 1(y)
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ale” WM<yl vyeE
lo O < Byl ==, vyeE

¢~1 es continua.

Por consiguiente de i), ii) y iii) ¢ es un homeomorfismo lineal.

OBSERVACION.- Sean E y F espacios normados si f:E—-F es un
homeomorfismo lineal y (x,) es una sucesién de Cauchy en E entonces (f (xn))

es una sucesion de Cauchy en F.

TEOREMA 1.13.- Si E es un espacio normado de dimension finita entonces E es
un espacio de Banach.

PRUEBA.
Sea (y,) una suceson de Cauchy en E.

Consideremos el homeomorfismo lineal ¢:R" - E del teorema anterior
¢~ 1:E - R" es un homeomorfismo lineal

(¢72(m)) = x,, sucesién en R™.
Como R™ es completo entonces 3x € R™ tal que
(7)) =2, > x
=S¥ =9(,) > ex)=y€E
=Yn ).

Por consiguiente E es un espacio de Banach. m
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TEOREMA 1.14.- Si E es un espacio normado de dimension finita, F un espacio

normado cualquieray f:E — F lineal entonces f es continua.

PRUEBA.

Si ¢: R™ - E es el homeomorfismo lineal del teorema 1.12

RrSeELF

Resulta que f o ¢: R™ - F es lineal y luego f o ¢ es continua

—1 o,
A kY

Por otro lado f = (f o @) o ¢~ es continua. =

NOTAS:

1)

2)

3)

Se obtiene resultados analogos a los teoremas 1.12 y 1.13 para los

espacios vectoriales complejos; C" juega entonces el papel de R™.

Sean E y F dos espacios vectoriales de dimensién finita, dimE =m,
dim F = n. La eleccién de una base de E y una base de F identifica al
espacio vectorial L(E; F) con el espacio vectorial de las matrices de = filas y
m columnas (matrices cuyos elementos pertenecen al cuerpo base). La
dimension de L(E; F) es igual al producto mn.

Cuando E y F tienen la misma dimensién finita n, y se identifica L(E;F) al
espacio de las matrices de = filas y n columnas, se sabe expresar que una
matriz f es invertible: La condicién es que det f # 0. Por ser continuo la
frdetf de L(E;F) en R (o bien C) es abierta la imagen reciproca del
complemento de 0.
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1.5 APLICACIONES MULTILINEALES Y CONTINUAS.
1.5.1 APLICACIONES BILINEALES Y CONTINUAS.

DEFINICION 1.31.- Sean E,,E, y F espacios normados y sea E, x E, el espacio
normado producto provisto de la norma uniforme. La aplicacion f:E;, X E, > F es
bilineal o 2 — lineal, si para cualquier x4,y; € E;; x5,¥, € E; ¥ a € R, se tiene:

1) flx+y1,x2) = flx, x) + (1, x2)

faxy, x3) = af (x1, x2).

Es decir, la aplicacion parcial f,: E; - F
X1 foz (x1) = f(x1,x2)

es lineal para todo x, € E, (fijo) y se llama linealidad en la primera variable.

2) f(xypx,+y2) = flx,x2) + f(x,y2)

fxy, axy) = af (x4, x2).

Es decir, la aplicacion parcial f, : E; - F
Xy f;q(xz) = flxg, x3)

es lineal para todo x; € E; (fijo) y se llama linealidad en la segunda variable.
Se cumple que f(0,x;) = f(x,0) =0, x; EE; Yy x; € E,.

En el caso en que F = R o €, tenemos el caso de una forma bilineal o funcional

bilineal.

En lo que sigue, salvo mencion expresa de lo contrario, E; x E, denotara el

espacio normado producto provisto de la norma uniforme.

1 (x1, 22l = max{lixqll, l|x11}-

DEFINICION 1.32.- Sean Es E,, E; XxE, y F espacios normados. La aplicacién
f:E. X E; > F es continua en a = {(a,,a,) € E; X E, si y sélo si dado £ > 0 existe

8 > 0 tal que
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1 Cx1, x2) = (a1, @2)lly, < & implica [If (x4, 22) — flas, ax)llu <&,
0 equivalentemente:
Hxy —a.ll < 8y llx; — a,ll < 6 implica |If (x1, x2) — fay, a)ll < e,
puesto que
Gs x2) = (@, @)y = 1Gxy — g, X2 — @)y = max{llx, — as|l. llx; — all}.
O equivalentemente:

La aplicacién f: E; X E, - F es continua en a = (ay,a,) € E; X E,, si y sé6lo si, para
toda sucesion (x,y,) — (a,a,) en E; xE, se tiene que la sucesion

(f(xnr yn)) - f(alt aZ_)-

DEFINICION 1.33.- Sean E,,E,, E; XE, y F espacios normados y f:E, XE, » F
es continua en E; X E, siy solo si, f es continua para todo a = (a,,a;) € E; X E,.

COROLARIO 1.2.- Sea F un espacio normado. Toda aplicacién bilineal
f:R™ x R" - F, definida en un par de espacios euclidianos, es continua.

PRUEBA.
Sean {ej, e, ...,em} ¥ {ee€y..,€,} las bases canonicas de R™ y R

respectivamente.
Dados x = Yxie; ¥ y =Y yje, se tiene
fey) =X xyif (e €).
‘Sea k el mayor de los numeros ||f(e;, ¢)|- Tomemos las normas en R™ y R™.

lxll = Zidoil y Iyl = Zlwl.
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Iyl = X ix:l|v;)-

Podemos escribir:

FGo < )l byl ew )] < & ) bl ) = Kl
Lj Li

Para cualquier x € R™ y cualquier y € R™. Luego f es continua.=

DEFINICION 1.34.- Sean E,,E,, £, X E, y F espacios normados y f:E, X E, = F
una aplicacion bilineal, f es acotada, si existe M > 0, tal que

If Cer, xDM < Mlixallg, 2 lle,; V(1 x2) € Ey X Es.

De acuerdo a las definiciones anteriores de aplicaciones lineales y continuas,
diremos que si una aplicacién bilineal es continua equivale a decir que es acotada.

OBSERVACIONES:
1) Sean E,,E,, E; XE, y F espacios normados y f:E; X E;, » F una aplicacion
bilineal y continua. Denotemos con L(E; X E,; F) al conjunto de todas las

aplicaciones f bilineales y continuas de E; X E, en F, o0 sea
L(E; X E;;F) ={f:E; X E; = F; f bilineal y continua}

2) L(E; x E,; F) es un espacio vectorial.

3) En L(E; X E,; F) definimos la norma:

AN = supllf oo )l lall = 1, lll = 13,

4) Sean E;, E,, E;XE, y F+{0} espacios normados y f:E; XE; = F una
aplicacion bilineal y continua, se cumple:
IfI = inf{k > 0; lIf (xp, 20 < kllxglHix2l, (x4, x2) € Eq X B3}
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Al = sup{llf Cer, )l Nzl < 1, el < 13
I = suplif Cep, xW: Wlxall < 1, a2l < 13

IFNl = sup {"f(xpxz)-" .

X, ¥ 0, X # 0.
s Wil 2 }

5) L(E, X E,; F) es de Banach, siloes F.

1.5.2 APLICACIONES MULTILINEALES Y CONTINUAS.

Las derivadas de orden superior son aplicaciones bilineales para la segunda
derivada, trilineales para la tercera derivada y multilineales de orden n para la
n — esima derivada. Esta es la razén por la cual trataremos este tipo de
aplicaciones con un poco mas de detalle, por lo tanto nos abocaremos a
desarrollar la nocién de continuidad en este tipo de aplicaciones.

De la misma manera que en el caso de aplicaciones lineales, podemos generalizar
estas a productos de espacios. El espacio E; X E, X --- X E,, dotado de la norma

N0y, x5 s xp )l = max{llxlllsl, s "xn"En}

es un espacio normado. El cual es un espacio de Banach, si y solamente si cada

uno de los espacios E;, k = 1, ...,n es también un espacio de Banach.
Equivalentemente:
Sean E,, ..., E,, y F espacios vectoriales, una aplicacion

fiEy XEy XX E, > F

se denomina multilineal, si vk € [1,n] y Va; € E;(i # k), la aplicacion parcial f,, de
Ek enF:

fa By XX Ey, X E.

sty X Expyy XX Ep > F,
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~ definida por f, (a, ..., k-1, Qies1 s @) = [y, oor) Q—1, Xp, Qg g, -, @) €S lineal,
cuando se fijan todas las variables excepto una, f debe depender linealmente de
la variable restante. Si asi sucede, se verifica que f(xy; ..., x,,) = 0 si al menos uno
de los x; es nulo; en particular f se anula en el origen (0, ...,0). Si f es muiltilineal,

se tiene

X1, ey Anxn) = (A -+ A)f (%15 oens X)) (1.6)

TEOREMA 1.15.- Sean E,, ..., E,, F espacios vectoriales normados, y sea una
~ aplicacion multilineal f:E; x--xE, »F, las siguientes condiciones son

equivalentes:

(a)‘ f es continua en todo punto de £; X --- x £,;
(b) f es continua en el origen (0, ...,0) € E; X --- X Ey;
(©) NIf(xy, .., xn)]| €Sta acotada en el producto de bolas unidad

flxall <1, llxnll < 1.
PRUEBA.
(a)=(b) Es evidente.

(b)=(c) Obsérvese que si f es continua en el origen, la imagen reciproca de la
bola unidad de f es un entorno de (0, ...,0) en E; X --- X E,,, luego existe r > 0 tal

que
lIx;l <r paratodoenteroi € [1,n] = {f(xy, ... x )l < 1.
teniendo en cuenta (1.6), se deduce que

Ixll<1 para todo enteroi € [1,n] = JIf (xq, ..., x DIl < 1/7.11,

lo que prueba (c).
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(c) = (a) Supongamos que f satisface {c); sea M > 0 tal que
llx;ll < 1 paratodo enteroi € [1,n] = lIf(xp, ., x DI <M
se tiene entonces, cualesquiera que sean las x;:

f Geas s )l < Mgl -+l (1.7)

demostremos que en estas condiciones f es continua en un punto arbitrario

(ay, ..., a,), 1o que probaria que (c) = (a).
Formemos la diferencia
[y, wenxn) — flayq, ., ay)
= fxy —ay, %3, ..., %) + f(ay, x5 — a3, X3, ..., %)
A+ fay, o, Quey, Xn — ).

[La verificacion es inmediata, puesto que f es funcién aditiva de cada variable
considerada separadamente]. La norma del primer miembro esta mayorada por la

suma de las normas de los términos del segundo miembro:
| WfCeas s 2) — f@ys oo, @)l S NF Ge — ag, Xz oo XD + 1 f (g, 2 — @, 23, s 20D
| oo+ 1@y s BnezXn = @)
luego, téniendo en cuenta (1.7):
f Gy s xn) = fla, s andll < Mllxg — agll - 2zl ..l Il +

Mlixz — azll - flagll - sl .. 12all + - + Ml — anll - Hlaglf - Han-ll (1.8)

supongamos {ix; — ;| < £ para todo i; entonces {ix;{| < {la;il + ¢, por io que existe

un nimero A > 0 tal que
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llx; — a;}l < £ para todo entero i € [1,n] entonces ||x;}| < A para todo i.

La desigualdad (1.8) implica:
0fCey, o 20) — flay, o @)l < MA™TE (lexf - azH) < nMA" g (1.9)
i=1

puesto que Jlx; — a;]l < & para todo i. Entonces (1.9) muestra que f(x,,...,X,)
tiende hacia f(ay, ...,a,) cuando de manera simultanea x; tiende hacia a,y asi
sucesivamente hasta x, tiende hacia a,, luego f es continua en el punto

(ay, ..., ay), y la demostracion queda terminada. m

NOTACION.- Se representara por L(E,, .., E,; F) el conjunto de fas aplicaciones
lineales continuas de E; X -+ X E,, en F. Para f € L(Ey, ..., E,;; F) se escribira

WA = supllf Geg, ..o )l
cuando los x4, ..., x,, recorren las bolas unidad
<1 . lixl <1
Se tiene entonces, segtn (1.7):
If Cegs o XD < HF N2 0] - Nl (1.10)

y lIf || es el menor de los M > 0 tales que se verifica (1.7). m

Si E,=--=E,=E, se escribe también £*(E;F) en vez de L(E,..,E;F), El
espacio L(E;, ..., E,; F) provisto de (1.10) es un espacio vectorial normado.

Si F es completo, entonces L(Ey,..,E,;F) es un espacio completo. Esta
afirmacion se demuestra exactamente como para el caso lineal, lo que sigue a
continuaciéon es la base para la interpretacién de la segunda derivada de una
funcién como aplicacion bilineal.
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1.5.3 LA ISOMETRIA NATURAL L(E,F;G) ~ L(E; L(F;G)).
Primero definimos una aplicacién
¢: L(E,F; 6) > L(E; L(F; G))

del siguiente modo: Sea f € L(E, F; G), una funcion de dos variables f(x,y) donde
x € E e y € F, fijada x, la aplicacion parcial f,: F — G definida por: £.(y) = f(x,y)
es una aplicacion lineal de F en G donde:

IO = 1 G I < IF iyl
y por tanto
HEN < il (1.11)

lo que prueba que f, es una aplicacién lineal continua (puesto que su norma es
finita). Entonces g: E —» L(F; G) definida por g(x) = f, es una aplicaciéon, donde g
es lineal. Ademas (1.11) puede escribirse como:

lgGoll = Hirittxll,

luego g es continua, y ligll < lif]l. Hemos asociado asi a toda f € L(E,F;G) un
g € L(E; L(F; G)), que por definicion sera ¢(f). Ello define la aplicacion ¢. Por
tanto ¢ es lineal. Ademas, puesto que ¢ transforma f en g y que ligll < lIfll, la
aplicacién lineal ¢ es de norma menor igual que 1.

flell <1
Vamos ahora a definir una aplicacién en el sentido inverso
Y: L(E; L(F;6)) - L(E,F; G).
Dada la aplicacién lineal continua

g:E - L(F; 6).
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Para x € E, g(x) es una aplicacion lineal continua de F en G; luego, para x € E,

y € F, f es una aplicacion bilineal

fEXF -G
) fxy) =@E)O)
Ademas
gl = Hgllixit
luego

G I = g Il < llgllixlliyll,

lo que prueba que f es bilineal continua y que

Il < ligll.

Asi cada g € L(E; L(F; G)) define una aplicaciéon f € L{E,F;G), por Beﬁnicién f
sera y(g). De la definicion de i) se sigue que i es lineal. Ademas 1 transforma g
en f, Ifll <liglly la aplicacion lineal y es de norma menor igual que 1. También
las aplicaciones ¢ y ¥ son reciprocas una de la otra, por tanto Yo es la
aplicacion identidad de L(E x F; G), talque

1=y oll <liYllliel
y como

llell <1, Wl <1,

se deduce que

lell =1, Il = 1.

Como consecuencia ¢ conserva la norma y asi es una isometria.
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TEOREMA 1.16.- Si E,, E, y F son espacios normados entonces existe un
isomorfismo isométrico entre los espacios normados L(E;xXE;F) vy

L(Ey; L(E5; F)), es decir:
L(Ey X Ey; F) ~ L{Ey; L(Ey; F)).
PRUEBA.

Si f € L(E; X E,; F) entonces f:E; X E; - F es bilineal y continta..
Seax; € E, y x, € E,. Fijemos x; € E;.
Cémo f es bilineal y continua, la aplicacion parcial f,,: E, — F tal que

fe, (x2) = f(x1,%,); ¥ x, € E, es lineal y continua.
En efecto, probemos que f,, es lineal.
faoy (2 +¥2) = f(x1, 2 + ¥2) = f(x0, %) + f (X1, ¥2) = for, (02) + o, (02) VX2 € E,

[, (axy) = f(xy, ax;) = af (X1, x3) = afy, (x3).

Probemos que f, es continua.
e, G| = f Geg, 2H < Mlf il HHlix 0l = Klixell; V x; € E,.
Asi f,, es acotada y por lo tanto continua en E,, es decir
fe, € L(Ey, F).
Ademss [, | < Il

Consideremos ahora la aplicacion f: E; —» L(E,, F) tal que f(x,) = f.; Vx;, € E;.

t
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Probemos que f es lineal y continua.
En efecto, veamos la linealidad de f
N [Fe0]e) = £, ()
[FGe +70102) = fryan (82) = £ +¥1,52) = £, %) + f 01, %2)
= [ (02) + £, (x2) = [F(xD] (x2) + [f O] (x) V x;, € By
de donde f(x, + ) = f(x) + f(y).
Similarmente, se prueba que f(ax,) = af (x,), para a € R.
[Flax)}(x2) = af, (x2)
[F@x)](x2) = fax, (x2) = flaxs, 22)
= af (x1, %) = afy, (%) = a[f(xD](x).V x, € Ep, @ € R
de donde f(ax,) = af (xy).
Por consiguiente f es lineal
Veamos que f es continua

IFCeDll = Wfell < UFMIxal Y x4 € Ey, lo cual implica que f es continua en E;. En

consecuencia f € L(E;; L(E; F)). Ademas [|I7]} < iFll.
Asi queda definida una aplicacién:

@: L(E; X Ez; F) > L(Ey; L(E; F)) tal que o(f) = f, V f € L(E; X E;; F). Ademés
leOIl = ||F]l < lIfll, es decir;

[io1en]0en) = [FG]) = iy () = f a3

Probemos que ¢ es un isomorfismo isométrico, es decir, es biyectiva, fineal e

isometria.
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* @ eslineal
Siflhb e LE,XE,L,F)= fi+ f, € L(Ey X Ey, F)

p(fi + ) € L(ELLEE F)),  o(fi + £2)(x1) € L(E, F)
lo(h + £))10) = (i + f2)e, (02) = (i + ) (22, 22)
= 10, 205) + (01, %)
= [p(F)x)10:) + [p(H) (x))(x2), ¥ x; € E;
Lo que implica ¢(f; + fz)(x1) = @(f)(x) + o(f2)(x1),Vx; € E;

asi o(fi + f2) = o(f1) + 0(f2).

= cp es una isometria
Se sabe que llp(NIl < .V f € L(E, X Ey, F).

Por otra parte,
[e(N)I(x) = (f_(xﬂ) () = f(x1, %) VX, EEy yVx; EE,
I1f G, 22 = Mo () e} < oDl i)l = A < oDl

En consecuencia {lo(NIl = lifIl-

Como ¢ es una isometria y lineal, entonces ¢ es inyectiva.

= @ es suryectiva
@: L(Ey X Ey; F) - L(Ey; L(E3; F))

Para todo geL(El;L(EZ;F)), debe existir f € ¢: L(E; X E;; F) tal que
e(H =g
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Definamos f(x;,%;) = (g(x1))(x2), Vx;, €E; ¥ v x, € E,, resulta que f es

~ bilineal. Ademas es continua, puesto que:
I Gews x2H = lilg e Cel < g Ceolilixa Hlix M < Hlglifies -1l
Vx, € E, yVx, €E,, es decir, f € L(E; X E,; F).

Finalmente,

[(2(N)xD](x2) = 1 x5) = [9GDIE), V1, €EE YV, € B, > 0(f) = g,

lo cual implica ¢ es suryectiva.

En consecuencia, existe ¢:L(E; X E;;F) > L(Ey; L(E;;F)) tal que ¢ es un

isomorfismo isométrico, lo cual nos permite escribir:

L(E; X E3,F) =~ L(Ey, L(E, F)). m
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CAPITULO I

APLICACIONES DIFERENCIABLES Y EL TEOREMA
| DE LOS INCREMENTOS FINITOS

2.1 APLICACIONES DIFERENCIABLES.

DEFINICION 2.1.- Sean E y F espacios de Banach, U un abierto de E. Las
aplicaciones f,;:U > Fy f,:U - F sonfangentesenunpunto a € U, siparar > 0

'suﬂcientemente pequefio (puesto que U es abierto):

m(r) = “xf:ﬁg"fl(x) = LMW,
satisface

A =, @
>0

condicién que se escribe también
m(r) = o(r). (2.2)
donde o: R — {0} es fa aplicacion nuta.

Se tiene en particular la nocion de f tangente a 0 en el punto a, ademas la
condicién (2.2) implica que la funcién f; — £, es continua en el punto donde toma
el valor 0. Se tiene entonces: dos funciones tangentes en a toman el mismo valor
en dicho punto y si una de ellas es continua en a, también la es la otra.

DEFINICION 2.2.- Sean E y F espacios de Banach, U un abierto de E. La
aplicacién f: U - F es diferenciable en el punto a € U si se verifican las siguientes

condiciones:
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()  f es continua en el punto a.

(If)y Existe una aplicacién lineal g: E — F tal que las aplicaciones f:U - F
y g:E = F son tangentes en el punto a.

. Esta condicién se expresa del siguiente modo:
f1F o) - fla) — g(x — &) = o(lix — all) 2:3)

- Si f es diferenciable en el punto q, la Unica aplicacién lineal g que se define es
continua segln la relacién anterior. Un elemento de L(E; F) sera representado por
f'(a) y se llama la derivada de la aplicacion f en el punto a.

La definiciéon que sigue es equivalente a la anterior:

f es diferenciable en el punto a € U, si existe g € L(E; F) tal que se verifica (2.3).

En efecto, la continuidad de g implica entonces la continuidad de f en el punto a.

La relacién (2.3) con la notacién f'(a) se escribe:

If () - f(@) - f(@)(x — )i = o(llx —alD). (2.4)

DEFINICION 2.3.- Sean E y F espacios de Banach, U un abierto de E. La
aplicacion f: U — F es diferenciable en U, si f es diferenciable en todo punto de U.

DEFINICION 2.4.- Sean E y F espacios de Banach, U un abierto de E. La
aplicaciéon f: U - F es diferenciable con continuidad, o también de clase C?, si:

i) f esdiferenciable en U, es decir diferenciable en todo punto de U.

ii) La aplicacion derivada f': U - L(E; F) €s continua.
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NOTA. L(E;F) es un espacio de Banach, luego U y L(E;F) son espacios
topoldgicos.

A continuaciéon veamos las derivadas en los siguientes casos:

Caso 1: SiI c R es un intervalo de fa recta y f:I - R una aplicacién.

Si a € I entonces f'(a) = lim fa+t)-r(a)

t-0 t
fla+)= fla)+f'a)}x + r(t)
N tt——pee——— | —]
aproximacion lineal resto
defena lim I%on
-0

Caso 2: Si I es un intervalo de la recta y a: 1 - R™ una aplicacién tal que
a(x) = (ay (%), ...,am(x)) donde a;: I > R,i = 1,2, ...,m.

lim a(a+t)-a(@
t-0 t

a'(a) = (a}(), ..., a, (@)
ala+t)= ala)+a'(a)t + CSF_),

Sia € I entonces a'(a) = €R™

aproximacion lineal resto
deaena 1imrB_g
-0 t

Caso 3: Si U es un abierto de R™ y f: U — R una aplicacién tal que
F) = fxy, %z ey Xm)
Sia €U,a = (a,,4a,, .., a,) entonces
af . flag,ay, ..., a;+t,...,ay) — f(aq, ..., Q4 -, Q)
mm
axi -0 t

Vf(a) = (66_3{1 (a),-aan2 (a), ... ,% (a)) vector gradientede fena

fla+h)=f@)+(Vf(@).h)+ r(h)

aproximacion lineal resto
defena

. r(h)_
g 1
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Caso 4: Si U es un abierto de R™ y f: U - RP una aplicacion tal que
@) = £ (A6, (), o ()
| = (fi(xl, s Xm s s fp (X1, ...,xm))

Sia €U, a = (a,ay,..,a,;) entonces

af 1 f(all aZl weey ai + t; ey ayn) - f(al, aesy ai, weey am)
—(a) = lim
ox; t-0 t
af _ afi afp 7
axi (a) - (?x-; (a)l -'-p_a_}:(a))
afy af;
2% (@) - 'é;m-(a)
fl(a)= : .

gy o oy

Bxl a-xm pxm

f@a+h)= f(a)+f'(@h + r(h)
aproximacion lineal resto
defena im0 _

h-0 “h“ =0

NOTA. Para cada caso anterior, denotaremos con T(x) la aproximacion lineal.
Caso1:T(x) =ax+b; a,b €R.
Caso 2: T(x) = ax+ b; a,b € R™.
Caso 3: T(x) = T(xy, X2, ..., X)) = a(Xy, %2, ..., X)) + b; a,b € R.

Caso04: T(x) = Ax + b; A € My, b € RP.
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2.2 DERIVADA DE UNA APLICACION COMPUESTA Y DERIVADAS DE
APLICACIONES PARTICULARES.

2.2.1 DERIVADA DE UNA APLICACION COMPUESTA.

DEFINICION 2.5.- Sean E, F y G espacios de Banach y sean UCE Yy VCcF
abiertos. Sean f:U - F y g-V — G aplicaciones continuasenae€e Uy b= f(a)eV
y f~3(V) c U abierto de £ que contiene a a. La aplicacién compuesta go f:U - G
se define como:

(g° N = g(f()).

TEOREMA 2.1.- Sean E, F y G espacios de Banach y sean U c Ey V c F abiertos
de E y F respectivamente. Si f: U — F es diferenciable enelpuntoay g:V = G es
diferenciable en el punto b = f(a), entonces h = g o f es diferenciable en el punto

a, y se verifica:
h'(a) = g'(b) ° f'(a). (2.5)

Dicho de otro modo, la aplicacién lineal hf(a): E - G es la aplicacion compuesta de
las aplicaciones lineales f'(a):E - Fy g'(f(a)):F = G.

PRUEBA.
Por hipétesis:
f@=fl@+f(@x-a)+ekx—a), (2.6)
donde ¢ es una aplicacion tangente a 0 en el origen tal que:
llp(x — )l = o(lix — all)
igualmente, se tiene por hipotesis

g =g +g'(b)(y —b) +y(y - b), (2.7)

- donde v es una aplicacion tangente a 0 en el origen tal que:
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Iy - b)ll = o(lly — blD).
Calculemos h(x) — h(a) = g(f(x)) — g(f(@))
En (2.7) reemplazando, y por f(x) y b por f(a), se tiene:

h(x) = h(a) = g'(f (@) (f(x) - f(@)) + Y(f(x) ~ f(a))
En esta relacién, reemplazamos f(x) — f(a) por su valor obtenido de (2.6),

teniendo en cuenta el hecho de que g'(f(a)):F — G es una funcién lineal:

h(x) — k(@) = (g'(f(@) o f' (@) (x — ) + g'(f(@) - o(x — @) + Y(F () — f(a)).

Para demostrar que h es diferenciable en el punto a, y que tiene por derivada
g’(f(a))o f'(a) es suficiente probar que el segundo y el tercer término del

miembro de la derecha son tangentes a cero, es decir:
lg'(f (@) - o - | = olllx — all), (2.8)
W) = fanll = o(lix —alD. (2.9)
Como g es una aplicacién lineal, (2.8) resulta de la acotacion de g

lg'(F(@) - o(x— )}l < g’ (F@)]} - lex — )if = o(llx — all);

. Como f es una aplicacion lineal, {(2.9) resulta de {a acotacioén de f y de reemplazar

y por f(x) y b por f(a), es decir:
lv(r @ - F@)ll = lw& - b)ll = o(lly — I
| = o0f ) - F@NID = olf G — DI
< olifll- Ilx — all = o(llx — alf)

Por consiguiente el teorema 2.1 queda demostrado. =
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2.2.2 DERIVADA DE UNA APLICACION BILINEAL CONTINUA.
Vamos a presentar ahora la derivada de una aplicacion bilineal continua.

f:E1XE2 el

Confsideremos E,E, y F espacios de Banach. Primero, debemos definir en E, X E,
una estructura de espacio de Banach. Para ello, se considera previamente en
E, X E, fa estructura de espacio vectorial, producto de {os espacios vectoriales E; y
E,; las operaciones de espacio vectorial estan definidas por las formulas:

(x1,%2) + (31, ¥2) = (%1 + yu. %2 +¥2),
A(xy, x3) = (Axq, Ax5)

en particular, (xy, x3) = (x1,0) + (0, x,). Falta solamente precisar la norma elegida

sobre el espacio vectorial E; x E,; escribiremos
Gz, 220 = gl + 2l (2.10)

Se prueba que efectivamente es una norma en £; X E, y que E; x E, es completo
puesto que E; y E, son completos.

- TEOREMA 2.2.- Sean E,, E; y F espacios de Banach. Si f: E; x E; - F es bilineal
continua entonces f es diferenciable, y su derivada en el punto (a;,a,) donde

a, € E;, a, € E,, esta definida por:
(a1, ap) - (hy, hy) = f(hy, a3) + f(ayg, hy); (2.11)
donde h, € E; y h, € E,; el primer miembro designa €l valor de

f(ay, a,) € L(E, % E;; F) sobre el vector (hy, h,) € E; X E,.
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PRUEBA.

Como  f(a; + hy,a; + hy) — flay, ay) = f(hy, a3) + f(ag, hy) + f(hy, hy), entonces
es suficiente probar que

f (he bW = o(ll (hy, R2)ID.
Péro 1Chy, RN = lAgl] + lih[l, mientras que
If Cha, BUE < N - Al - b2l < HFH - Cllagl + HA2ID2.

Uhdl + fiRa1D? = OCliRy ]l + iR, 1l). =

GENERALIZACION. En lugar de un producto de dos espacios de Banach E, y E;,
qonsideremos el producto E,, E,, ..., E,, espacios de Banach dado por:

E; X--xXE, '
siendo n un entero cualquiera. Sobre este producto se toma la estructura de
espacio vectorial producto, y la norma

n
(GRS TE
i=1

gue define la topologia producto. Sea
fEf XxX-xE, »F
una aplicaciéon muitilineal continua. Entonces el teorema 2.2 se generaliza:
f es diferenciable, y se tiene
f'(ay, @) - (hay oo, b)) = fhy, Ay, .y @) + (a1, By, a3, ..., a)

oot fay, s Aoy, ). (2.12)
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2.2.3 APLICACIONES CON VALORES EN UN PRODUCTO DE ESPACIOS DE
BANACH

Ahora supongamos que el espacio F sea el producto de un namero finito k de

espacios de Banach:

F=F X--XF.
Introduzcamos las siguientes notaciones: para cada entero i tal que 1<i<k,sea
pi:F = F;
la aplicacién de proyeccion del producto sobre su i — ésimo factor, y sea
Ui F; > F
la ..i:hyeCC-i()n definida por:
| u;(x;) = (0, ..., x4, ...,0)

[cero en todos fas posiciones saivo en fa i — ésima]. Se prueba que p; y u; son
aplicaciones lineales continuas que satisfacen a las relaciones:

pi o u; = 1p,(aplicacion idéntica de F;) (2.13)

k
Z u; o p; = 1g (aplicacion idéntica de F).

i=1

PROPOSICION 2.1.- Con las notaciones en (2.13), sea f:U — F una aplicacion
continua, donde U es un abierto de un espacio de Banach E. Para que f sea
diferenciable en el punto a € U, es necesario y suficiente que para cada 1 <i <k,

- la funcién f; = p; o f:U - F; sea diferenciable en el punto a. Entonces

k
£ (@) =Zu,- o fl@. (2.14)

i=1
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PRUEBA.

Las aplicaciones lineales p; y u; son diferenciables. Luego si f es diferenciable, la
aplicacion compuesta p; o f es diferenciable (teorema 2.1) y

fi(@) = p;° f'(a) € L(E; F).

Reciprocamente, supongamos que f; sea diferenciable en el punto a, cualquiera

que sea el entero i (1 < i < k); entonces la segunda relacién de (2.13) nos da

k

Zui°pi°f:f

i=1

es decir:

) k
f=zui °fi.
i=1

luego (teorema 2.1 y la linealidad de la derivada) f es diferenciable en el punto a,

y

k
@)= uo fi(a).m

i=1

NOTAS:

1) Para que la aplicacion f':U — L(E;F) sea continua, es necesario y
suficiente que f/: U - L(E; F;) sea continua para cada i. -

2) La proposicion anterior se aplica fundamentalmente cuando F = R¥ (o bien
C*); se tiene entonces F; =--=F, =R (0 bien C). Conocer f:U - RF
equivale a conocer k funciones numéricas f;: U — R (a saber f; =p; © f),
para que f sea diferenciable, es necesario y suficiente que cada f; sea
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diferenciable, y entonces f'(a):E — R* es la aplicacién lineal tal que

(@ = (i@, ... fy(a)

3) Sea f:E, xE, » F una aplicacion bilineal continua y sean w:U - E; ¥y

v:V - E, aplicaciones continuas. Definimos w: U — F tal que

w(x) = fu(x),v(x)) (2.15)

PROPOSICION 2.2.- si u y v de la nota 3) anterior son diferenciables en el punto
a € U; entonces w es diferenciable en a € U y w'(x) esta dada por: ’

(w' @) = f (' (@)h v(@) + F(u(a), (v'(@)h) parah € E  (2.16)
PRUEBA.

De la proposicién 2.1, la aplicacion w: U — E; X E, es diferenciable en el punto a, y
su derivada es la aplicacioén lineal w'(a): U - E; X E, dada por:

(w'@)) = ((' @)k (v'(@)h),h e U

Por otra parte, la aplicaciébn f:E; x E, — F es diferenciable en todo punto de
E, X E,, puesto que es bilineal continua (teorema 2.2). La aplicacién w definida por
(2.15.) es la aplicacion compuesta

luego por el teorema 2.1 esta composicion de aplicaciones es diferenciable en el
punto a, y su derivada es igual a la compuesta de las aplicaciones derivadas.

Explicitemos esta derivada:

Para ello, en la relacion (2.11) f'(ay, ay) - (hy, hy) = f(hy, ay) + f(ay,h,) debe

reemplazarse a; por u(a), a, por v(a), h, por (w'(a))hy h, por (v'(a))h, es decir:
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f'(u(@), v(@)h = £ (' (@)h, v(@)) + f(u(a), (v'(a))h)
Asi se obtiene entonces
(W' @)®) = £ (@ @)h v(@)) + F(u(@), (v"(@)h)

Con lo que la proposiciéon queda demostrada.m

2.3 CASO EN QUE U ES UN ABIERTO DE UN PRODUCTO DE ESPACIOS DE
BANACH.

~.Sean E;, E;, ..., E, espacios de Banach. Supongamos que E = E; X - X E,, y U es
un abierto de E. Sea f: U - F una aplicacién continua. Para cada a = (a,, ..., a,) €
U, consideremos la inyeccion A;: E; —» E definida por:

2;(x;) = (Ay e ) Rim1, Xiy Aig 1y e 5 A)-

La aplicacion compuesta f o 1; esta definida en el abierto (1,)"*(U) c E;, que
contiene q; € E;; esta aplicacién se denomina i — esima aplicacion parcial en el

punto a.

PROPOSICION 2.3.- Sean E,,E,,..,E, espacios de Banach, E =E; X --- X E,
espacio producto, U un abierto de E y f: U — F una aplicacién continua. Para cada
a = (ay, ..., a,) € U, consideremos la inyeccion A;: E; —» E definida por:

Ai(x) = (@yq, oo, Bjm1, X5, Qi g, -5 Q).

Si f es diferenciable en el punto a, entonces para cada entero i (1<i <n), la
aplicacion parcial f  4; es diferenciable en el punto a;. Se representa por f; (a), 0

of /ox, (a), 0 fr(ay,..,a,) O Of/dx{(a,,..,a,) la derivada de esta aplicacion

 parcial en el punto a. Tal aplicacién es un elemento de L(E;; F), llamado también

la derivada parcial de f con respecto a x;. Se tiene ademas
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(F/(@) Chs o, ) = Z (£.@) (). para by €E,, .., hy € E,. (2.17)

PRUEBA.
Representemos por u;: £; » £ 1a inyeccién canonica, definida por:
u;(x;) = (0,...,0,x;0, ...,0).
u; es lineal continua.
Se tiene evidentemente
() = a+u(x; —a)); A(a) = a; (2.18)
de donde
Li(x) =u, Vx; EE; : (2.19)

Si f es diferenciable en el punto a, fo1; es diferenciable en el punto q;
(teorema 2.1),y (f ° 4;)' = f'(a) o u; asi f;,(a) existe y es precisamente f’(a) o ;.

La relacion (2.17) resulta de:
n
Z u; o p; = 13 (aplicacién idéntica de E),
i=1

de (2.13) se obtiene:
D r@eou) op =@, 220
i=1

que no es sino otro modo de escribir (2.17), por consiguiente la proposiciéon queda

demostrado. =
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NOTA. Contrariamente a lo que ocurria con la proposicion 2.1, la proposicién 2.3
no afirma que si las derivadas parciales f; (a) existen, la derivada f'(a) existe

también.

OBSERVACIONES:
a) Supongamos ahora que f sea diferenciable en todo punto de U, y sea
f'sU - L(E; F)
la aplicacidn derivada. Entonces la aplicacion “derivada parcial”
f':U - L(E; F)
es la compuesta de f’ y de la aplicacién lineal
$: L(E; F) - L(E; F) 2.21)

que asocia a toda aplicacion lineal continua ¢: £ —» F, una @ ou;: E; - F; 10 que

resulta en efecto de la relacion.
f(@) = f'(a) o u;. (2.22)

La aplicacién lineal (2.21) tiene norma menor igual a 1, y por tanto es continua.

- Por consiguiente, si la aplicacion derivada f’ es continua, las aplicaciones fx; son

continuas.
. La reciproca es cierta, puesto que la relacion (2.20) muestra que la aplicaciéon f’
es igual a la suma de las aplicaciones compuestas
1%
U - L(E;F) > L(E;F),

- Siendo ¢~1:L(E;; F) —» L(E;F) la aplicacién lineal que asocia ¢; € L(E;F) a
@;op; € L(E; F).
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b) A continuacién presentamos ta combinacién de los casos presentados en 2.2 y

2.3, podemos decir:

Supongamos que E = E; X X E, Y F = F; X - X F,,. Sea U un abierto de E y sea
f:U - F una aplicacién diferenciable en el punto a = (a,,...,a,) € U. Entonces
p; o f = f; (donde p;: F — F; es la proyeccién) son diferenciables en el punto a, por

lo que existen las derivadas parciales df;/dx;(a),(1 <i < m,1<j < n). Setiene

af;
-a—g(a) € L(E;; Fy),
y
af;
F@ =Y w o;,,-f:—j(a) 0qy, 223)
L]
donde

qj: E - Ej, es la proyeccién candnica

u;: F; - F,es la inyeccién candnica

Asi pues, la aplicacién lineal f'(a) esta determinada por la matriz de las
(3f;/8x;)(a); matriz de m filas y n columnas (i es el indice de las filas,
correspondiendo la i — ésima fila al espacio F;; j es el indice de las columnas,

correspondiendo la j — ésima columna al espacio E;). Es decir.

19f1 0fy

-a_x;(“) E‘(a)_
flla)= afi afi
‘-a-,;;'(a) 52(“) .
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Ademas si se tiene un espacio de Banach G = G, X -+ X G, y una aplicacién
continlla g de un abierto ¥ < G en U c E, diferenciable en un punto b € V tal que
g(b) = a, llamando entonces h a la aplicacibn compuesta f o g:V — F, la matriz
[(8h; /0y, )(B)] (¥, variando en G, 1 <k < p) es igual al producto de la matriz
(8g;/8y:)(b) por la matriz (8f;/dx; )(a); dicho de otro modo:

of: .2
L) = Z L@ ozt @24)

Expresion que resulta del teorema 2.1 de derivacién de una funcién compuesta:

h'(b) = f'(a) ° g’ (b).

2.4 COMPARACION ENTRE R-DIFERENCIABILIDAD Y C-DIFERENCIABILIDAD.

La teoria precedente se aplica indistintamente a los espacios de Banach reales y a
los espacios de Banach complejos. Vamos ahora a comparar ambas teorias.

Sean E y F espacios de Banach sobre el cuerpo C, los cuales pueden ser
considerados también como espacios de Banach sobre el cuerpo R, para ello
basta considerar el producto de un vector por un escalar solamente cuando este

escalar es real.

'Siendo E y F espacios de Banach sobre €, sea U un abietode E,ysea f:U—>F
una aplicacién continua. Consideremos a € U. Se tiene entonces dos propiedades
de f:

l) f es diferenciable en el punto a, con respecto a las estructuras de

espacios vectoriales sobre C:

) f es diferenciable en el punto a, con respecto a las estructuras de

espacios vectoriales sobre R.
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En el primer caso, la derivada f’'(a) es una aplicacién lineal continua f’(a):E - F
donde “lineal’ significa € — lineal. Para mayor precision, el espacio vectorial
(normado y completo) de las aplicaciones C — lineales continuas de E en F se
representara por L¢(E; F). En el segundo caso, la derivada f'(a) es una aplicacién
R — lineal continua f'(a):E —» F. Analogamente al caso precedente se
representara por Lg(E;F) el espacio vectorial de las aplicaciones R — lineales

continuas de Een F.

Una aplicacion C — lineal es con mayor razén una aplicacion R — lineal; luego
Le(E; F) € Lg(E; F); el espacio de Banach L¢(£; F) es un subespacio de Ly(E; F),
subespacio que es cerrado, puesto que es completo.

Por la definicion 2.2, tenemos que la condicidon |) expresa que existe una

aplicacion g € L¢(E; F) que necesariamente es tnica, tal que:

If(x) — f(@) — glx = )l = o(llx — alD).

Por fa definicion 2.2, tenemos gue fa condicion i) expresa que existe una
aplicacion g € Lg(E; F), que también necesariamente es unica, talque:

f ) = f(@) — g(x = )l = o(llx — alD).

La condicién 1) implica la condicion Hl): Si f es € —diferenciable en €l punto a, f
es con mayor razén R — diferenciable en el punto a, y su derivada f’(a) en el

caso real es la misma que en el caso complejo.

Inversamente, suponemos que f sea R — diferenciable en el punto a, y sea
f'(a) € Lg(E; F) su derivada. Para que f sea C — diferenciable en el punto a, es
necesario y suficiente que f'(a) pertenezca al subesapcio vectorial L¢(E; F) de
La(EsF). |
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2.5 TEOREMA DE LOS INCREMENTOS FINITOS.

TEOREMA 2.3.- Sean a y b dos puntos de R tales que a < b. Representemos por
[a, b] el segmento cerrado que determinan a y b. Consideremos las aplicaciones
continuas

fla,bl > F, g:la,b] >R
donde F es un espacio de Banach. Supoengamos que f y g sean diferenciables en

todo punto del intervalo abierto ]a, b{ y que
I I<g(x)paraa<x<b. (2.25)
Entonces se tiene

lIfB)— f(@l < g(b) — g(a). (2.26)

A continuacibn vamos a demostrar un teorema un poco mas fuerte, cuya
demostracién no es mas dificil que la precedente. Antes de enunciarlo es

necesario dar una definicién.

DEFINICION 2.6.- Sea F un espacio de Banach. Se dice que una aplicacion
f:[a, b] » F admite derivada por la derecha en un punto x € [q, b[ si existe

1
f200) = lim=(f(c+ 1) ~ Fx))
h>0
éste limite se representa por f;(x) y se denomina la derivada por la derecha de f
en el punto x. Es un elemento de F. Se define analogamente, si existe, la derivada

por la izquierda de f en un punto x €]a, b]

1 —_ H 1 L ) f ]
£ = fim = (FGc+ 1) = F().

h<o0

62



DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR EN ESPACIOS DE BANACH

Para que f admita una derivada f’(x) en un punto x €]a, b[ es necesario y

-suficiente que f;(x) y f;(x) existan y sean iguales.

TEOREMA 2.4.- Sean a y b dos puntos de R tales que a < b. Representemos por
[a,b] el segmento cerrado que determinan. Consideremos las aplicaciones

continuas
f:la,b] » F, g:{a,b] >R,

donde F es un espacio de Banach. Supongamos que f y g son derivables por la
derecha en un punto x € [a, b tales que existe f;(x) y de g;(x) en todo punto

x €]a,b[ y que -
£ Ol < gi(x) paraa < x < b. 2.27)
Entonces se tiene
lf ) — f(@ll < g(b) — g(a).

PRUEBA.
Sea £ > 0. Demostraremos que
@ - f@ll<gx)—gl@+e(x—a)+¢ (2.28)

para todo x € [a,b]. Una vez probada, esta relacion se aplicara para x=b
haciendo tender ¢ hacia 0, lo que, en el limite, nos dara la desigualdad (2.26) del

enunciado.

Consideremos el conjunto U de los x € [a, b] para los cuales (2.28) es falsa, es

decir, para los que
fG) = F@ll > g(x) — gla) + e(x — a) +&. (2.29)

Queremos probar que U es vacio. Se sabe que U es abierto; en efecto, puesto que
se ha supuesto f y g son continuas, cada uno de los dos miembros de la
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desigualdad (2.29) es una funcién continua de x. Pero si se considera una
desigualdad ¢(x) > 0, donde ¢ es una funcién continua con valores numéricos, el
conjunto de los puntos x que verifican esta desigualdad es abierto. Luego U es

abierto.
Razonemos por reduccién al absurdo:

Supongamos que U es un subconjunto no vacio, entonces U tendria una cota

inferior c. Se puede afirmar tres cosas:
(I) ¢ > a; en efecto, la relacion (2.28) es cierta para todo x suficientemente

préximo a a, debido a la continuidad de los dos miembros.

() ¢ ¢ U, puesto que U es un abierto, si c perteneceria a U, existirian x tales
que a < x < c yx €U, porloque c no seria la cota inferior de U.

(1) ¢ < b, En caso contrario U se reduciria al punto b, y no seria abierto.

Como a < ¢ < b, se puede aplicar a ¢ la hipétesis del enunciado:

2l < ga (o). (2.30)
Segun {a definicion de f,{(c) y de g,;(c), existe un intervalo c<x<c+1
(donde 5 > 0) en el cual se tiene

fG)—f()

X—C

&g

THGE -

9 —g() &
xX—c 2

ga(c) <
Estas desigualdades y (2.30) implican
HfG) = fOll < g(x) — g(c) +e(x — ¢). (2.31)

Pero se ha visto que ¢ & U; dicho de otro modo; se verifica
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lIf () — f(@ll < g(c) — g(a) + e(c — a). (2.32)
Las desigualdades (2.31) y (2.32) permiten obtener
If @ = f@ll < If () — fll + () - fF@]
<g(x) —g(a) + &(x - a),

que es valido para ¢ < x < ¢ +7. Luego (2.28) es cierta para ¢ < x < c + 7. Pero
entonces todo x < ¢ + 7 satisface (2.28), y la cota inferior de U es pues c > c + 1,
con lo que hemos llegado a una contradiccién, por consiguiente el teorema queda

demostrado. =

NOTA. Se obtiene un analogo al teorema 2.4, reemplazando las derivadas por la
derecha por {as derivadas por la izquierda. Se deduce cambiando x por —x.

TEOREMA 2.5.- Sean a < b dos numeros reales, F un espacio de Banach,
f:la,b} -» Fy g:[a,b] - R dos aplicaciones continuas sobre [a, b] y diferenciables
sobre ]a, b[. Supongamos que ||f'(x)]| < g’'(x) para a < x < b, entonces

Hf () — f(ll < g(b) — g(a).
PRUEBA.
Para un ¢ > 0 dado, consideremos la desigualdad
) —f@ll <gx)—gla)+e(x—a)+e. (2.33)

. Esta desiguaidad se cumple estrictamente para x = a, por la continuidad de f y g,

en una vecindad de a.

Por lo tanto,

¢ = sup{x € [a,b]/lIf () — f(Dl < g(x) — g(a) + &(x — a) + &}
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existe y se tiene que ¢ > a.

Mostremos que la desigualdad se cumple para c. Por definiciéon del supremo,
existe una sucesion {x,}, x,, - c, tal que

fOen) — F( @Dl < 9(xz) — gla) + e(x, —a) + £

‘Pasando al limite cuando n — o, 1a continuidad de f Y g aseguran la desigualdad

(2.33) parax =c.

Supongamos que ¢ < b. La diferenciabilidad de f y g en el punto ¢ implica la

existencia de un n > 0 tal que

If @) = fON<IIf ©lix=c)+ -;-(x —c)

9D~ 9@ 2 g =) -5 —0)
para todo x € [c,c + n]. La hipbtesis ||f'(c)]| < g'(c) implica entonces que
NFC) = fll < g'(e)x—c) + %(x —c) < g(x) —g(c) + e(x —c).
Esto y con la desigualdad (2.33) para t = ¢, conduce a
)= f@ll <fif(x)— foll+ ﬂf © - f@l
<gx)—gl)+elx—c)+g(c)—gla)+e(c—a)+e
<gx)—gl@)+e(x—a)+e

para todo x € [c,c + 1], lo que contradice la definicion de c. Entonces, se tiene
necesariamente ¢ = b. Si £ » 0 en (2.33) con x = b, se obtiene la afimacién del

teorema.m
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2.6 TEOREMA DE LOS INCREMENTOS FINITOS CUANDO LA VARIABLE
PERTENECE A UN ESPACIO DE BANACH.

Hasta ahora f es una funcion de una variable real. Sea ahora U un abierto de un
espacio de Banach E, y sea f: U — F una aplicacién continua, con F un espacio de
Banach. Recordemos que si a'y b son dos puntos de E, se denomina segmento de

extremos a y b al conjunto de puntos x € E de la forma:

x=(1—-tla+ thcon0<t<1

TEOREMA 2.6.- (Teorema de los Incrementos Finitos) Sean E y F espacios de
Banach y U c E abierto. Si f:U - F es diferenciable en U, y si el segmento de

extremos a y b esta contenido en U, entonces

f) - - f@l < oot If (@ + £ — a)||l1b - all.
PRUEBA.

Sea h(t)=f(a+t(b—a)) una aplicacién diferenciable de [0,1] en F y
R'(t) = f'(a+tb—a))(b— a), porlo tanto

' < ||f'(a + t®d - 2)||lIb - all.

Aplicando el teorema 2.5 y reemplazando a por 0, b por 1, f por h y g(t) por Mt se

tiene

sup
0<t<1

f (a+ t(b—a))||llb —all.m
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CAPITULO Il

DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR

3.1 LA SEGUNDA DERIVADA.

Sean Ey F espécios de Banach, U un abierto de £ y f:U — F una aplicacién
diferenciable en U. Se tiene entonces una aplicacién derivada

f':U - L(E;F),

'y surge la pregunta ¢, f' es una aplicacion diferenciable?

DEFINICION 3.1.- Sean E y F espacios de Banach, U un abierto de E y sea
f:U — F una aplicacion. La aplicacién f es dos veces diferenciable en a € U si y
sélo si la aplicacién f’ es diferenciable en el punto a; y se denota por f'' (a) siendo
la derivada en el punto a de f ' tal que

f"(a) € L(E; L(E; F)).

DEFINICION 3.2.- Sean E y F espacios de Banach, U un abierto de E. La
aplicacion f: U — F es 2 veces diferenciable en el punto a € U si:

i) f es diferenciable en un entorno V de a.

- i) Laaplicacion f':V - L(E; F) es diferenciable en el punto a.
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DEFINICION 3.3.- Sean E y F espacios de Banach, U un abietode Ey f:U - F
una aplicacion. La aplicacién f es dos veces diferenciable en U si y sélo si es dos
veces diferenciable en todo punto de U {dicho de otro modo: f es diferenciabie en
U, y la aplicacién f': U — L(E; F) lo es también). Si asi ocurre f" es una aplicacion

de la forma f":U - L(E; L(E; F)).

DEFINICION 3.4.- Sean E y F espacios de Banach, U un abietode Ey f:U—> F
una aplicacion. La aplicacion f es de clase C? (o bien dos veces diferenciable con
continuidad) en U si f es dos veces diferenciable y 1{a aplicacion

f":U - L(E; L(E; F)) es continua.
Condicién equivalente: f'es de clase C* en U.

Recordemos que L(E;L(E;-F)) y L(E,E;F) definen una isometria canodnica, es

decir:
L(E; L(E; F)) ~ L(E, E; F). 3.1

Por lo tanto f''(a) define un elemento de L(E,E;F), es decir f"(a):EXE - F es
una aplicacion bilineal continua. Frecuentemente diremos que f''(a) € L(E, E; F), cuya
regla de correspondencia esta dado por:

f"(a):EXE-—F

1) > (7" (@) R)) ) (3.2)

donde h y k representan dos vectores de E; puesto que f"(a):E - L(E; F) es una
aplicacion lineal continua, el valor de f"'(a) sobre el vector h € E es un elemento
de L(E; F)

(f"(@))(h) € L(E; F).
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Luego (f”(a))(h) es una aplicacién lineal continua; cuyo valor sobre un vector

k € E se representa por:

(r@)m) w.

Asi queda precisado (3.2).

TEOREMA 3.1.- Sean E y F espacios de Banach, U un abiertode E, y f:U - F
una aplicacion, si f es dos veces diferenciable en el punto a, entonces la segunda
derivada f''(a) € £L(E, E; F) es una aplicacién bilineal simétrica; es decir:

((F"@)®) ) = ((F"(@) () (W), ¥h, k € E (3.3)
PRUEBA.
Definimos la funcién.A
AhK)=f(a+h+k)—f(a+h)—fla+k)+ f(a),
donde A(h, k) = A(k, h). Puesto que
A(h k)= fla+h+ k)~ fla+h)—fla+ k) + f(a),
A h) = fa+k+h) = fla+k) = fla+h) + f(a),
por tanto A es simetrica.
Supongamos que:
4 o = (@) ) ® || = occlinll + i)?. (34)

En efecto, si en (3.4) se permutan h y k, se obtiene

a0 = (@) w) God|| = oCCltnt + 1el)?);
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<213 retacion v (3.4) implican

[((r"@) @) @ = (@)W ) @ = o(Ctirll + klly), .5

suesto que:
H(r @)) m - ((Fr@)m) w| < ((F@)®) 0 - At i)
]t - ((F@)m) ol
La expresion (3.5) implica, dado £ > 0, existe n > 0 tal que
1 @)@) @ - ((Fr@)®) @ < earl + kD> (36
siempre que {|hll + ik}l < n. Pero, para todo escalar A, se tiene
(@) @) gy - ((F@)am) ab|| = Ak |[((F@)®) & - ((F@)mw ) w|-

Dados h y k cualesquiera en E, siempre es posible encontrar un 1 # 0, tal qUe

lIAR|| + J|Ak]} < n; por lo que de (3.6) [h y k son reemplazados por 1h y Ak}, se

sitiene:
12 || ((F @) ) 0 = ((F" @) ) (| < elardling + Nkl
dividiendo ambos miembros por |1]? # 0, tenemos

i (0 @)@) ) - (" @)w) O _ slapainl + kb2
7E ST
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Simplificando obtenemos la desigualdad (3.6) ia cual es cierta cualesquiera que
sean h y k, como & > 0 es arbitrario, se concluye que la relacién (3.3) es cierta, lo

que demuestra el teorema 3.1

Asi acabamos de ver que para demostrar el teorema, es suficiente probar la

relacion (3.4).
Probaremos (3.4) _

Partimos de la desigualdad:
a1y - (" @)t0) | < llat k) - (F'@@+ B)®) + (' @)B)]|

@+ v)w - Fr@)m - ((Fr@mw)m|. 6
Vamos a mayorar cada una de las cantidades del segundo miembro, es decir

lath i) — (f'(a + D)) + (' (@)W (3:8)

(7 @+ )W = (F@)w - ((F @) ) ). (3.9)
Empecemos por (3.9). Se tiene

(7 @@+ ) - (F @) - ((F" @) ||
<l -{if' @+ k) - £(@ - (F @)@

Segun la definicion de 1a derivada de la funcién f' en el punto q, se tiene
If'(a+ k)~ f'(@) = (f" (@)@ = oK.

Luego la cantidad (3.9) es }h|l - 0(||kl}), y es con mayor razén liAl] -
o(llRdl + 1iE1D.

Vamos ahora a mayorar (3.8).
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Consideremos la funcién auxiliar
B(h)=f(a+k+h)-f(a+h)~ (f"(a + k))(h) + (f’(a))(h).

Luego (3.8) es precisamente [|[B(h) — B(0)]]. De la desigualdad de los incrementos
finitos (teorema 2.6), se obtiene

I1B(R) — B(O)]| < Il Os<ltt§1-llB nil.

Asi
B =f(la+k+h)—fa+h)—f'(a+k)+ f'(a);
luego (3.8) esta mayorado por

IRl - suplif'a+k+th)—f'(a+th)—f'(a+k)+ f'(a)ll. (3.10)

0Ost<1

Vamos a mayorar ahora (3.10); de la definiciéon de f"(a), se tiene

f'la+th) = f'(a) + (£ (@)(th) + o(lithll)

{f’(a +k+th) = f'(a) + (" @)k + th) + o(llk + thi])
fla+k) = '@+ (" @)k + o(liklD.

Luego combinando, se obtiene

Mffa+k+th) = fa+th)—fa+k)+ (@l = olllk + thl) + o(llzhl) + o(lIkl).

o Co‘rr‘\c.) ‘Mk+ thl] < {ikll + 1Rl v lithll < {lhl] cualquiera que sea t (0 <t < 1), se

" observa que la expresién (3.10) es de la forma o(J|k]l + ||k]]), y por consiguiente
~ (3.8) estd mayorado por

IlRlL - oCllRIL + HlX1D).
Finalmente, cada una de las cantidades (3.8) y (3.9) es:

WAl - o(liAll + lIKID
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luego también su suma. Entonces (3.7) muestra que
a1 = ((F @) ) @) || = Wall- okl + kil
ello significa que para todo £ > 0 existe n > 0 tal que se tiene
a0 = ((r@))) || < elnilinn + Nl

siempre que |h|l + Jlk]l <7n. Con mayor razén, la desigualdad ||h]| + ||k}l <7
implica

acat = ((r" @) ) ]| < el + k2,

lo que demuestra (3.4).

Por consiguiente el teorema 3.1 queda demostrada.m

3.2 CASO EN QUE E ES UN PRODUCTO DE ESPACIOS.

Sean E y F espacios de Banach, U un abierto de E, y f:U — F dos veces
diferenciable en el punto a € U. Ello implica {por definicion) que f es diferenciable
en todo punto x de un entorno de a. De (2.17) se tiene.

n
a
(f '(x))(hl, NS Z (5% (x)) (hj), Vhi€E;. (3.11)
j=1
La misma férmula, aplicada a f' en lugar de f, nos da

n a ’
(F" (@) ky, o ky) = Z (a—ﬁ- (a)) (k;)), V k; €E;. (3.12)

i=1

Por consiguiente,
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n | a T
((F" @)y Te)) s ) = . ((a—i— (a)) (k,-)) (hyoh).  (313)
i=1 t

Ademas se sabe que
o (a) € L(E;; L(E; F))
axi a) ir I i
por tanto _
af’ |
(EE,T (a)) (k) € L(E; F),

y su valor sobre el vector (h,, ..., h,) € E, es un elemento de F.

Para calcular 3f'/ax; (a), se utiliza la relacién (3.11) que describe f’; derivando
(3.11) con relacion a x; se obtiene

((_ﬁ(a)) (k; )) (hy, -, hn) = ]Z:((ai ( )(a)) (ks ))(h,) | (3.14)

Representemos por (92f /ax;dx;)(a) el valor, en el punto a, de 3/3x; (8f /dx;) es
un elemento de L(Ei;L(E};F)) &~ L(E.i, Ej; F). De la igualdad de (3.13) y (3.14)

tenemos:

(0" @)t b)) ) = Z((;—( o )( ))(k ))(h)

(@) e 00) G ) = Z(( (a)) (ke ))(h) (3.15)

Que es la relacién fundamental que expresa f"(a) € L(E, E; F) por medio de las

derivadas parciales
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i (a) € L(E;, E;; F)
9x;0x; v

Esta expresion es, para la segunda derivada, ia analoga de o que era (2.23) para
la primera derivada.

:Expresemos ahora que f"(a):EXE —F es una aplicaciéon bilineal simétrica
(teoremna 3.1). Cambiando k; y h; {para cada i), (3.15) resulta:

ZJ(( ’f (a))(k))(h) Z(( (a))(h))(k])

y cambiando los indices del sumando i y j en el segundo miembro;

Z ((aizaaj (a)) (k,-)> (h) = :Z: (( azjzafx,- (a)) (h,-)) ky).

Esto es una identidad en k4, ..., k,,, hy, ..., h,,, de donde se obtiene

92 92 |
((ax, ; (a)) (k‘)) () = ((a};gffl (a)) (hi)) (k) (3.16)

para todo par (i, j), o que expresa que la aplicacion bilineal

22f
anaxi

(a):Ej X E; > F
es la aplicacion compuesta de la aplicacion simetria A que va de E; x E; en E; X E;
tal que aplica (k;, k;) en (k;, h;) y de la aplicacién bilineal

% f
dx;0x;

(a):E; XE; » F.
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Donde las aplicaciones bilineales (8%f/dx;dx;)(a) y (8%f/dx;dx;)(a) se deducen

una de otra por el cambio de las variables k; € E; y h; € E;.

En particular, (8%f/dx;0x;)(a), representada también por (32f/8(x;)*)(a) es una

aplicacion bilineal simétrica L (a): E; x E; > F.

3.3 DERIVADAS SUCESIVAS

Sean E y F espacios de Banach, U un abierto de E y f:U — F una funcién dos
veces diferenciable. Se tiene entonces la aplicacién “segunda derivada”

f:U - Ly(E; F),

donde L,(E;F) designa el espacio de Banach £L(E,E;F) formado por las
aplicaciones bilineales continuas f®(a):E x E - F. En general representaremos
por L, (E; F) el espacio de las aplicaciones multilineales continuas
G ;
f®(@):Ex-xE-F.
n factores
Si " es diferenciable en el punto a € U, denotaremos por f"/(a), o también por
f®(a) la derivada de f” en el punto a; donde f"’(a) es un elemento de

L(E; L,(E; F)) = Ly(E; F).
En general se tiene:

“f es n veces diferenciable en el punto a”, donde f™(a) € £,,(E; F). Supongamos
definidas estas nociones para n — 1; diremos entonces que f es n veces diferenciable
en a si existe un entorno abierto V de a tal que f sea n — 1 veces diferenciable en
cada punto de V, y si la aplicacion £~ de V en £,_(E; F) es diferenciable en el

punto a; entonces la derivada de f(*~V en el punto a se representa por f™(a) y
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se denomina derivada n — ésima de f en el punto a; el cual es un elemento de
L, (E; F).

Para hy, ..., h, € E se representa por (f ™ (a))(hy, ..., hy) €l valor de

f®™(a):E x ---x E - F para el elemento (h, ..., h,) EE x - X E.

DEFINICION 3.5.- Sean E y F espacios de Banach, U un abietode Ey f:U > F
una aplicacion, la aplicaciéon f es de clase C™ en U (o también, que f es n veces
diferenciable con continuidad en U), si f es n veces diferenciable en todo punto de

U, y si la aplicacion
fM.U - L,(E;F)
es continua.

Habiendo definido asi £ paran > 1 (cuando esta derivada n — ésima existe).

NOTA. Denotaremos por f® = f (derivada cero — ésima), asi diremos que f es

de clase C° si f es continua.

-DEFINICION 3.6.- Sean E y F espacios de Banach, U un abierto de E y f: U - F.
una aplicacic’)n.,_ la aplicacion f es de clase € si es de clase C™ para todo n.

NOTA. Sean E y F espacios de Banach, U un abierto de E y f:U > F una
aplicacién, para que f sea n veces diferenciable en el punto a (n>1), es
necesario y suficiente que f'(x) exista en todo punto x de un entorno abierto V de
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a, y que la aplicacién f":V - F sea n—1 veces diferenciable en el punto q;

entonces
f®(a) = (f')(-n—l)(a)_
Se tiene del mismo modo, paran > 2,
n = 2setiene f™(a) = (f")*D(a),
n = 3 se tiene f™(a) = (f")3(a)

Generalizando para n = n — 1 se tiene:

F(a) = (Fa-0)=D) gy,

TEOREMA 3.2.- Sean E y F espacios de Banach, U un abiertode E, y f:U — F, si
f es n veces diferenciable en el punto a € U, la derivada f™(a) € £,(E;F) es una

aplicacién multifineal simétrica f™(a):E x ---x E = F.

Dicho de otro modo, si h,,..,h, son n vectores de E, y si o designa una

permutacién cualquiera sobre [1,2, ..., n], se tiene

(F®@) (s, bz, e ) = (£ @) (o hoay - hat)- (3.17)
PRUEBA.

El teorema se propone solamente para n > 2, puesto que ya se ha demostrado
para n=2 (teorema 3.1). Vamos a proceder por induccién. Sea n>3, y

supongamos el teorema demostrado paran — 1.
Sea f™(a) la derivada de la aplicacién

f(n—l):v - Ln—l(E;F)'
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que por hipétesis existe en un entorno V de a.

Puesto que f™~1) toma sus valores en el subespacio de £,_,(E; F) formado por
las aplicaciones (n — 1) lineales simetricas. Luego, para h; € E, (f(")(a)) (hy) es

un elemento de este espacio; dicho de otro modo:
((r™@) () gy )
es una funcién simétrica de h,, ..., h,,. Es precisamente
(FO @) (hy by, s hy).

‘con lo que ya vemos que la aplicacion multiineal ™ (a):E™ - F es una funcién
simetrica de las ultimas n — 1 variables. Sera, pues, suficiente demostrar que

(f™@) (s, hz, s )

no cambia de valor cuando se permutan h; y h,; en efecto, sabemos que toda
permutacion de n elementos es la compuesta de un numero finito de
“transposiciones”, cada una de las cuales permuta dos elementos consecutivos.
Sabemos también que nada cambia si estos dos elementos son h; y h;,,, siendo
2 <i<n-—1; luego todo quedara demostrado si probamos que sucede lo mismo

con hy y h,. Pero f™(a) es la derivada segunda de 2, con lo que
((r™@) a) () € £ 2B F)

es simétrica en h, y h,, segtin el teorema 3.1 aplicado a la funcién -2 u
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CONCLUSIONES

Al culminar el presente trabajo de investigacion llegamos a las siguientes

conclusiones

[1] Se desarroll6 las derivadas de orden superior de una aplicacion f:U — F en
espacios de Banach, y se presentaron {res casos tales como:
» La derivada de segundo orden.
» CasoenquekFE es un producto de espacios.
> Las derivadas sucesivas.

[2) Se probé que las aplicaciones lineales cuya segunda derivada existe y
pertenece a L(E;L(E; F)) a través de un isomorfismo puede ser
representado por L(E x E; F) y esto permite concluir que las aplicaciones

diferenciables son bilineales y continuas.

~ [3] El teorema de los incrementos finitos nos permite demostrar el teorema 2.4
lo cual es semejante al teorema del valor medio de Lagrange tratados en los
cursos de Calculo Diferencial 1.
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SUGERENCIAS

[1] Sugerimos que en el desarrolio del curso de Analisis Funcional que se dicta
en la Carrera Profesional de Matematica se debe tomar en cuenta un
estudio mas extenso de los temas respectivos para llegar a estudiar y
profundizar las derivadas en diferentes espacios y asi llegar al estudio de
las Derivadas de Orden Superior en los Espacios de Banach.

[2] Existen muchas vertientes mediante las cuales, esta tesis puede ser
extendida ya sea en el terreno del andlisis o dentro del campo de las
aplicacviones, esto sugiere el camino que permite darle un mas completo
acabado a este trabajo a manera de una investigacion a futuras
investigaciones. ' ’

[3] Para un mejor entendimiento de este trabajo, sugerimos la siguiente hoja de
ruta: Espacios vectoriales y aplicaciones lineales - Espacios normados,
sucesiones convergentes y espacios de Banach - Aplicaciones lineales y
continuas, isomorfismos, isometrias y equivalencia de normas -
Aplicaciones multilineales continuas y la isometria natural - Aplicaciones
diferenciables y el teorema de los incrementos finitos - Derivadas de orden
superior: La segunda derivada, caso en que £ es un producto de espacios,
las derivadas sucesivas.
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