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El presente trabajo de tesis intitulado: 1'0ERIVADAS DE ORDEN 

SUPERIOR EN ESPACIOS DE BANACH" que presentamos a vuestra 

consideración para optar al Título profesional de LICENCIADO EN 

MATEMÁTICA, que tiene por objetivo el desarroUo de la teoría de las derivadas 

de orden superior de una aplicación f: U e E --+ F en espacios de Banach, así 

mostrar a los matemáticos y profesionales de otras ramas afines a la ciencia; que 

puedan ingresar en este campo de investigación para seguir trabajando en este 

tipo de espacios y así complementar sus conocimientos. 

El contenido de este trabajo se subdivide en tres capítulos que describimos 

a continuación: 

En este primer capítulo, presentamos los conceptos básicos del Análisis 

Funcional a usarse en el desarrollo del presente trabajo, como son los espacios 

vectoriales, aplicaciones lineales y multilineales, espacios normados, espacios de 

Banach, isomorfismos, isornetría y equivalencia de normas entre espacios 

vectoriales normados 

El segundo capítulo, hace referencia a las aplicaciones diferenciables, 

derivada de funciones compuestas y derivada de funciones particulares, derivada 

de una aplicación compuesta, derivada de una aplicación bilineal continua, 

aplicaciones con valores en un producto de espacios de Banach, caso en que U 

es un subconjunto abierto de un producto de espacios de Banach, comparación 

entre <C-diferenciabilidad y ~-diferenciabilidad, El teorema de los incrementos 

finitos. 



El tercer capítulo se encarga de desarrollar las derivadas de orden superior 

en espacios de Banach como son: la segunda derivada, caso en que E es un 

producto de espacios y las derivadas sucesivas. 
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INTRODUCCIÓN 

1. ANTECEDENTES 

Los espacios normados son un ejemplo de espacios vectoriales topológicos, 

de mucha importancia en el análisis funcional, teoría de la medida y en general 

para las Matemáticas. 

Como caso particular de los espacios normados tenemos a los espacios dé 

Banach, generalizan el concepto de ~n. contemplando también la posibilidad de 

tener a «:(los números complejos) como cuerpo de escalares y no solo a ~(los 

números reales) como estamos acostumbrados. Mantienen muchas de las 

propiedades conocidas para el caso de dimensión finita, comúnmente estudiadas 

en los primeros cursos de cálculo en varias variables. En este trabajo hemos 

definido y se dedicó con mayor profundidad a la familia de funciones 

diferenciables, definida sobre subconjuntos abiertos contenidos en espacios 

normados, tratando algunas ideas básicas referidas al tema, y unas 

generalizaciones de los teoremas más conocidos en el caso de dimensión finita. 

Un breve panorama sobre algunos problemas recientes y otros clásicos en la 

teoría de diferenciabilidad y renormamiento en espacios de Banach han sido 

estudiados por Henri Cartan en su libro titulado Cálculo Diferencial (1972). 

Más recientemente la derivación en espacios normados fue por Martín Mereb 

en su libro titulado Derivación en Espacios Normados (2003) y últimamente por 

Hans Cristian Muller Santa Cruz en su libro titulado Cálculo Diferencial en 

Espacios de Banach (2008). 

Así como también se tomó en cuenta la publicación emitida por RACSAM 

(Revista de la Real Academia de Ciencias Exactas, Físicas y Naturales Serie A, 

Matemáticas.} en el año 2006, el título del artículo es Diferenciabilidad en 

espacios de Banach. Problemas escogidos de Marian Fabián, Vicente Montesinos 

y Václav Zizler. 



También se tomó en cuenta la publicación A.N. KOLMOGOROV S.V. FOMIN 

Elementos de la Teoría de Funciones y del Análisis Funcional traducido al español 

por Carlos Vega en la que hace referencia a las derivadas de orden superior en 

los espacios lineales. 

2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA 

2.1. DESCRIPCIÓN DEL PROBLEMA 

El análisis funcional es la rama de las matemáticas, y especrticamente del 

análisis, que trata del estudio de espacios de funciones. Tienen sus raíces 

históricas en el estudio de transformaciones tales como transformación de 

Fourier y en el estudio de las ecuaciones diferenciales y ecuaciones 

integrales. La palabra funcional se remonta al cálculo de variaciones, 

implicando una función cuyo argumento es una función. 

En la visión moderna inicial, se consideró el análisis funcional como el 

estudio de los espacios de Banach. En estos espacios una gran parte del 

estudio involucra al espacio dual (el espacio de todas funcionales lineales 

continuas). Como en álgebra lineal, el dual del dual no es siempre isomorfo 

al espacio original, pero hay un monomorfismo natural de un espacio en su 

doble dual siempre. 

La noción de derivada se amplía a las funciones arbitrarias entre los 

espacios de Banach; resulta que la derivada de una función en cierto punto 

es realmente una función lineal continua. 

En el estudio de los cursos básicos de cálculo, tenemos muchas 

propiedades que pueden ser extendidas a espacios de dimensión infinita, en 

este caso a espacios normados y como caso particular a los espacios de 

Banach. 

Los espacios de Banach generalizan el concepto de ~n, con la posibilidad 

de tratarse de un espacio vectorial de dimensión infinita, contemplando 



también la posibilidad de tener a «: (los números complejos) como cuerpo 

escalar. Desde este punto de vista el hecho de estudiar la diferenciabilidad 

en estos espacios se hace necesario. 

2.2. FORMULACIÓN DEL PROBLEMA 

¿Es posible obtener la derivada de orden superior para aplicaciones 

{:u ~ F dónde E y F son espacios de Banach, siendo U un subconjunto 

abierto de E? 

3. OBJETIVOS 

3.1. OBJETIVO GENERAL 

Desarrollar las derivadas de orden superior de una aplicación f: U ~ F, en 

espacios de Banach. 

3.2. OBJETIVOS ESPECÍFICOS 

1. Probar que las aplicaciones diferenciables son bilineales y continuas. 

2. Probar el teorema de incrementos finitos. 

4. HIPÓTESIS 

Mediante la generalización de las aplicaciones diferenciales obtenemos 

·· aplicaciones infinito diferenciable que corresponden a las derivadas de orden 

superior, las cuales son aplicaciones bilineales o inclusive multilineal. 

5. JUSTIFICACIÓN 

El presente trabajo: 

a) Contribuye con el desarrollo de esta área de investigación en los 

espacios de Banach. 

b) Permite el desarrollo de mejor manera de los temas a tratarse. 



e) Ayuda a los alumnos y docentes de matemática pura que estén 

interesados en el tema. 

6. IMPORTANCIA DEL PROBLEMA 

El presente trabajo es de importancia en el desarrollo de la matemática, puesto 

que generaliza nociones adquiridas en cursos básicos. Además será de suma 

utilidad para estudiantes de ciencias, que podrán utilizar este estudio como una 

herramienta en posteriores trabajos. 

7. LIMITACIONES 

En el presente trabajo se tuvo algunas limitaciones, las cuales son: 

a) El trabajo se limita a desarrollarlo en espacios de Banach, que 

corresponde al análisis funcional. 

b) En lo concerniente a la bibliografía, existe poca información con 

respecto a las derivadas de orden superior en espacios de Banach. 

8. METODOLOGÍA 

Para el desarrollo de este trabajo se utilizó el método deductivo, inductivo y 

explicativo. 
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DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR EN ESPACIOS DE BANACH 

CAPÍTULO 1 

PRELIMINARES 

1.1 ESPACIOS VECTORIALES. 

DEFINICIÓN 1.1.- Sea E un conjunto no vacío cualquiera y !K. un campo, 

consideremos dos operaciones definidas sobre éL 

1. Ley de Composición Interna 

+: ExE~E 
(x,y) H x +y; Vx,y E E. 

2. Ley de Composición Externa 

·:!K. X E~ E 
(A.,x) HA.· x = A.x; VA. E~ Vx E K 

El conjunto E tiene estructura de espacio vectorial sobre el campo H{, si se 

verifican las siguientes propiedades: 

a) (x +y)+ z = x +(y+ z); V x,y,z E E. 

b) x+y=y+x; Vx,yEE. 

e) Existe o E E {llamado elemento neutro) talque 

o+ X= X+ O; V X E E. 

d) Existe -x E E (llamado elemento opuesto) tal que 

x+(-x)=(-x)+x=O; VxEE. 

e) a({3x) = (a{3)x; Va,f3 E !K, Vx E E. 

f) lx = x; v x E E, donde 1 es la unidad para el producto en K 

1 



DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR EN ESPACIOS DE BANACH 

g) (a+ fl)x = ax + flx; V a,fl E 11{, V x E E. 

a(x +y)= ax +ay; V a E IK, V x,y E E. 

Los elementos del conjunto E se denominan vectores y los elementos del campo 

IK se denominan escalares. 

Las primeras cuatro propiedades hacen referencia a la suma de vectores y se 

resumen diciendo que (E,+) es un grupo abeliano. 

NOTA. Un cuerpo o campo es una estructura algebraica en la cual las 

operaciones de adición y multiplicación se pueden realizar y cumplen las 

propiedades asociativa, conmutativa y distributiva, además de la existencia de un 

inverso aditivo y de un inverso multipltcativo, ros cuales permiten efectuar las 

operaciones de sustracción y división (excepto la división por cero); estas 

propiedades ya son familiares de la aritmética de números ordinarios. 

DEFINICIÓN 1.2.- Sea E un espacio vectorial sobre un campo K Un subconjunto 

no vacío U de E se llama subespacio vectorial de E, si U constituye un espacio 

vectorial sobre oc con respecto a las operaciones heredadas de E. 

TEOREMA 1.1.- Un subconjunto U de'l espacio vectoriat E es un subespacio 

vectorial de E sí y sólo si cumple: 

i) u =f:: 0 

ii) X+ y E U; Vx, y E U 

iii) A.x E U; V A E IK, Vx E U. 

P,RUEBA. 

=>) Debido a que U es un subespacio vectorial, por tanto se cumple directamente 

las tres condiciones anteriores. 

2 



DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR ,EN ESPACIOS DE BANACH 

~) Como U e V, cumpliéndose en U las tres condiciones anteriores verifiquemos 

que u es un espacio vectorial respecto a .las dos operaciones definidas en V. 

Sean x, y E U de tal manera que x + y E U, como U e V ya se cumple 

. inmediatamente que: 

x+y=y+xEU; Vx,yEU 

En forma similar se cumplirán las demás propiedades de un espacio vectorial · 

utilizando las dos condiciones restantes. Por consiguiente U es un subespacio 

vectorial de V. • 

1.1.1 OPERACIONES CON SUBESPACIOS VECTORIALES. 

La familia de subespacios de un espacio vectorial admite una serie de 

operaciones, a continuación pasaremos a detallar la intersección y la suma de 

subespacios vectoriales. 

TEOREMA 1.2.- La intersección de dos subespacios de un espacio vectorial es un 

subespacio vectorial. 

PRUEBA. 

En efecto demostraremos que: 

i) U1 n U2 * 0 

Sean U1 y U2 subconjuntos de E, además: 

U1 es un subespacio vectoriat de E, y 

U2 es un subespacio vectorial de E. 

Como U1 , U2 no son vacíos, por lo menos tienen como efemento en común 

al elemento neutro. 

3 
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Por lo tanto 

ii) x +y E U1 (l U2 ; Vx, y E U1 n Uz 

Sean x, y E U1 n U2 tal que: 

Luego se tiene: 

Por lo tanto 

X E Ut (lUz~ X E U1 A X E Uz, 

y E Ut n Uz ~y E U1 A y E Uz. 

X E U1 A y E U1 ~X+ y E U1, 

X E U2 A y E U2 ~ x +y E U2 . 

iii) Ax E U1 n U2 ; VA. E 11(, 'v'x E U1 n U2 

Sean x E U1 n U2 y A E 11{ tal que: 

Luego se tiene: 

porfo tanto 

X E U1 O U2 ~X E U1 A X E Uz. 

x E U1 A A E 1!{ => Ax E Ut, 

X E U2 A A E 1!{ => AX E U2 , 

4 
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Por consiguiente de i), ii) y iii) se tiene que la intersección de dos subespacios 

vectoriales de un espacio vectorial es un subespacio vectorial.• 

DEFINICIÓN 1.3.- Sean U1 y U2 dos subespacios del espacio vectorial E, la suma 

de U1 y U2 está definida de la siguiente forma: 

DEFINICIÓN 1.4.- La suma de dos subespacios vectoriales de un espacio 

vectorial es directa, si cada elemento de la suma admite una única 

descomposición como suma de un elemento del primer subespacio más un 

elemento del segundo. Se escribe entonces U1 E9 U2 , donde U1 y U2 son 

subespacios vectoriales de E (espacio vectorial). 

1.1.2 APLICACIONES LINEALES. 

Las aplicaciones más notables entre espacios vectoriales son aquellas que 

preservan sus estructuras, tales aplicaciones se denominan lineales y sirven para 

una gran variedad de propósitos. 

DEFINICIÓN 1.5.- Sean E y F espacios vectoriales definidos sobre el mismo 

campo 11{ y sea f: E ~ F una aplicación. f es una aplicación lineal o un 

homomorfismo si: 

i) f(x +y)= f(x) +[(y); "i/x,y E E {Aditividad) 

ii) f(A.x) = A.f(x); VA. E 11{, 'Vx E E (Homogeneidad). 

S 
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Equivalentemente 

f: E~ Fes una aplicación lineal~ f().x + JlY) = A.f(x) + Jlf{y); Vx,y E E, VA,Jl E !K. 

PROPIEDADES DE LAS APLICACIONES LINEALES. 

Si f: E ~ F es una aplicación lineal, entonces se cumplen las siguientes 

propiedades: 

a) f{OE) = OF. 

b) f{-x) = -f(x); V x E E. 

e) f{x- y)= f(x)- f(y); V x,y E E. 

d) fCa1X1 + ··· + anXn) = ad(x1) + ··· + anfCxn); V X1, ... ,Xn E E, V a1, ... ,an E JK:. 

CLASIFICACIÓN DE LAS APLICACIONES LINEALES. 

Si f: E ~ F es una aplicación lineal, donde f no está sujeta a ninguna condición, 

entonces la aplicación lineal f se clasifica de ta siguiente manera: 

a) f es un MONOMORFtSMO si y sólo si f es inyectiva. 

b) f es un EPIMO.RFISMO si y sólo si f es suryectiva. 

e) f es un ISOMORFISMO si y sólo si f es biyectiva .. 

d) Si f: E~ E, entonces fes un ENDOMORFISMO. 

e) Si f: E ~ E y fes biyectiva, entonces J es un AUTOMORFISMO. 

1.1.3 NÚCLEO E IMAGEN DE UNA APLICACION LINEAL. 

DEFINICIÓN 1.6.- Sea f: E~ F una aplicación lineal, se llama núcleo de f y se 

denota por N(f) o ker(f), al subconjunto definido por: 

6 
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ker(f) = {x E E 1 f(x) = Op}. 

Es decir el núcleo de f es el subconjunto formado por todos los elementos de E 

tales que sus imágenes mediante f es igual al vector nulo de F. 

DEFINICIÓN 1.7.- Sea f: E -7 F una aplicación lineal, se llama imagen de f y se 

denota por im(f) ó f(E) al subconjunto definido por: 

im(f) = {f(x) E F 1 3x E E}. 

TEOREMA 1.3.- Sea t~ E ~ F una aptfcación 1inea1, f es suryect1va si y sólo si la 

imagen de la aplicación lineal fes todo el conjunto de llegada F, es decir: 

im(f) =F. 

PRUEBA. 

( ~) Se demostrará que im(f) = F <=> im(f) e F 1\ F e im(f). 

En efecto: 

Demostremos que F e im{f}, para eUo sea y E F, pero como f es 

suryectiva 3 x E E/f(x) =y, entonces y E im(f), por lo tanto: 

Fe im(f). (1.1) 

Ahora demostremos que im(f) e F, pero por la misma definición de imagen 

de una aplicación trneal se cumple que 

im(f) e F. (1.2) 

Por consiguiente de {1.1) y {1.2) se tiene que im(f) =F. 

7 
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( <=) Ahora demostraremos que f es suryectiva, en efecto: 

Sea y E F =>y E ím(f) ~ 3x E Eff(x) =y, pero como y es arbitrario 

entonces se tendrá: 

Vy E F,3x E E tal que f(x) =y. 

Por consiguiente f es suryectiva. 

Finalmente se cumple el teorema. • 

TEOREMA 1.4.- Sea f:E--+ F una aplicación lineal, fes inyectiva sí y sólo si la 

ecuación f(x) = Op tiene solamente la solución trivial x = OE. 

PRUEBA. 

Supongamos que f no es inyectiva, es decir sean x,y ,E E cuyas imágenes 

mediante la aplicación lineal f es algún b E F, tales que: 

f(x) = by f(y) = b, 

entonces: 

f(x)- f(y) = b- b 

f(x -y)= Op (1.3) 

luego x -y * O, es decir x =1= y. 

Lo cual contradice al hecho de que x = y, que se obtiene al reemplazar la 

ecuación (1.3) en la ecuación f(OE) = Op (por la linealidad de f), por consiguiente 

nuestra suposición es falsa, y el teorema ya queda demostrado. • 

8 
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1.1.4 OPERACIONES CON APLICACIONES LINEALES. 

DEFINICIÓN 1.8.- Sean f:E-+ F y g:E-+ F aplicaciones lineales cualesquiera 

definidas sobre un mismo campo IK. Se define la aplicación suma f + g: E -+ F 

como: 

(f + g)(x) = f(x) + g(x); 'Vx E E. 

La aplicación suma f + g es una aplicación lineal 

En efecto: 

se tiene que: 

Por lo tanto 

x,y E E; A, #J. E 11{ => ..lx + #J.Y E E, 

Cf + g)(A.x + #J.Y) = f(A.x + JlY) + g(A.x + JlY) 

= f (íl.x) + f{llY) + g(íl.x) + g(JlY) 

= A.f(x) + A.g(x) + Jl[(y) + Jlg(y) 

= A.[f(x) + g{x)] + JL[f(y) + g(y)] 

= A.(f + g)(x) + JlCf + g)(y). 

(f + g)(A.x + JlY) = A.(f + g)(x) + JlCf + g)(y);'Vx,y E E, 'VA,Jl E 11{. 

Asi f + g es una aplicación lineal. • 

DEFINICIÓN 1.9.- Sea f: E -+ F una aplicación 1inea1 cualquiera definida sobre un 

campo 11{ y sea a E K Se define la aplicación af: E -+ F como: 

(af)(x) = af(x); 'Vx E E. 

La aplicación af es una aplicación lineal 

9 
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En efecto: 

se tiene que: 

Por lo tanto, 

x,y E E; A,Jl E 11{::} A.x + JlY E E, 

(af)(A.x + JlY) = f[a(A.x + JlY)] 

= f[a(A.x) + a(Jly)] 

= f[(aA.)x] + f[(aJl)Y] 

= (aA.f)(x) + (aJlf)(y) 

= íl.(af)(x) + 11(af)(y). 

(af)(A.x + JlY) = A.(af)(x) + Jl(af)(y); Vx,.y E. E; Va,A.,Jl E.l!{. 

Asi a f es una aplicación lineal. • 

DEFINICIÓN 1.10.- Sean J: E~ F y g: F ~ G aplicaciones lineales cua1esquiera 

definidas sobre un mismo campo 11{. Se define la aplicación compuesta "g 

compuesta con f" denotada porgo f: E~ F como: 

(g o f)(x) = g[f(x)]; Vx E E. 

La aplicación g o f es una aplicación lineal 

En efecto: 

x,y E E; A., p. E 11{::} A.x + llY E E, 

se tiene que: 

(g o f)(A.x + JlY) = g[f(A.x + JlY)] 

= g[A.f(x) + llf(y)] 

10 
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= g[.1f(x)] + g[¡Lf(y)] 

= ;t[g[f(x)]] + Jl[g[f(y)]] 

= ;t[(g o f)(x)] + Jl[(g o f)(y)] 

= ;t(g o f)(x) + Jl(g o f)(y). 

Por lo tanto, 

(g o f)(h + JlY) = ).(g o f)(x) + Jl(g o f)(y); Vx,y E E; V).,Jl E !K. 

Asi g o f es una aplicación lineal. • 

1.2 ESPACtOS NORMADOS Y ESPACIOS DE BANACH. 

1.2.1 ESPACIOS NORMADOS. 

DEFINICIÓN 1.11.- Sea E un espacio vectorial definido sobre un campo lK (IK 

puede ser IR o«:). Una norma en E es una aplicación U 1\: E--+ IR que cumple las 

siguientes condiciones: 

1) llxll ;?: O; Vx E E y Jlxll = O ~ x = O. 

2) H.1xU = I.1Hixll; Vx E E y Vil. E K. 

3) Hx + yiJ ~ llxll + llyll; Vx, y E E. 

Una consecuencia inmediatamente y útil es que, si x, y E E, se tiene: 

4) 11-xll = llxll; Vx E E, en particular: llx- ylt = IIY- xU 

5) lllxii-IIYIII ~ llx- yll. 

En efecto, x = (x.- y)+ y~ llxll ~ llx- yll + JlyJI 

~ llxll -llyll ::;; llx - yll (1.4) 

Ahora intercambiando x por y, tenemos 

IIYII - llxll ~ lly- xll 
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-llx- Yll ~ llxll - llyll (1.5) 

Por consiguiente de ( 1.4) y ( 1.5) se tiene que lllxll - llylll ::;; llx - yll. 

Un espacio vectorial normado o simplemente espacio normado es un par (E, 11 ID 
donde E es un espacio vectorial y 11 11 es una norma en E. 

Frecuentemente se designa el espacio normado con E, dejando la norma sobre 

entendida. 

TEOREMA 1.5.- Todo espacio normado E es un espacio métrico con la métrica 

natural d definida por: 

d(x,y) = Uy- xiJ; Vx,y E E. 

Además, Vx,y,z E E y VA. E Im., se tiene Hxll = d(O,x). 

También se cumple: 

a) d(x + z,y + z) = d(x,y) (invarianza por traslación) 

b) d(A.x,.íl.y) = l.í!.ld(x,y) (homogeneidad) 

PRUEBA. 

Probemos que d es una métrica. 

1) d{x,y) = IIY- xll >O y d(x,y) = Jly- xll =O~ x =y. 

2) d(x,y) = IIY- xll = llx-yll = d(x,y). 

3) Desigualdad trianguJar: 

z- x = (y- x) + (z- y) 

llz- xll::;; IIY- xll + llz- Yll ~ d(x,z)::;; d(x,y) + d(y,z). 
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Prueba de a). 

d(x+z,y+z) = ll(y+z)-(x+z)JI = fly-xll = d(x,y). 

Prueba de b). 

d(A.x,A.y) = IIA.y-A.xll = IA.IIIy-xll = IA.Id(x,y).• 

El teorema 1.5 nos permite afirmar que un espacio normado puede considerarse 

como un espacio métrico, por lo que ya puede hablarse de su topología. 

DEFINICIÓN 1.12.- Sea E un :conjunto no vacio cualquiera y (F, 11 ID un espacio 

normado. La aplicación f: E ~ F es acotada si y sólo si, existe un número real 

k > O, tal que: 

llf(x)ll ::; k; Vx E E. 

Denotemos con 

B(E; F) = {/:E ~ F 1 f es acotada en E} 

y definimos puntualmente 

(f + g)(x) = f(x) + g(x); Vx EE y 

(af)(x) = a[(x); Va E !K, Vx E E. 

Resulta que B(E; F) provisto de las operaciones 

+: B(E; F) x B(E; F) ~ B(E; F) 
(f,g) H f + g; Vf,g E B(E;F). 

·:K x B(E;F) ~ B(E;F) 
(a,f) H af; Va E !K, Vf E B(E; F). 
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Es un espacio vectorial. 

Se prueba que la aplicación 11 llu: B(E; F) -+ lit definida por: 

llfllu = sup{lf(x)); x E E} 

es una norma y en consecuencia (B(E; F), 11 llu) es un espacio normado. 

DEFINICIÓN 1.13.- Sea E un espacto normadoy sean 11 1t1 : E-+ IR y 11 llz: E-+ lit 

dos normas cualesquiera en E. Dichas normas son equivalentes y se escribe, 

11 111 ~ 11 lb si y sólo si existen números reales a > o y p > o tales que 

La definición anterior indica que las normas definidas en E dan lugar a la misma 

topología. 

1.2.2 CONJUNTOS ABIERTOS Y CERRADOS. 

Los conjuntos abiertos son fundamentales en la teoría de los espacios normados. 

La abstracción de las propiedades básicas de tales conjuntos conduce a la 

construcción de una nueva área de estudio denominada "los espacios 

topológicos". Para este estudio mencionaremos las definiciones de bolas y 

esferas. 

DEFINICIÓN 1.14.- Sea (E, 11 ID un espacio normado, en (E, 11 U) queda definida 

la topología dada por la métrica d y en consecuencia, si a E E, r >o y rE lit 

definimos: 
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1) La bola abierta de centro a y radio r, es el conjunto B (a, r) formado por los 

puntos de E cuya distancia al punto a es menor que r, es decir: 

B(a, r) = {x E Ef d(x,a) < r} = {x E E/ llx- aH< r}. 

2) La bola cerrada de centro a y radio r, es el conjunto B[a,r] formado por 

los puntos de E que están a una distancia menor o igual a r del punto a, es 

decir: 

B[a,r] = {x E E/ d(x,a)::::; r} = {x E Efllx- all::::; r}. 

3) La esfera de centro a y radio r, es el conjunto S( a, r) formado por los 

puntos X E E tal que lix - aiJ = r, es decir: 

S(a,r) = {x E Ef d(x,a) = r} = {x E Efllx- all = r}. 

De las definiciones anteriores se sigue inmediatamente que: 

1° a E B(a, r), a E B[a, r], a E S(a, r). 

2° B(a, r) e B[a, r] y S(a, r) e B[a, r]. 

3° Evidentemente se tiene que B[a, r] = B(a, r) u S(a, r), donde B(a, r) y 

S(a, r) son disjuntos. 

DEFINICIÓN 1.15.- Sean (E,l1 ID un espacio normado y U e E subconjunto de 

E, A es un conjunto abierto de E si para todo x E U, existe una bola abierta 

B(a,r) e U. 

F e E es un conjunto cerrado de E si y sólo si, su complemento F' = E - F es un 

conjunto abierto. 

NOTA. De aquí en adelante U e E subconjunto abierto de E simplemente se 

denotara por U un abierto de E. 
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1.2.3 SUCESIONES CONVERGENTES. 

DEFINICIÓN 1.16.- Sean (E, 11 ID un espacio normado y (xn) una sucesión de 

elementos de E. La sucesión (xn) es convergente a un elemento x E E y se 

denota (xn)--+ x si y sólo si, la sucesión de números reales (llxn- xiD converge a 

cero, es decir: 

Dicho de otra manera: 

Cxn) ~ x <=>VE.> O, 3n0 E N+ tal que sin~ n0 ~ llxn- xll <E. 

DEFINICIÓN 1.17.- Sea {E,II ID ,un espacio normado. la sucesión Cxn) de 

elementos de E, es fundamental o de Cauchy, si y sólo si para todo e > o existe 

n0 E N+ tal que si m, n ~ n0 entonces 

DEFINICIÓN 1.18.- Un espacio vectorial normado E es -completo s1 toda sucesión 

de Cauchy en E es convergente. 

1.2.4 ESPACIOS DE BANACH. 

DEFINICIÓN 1.19 (Espacio de Banach).- Un espacio de Banach es un espacio 

vectorial normado completo. Esto quiere decir que un espacio de Banach es un 

espacio vectorial E sobre el cuerpo de Jos números reales o el de los complejos 

con una norma 11 11 tal que toda sucesión de Cauchy con respecto a la métrica 

d(x,y) = llx- yll en E tiene un límite en E. 
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1.3 APLICACIONES LINEALES Y CONTINUAS. 

Sean E y F espacios vectoriales normados (ambas sobre el cuerpo IR{, o bien 

sobre el cuerpo <C). Ahora nuestro propósito es buscar un criterio que nos permita 

reconocer si una aplicación lineal f: E ~ F es continua cuando E y F están 

dotados con las topolog.ías definidas por sus normas. 

DEFINICIÓN 1.20.- Sean (E.II 11 1), (F, 11 llz) espacios normados y f: E ~· F una 

aplicación. La aplicación f satisface una condición de Lipschipz (o que f es 

Lipschitziana), si existe una constante k >o tal que: 

flf(x) - f{y}llz ~ ·kllx- Yll1; V x, y E E. 

donde k se llama constante de lipschitz. 

En el espacio producto E x F usamos la norma, 

o también se escribe de 4a siguiente forma: 

DEFINICIÓN 1.21.- Sean E y F espacios normados. La aplicación f: E~ F es 

continua en x0 E E si y sólo si, dado un E> O existe 8 >O tal que si llxn- x0 11 < 8 

implica 11f{Xn)- f(xo)lt <E. 

O equivalentemente: 

Sean E y F espacios normados. La aplicación f: E ~ F es continua en x0 E E si y 

sólo si, para toda sucesión (xn) ~ x0 en E, se tiene que la sucesión (f{xn)) ~ 

f(xo). 
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Esto es: 

fes continua en x0 ~ llxn- x011 ~O implica llfCxn)- f(x0}ll ~O. 

DEFINICIÓN 1.22.- Sean E y F espacios normados. La aplicación f: E ~ F es 

continua en E si y sólo, f es continua en todo punto x0 E E. 

TEOREMA 1.6.- Sean E y F espacios normados. Una aplicación lineal f: E~ Fes 

continua en E si y sólo si fes continua en un punto de E. 

PRUEB~ 

( ~) Es evidente 

( {::::) Supongamos que f es continua en x0 E E. 

Sea x un elemento arbitrario de E y sea (xn) una sucesión convergente a x. 

Luego la sucesión Cxn - x + x0) converge a x0 y se tiene 

11/(xn)- f(x)ll = llf(xn- x + Xo)- f(xo)ll ~O, 

lo cual completa la prueba. • 

DEFINICIÓN 1.23.- Sea E y F espacios normados. La aplicación lineai f: E ~ F es 

acotada, si existe un número real k > O, tal que 

llf(x)ll ~ kltxll, Vx E E. 

TEOREMA 1.7 .- Sean E y F espacios normados y f: E ~ F una aplicación lineal, f 
es continua si y sólo si fes acotado. 
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PRUEBA. 

( $::) Supongamos que f es acotado 

llf(x}ll ~ kllxll V X E E 

Sea Cxn) una sucesión en E talque 

es decir 

Lo cual implica que es continua en o y por el teorema anterior f es continua 

enE. 

(=>)(Por reducción al absurdo) 

Supongamos que f no es acotado, entonces, para cada n E N+, existe 

talque 

definimos. 

Xn Z 
Yn = nllxnll' n = 1, ' ... 

Yn ~ O cuando n ~ oo 

esto prueba que f no es continua. 

Lo cual completa la prueba. • 
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DEFINICIÓN 1.24.- Sea E un espacio vectorial, E es de dimensión finita n, si y 

sólo si posee una base finita B, es decir, existe un conjunto de n elementos 

8 = {b1 , b2 , •.• , bn} e E que goza de tas siguientes propiedades: 

1) B es linealmente independiente. Es decir: 

Si 

n 

L aibi =O 
i=l 

entonces ai =O para todo i E {1,2, ... , n}. 

2) B genera E, es decir, para cualquiera x E V, existen ai E IW., i E {1,2, ... , n} 

tal que 
n 

x = L aibi. 
i=n 

PROPOSICIÓN 1.1.- Sean E y F espacios normados, E de dimensión finita, 

entonces toda aplicación lineal f: E ~ F es continua. 

PRUEBA. 

Sea { e11 ••• , e m} una base de E, por lo tanto 

llf(x)ll; r(~ x,e,) 

; ~~x¡f(e1) 
m 

:5 LlxdllA(eDH. 
i=l 
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Denotando M = 1~t"::'m llfCet)ll, la desigualdad de Cauchy y la equivalencia de 

normas en espacios finito dirnensiona1es, se obtiene 

m 

llf(x)ll ~M 2)xd ~ Mtlxlt ~ (Mrm)llxll. • 
i=l 

DEFINICIÓN 1.25.- Sean E y F espacios normados, denotamos con L(E; F) al 

conjunto de todas las aplicaciones f lineales y continuas de E en F, es decir: 

L(E;F) = {f:E --t F / f linealycontinua}. 

TEOREMA 1.8.- Si E es un espacio normado y F es un espacio de Banach 

entonces de L(E; F) es un espacio de Banach. 

PRUEBA. 

Probemos que L(E;F) es completo. 

Sea ctn) una sucesión de Cauchy en el espacio L(E; F), entonces dado E > O, 

existe n0 E N+ tal que si n, m ~ n0 entonces 

es decir, 

ltfn(x)ll:{m(x)ll < 11/n- fmll <E~ llfn(x)- fm(x)ll.~ EllxlJ, Vx E E. 

Si n,m ~ n0 ~ llfn(x)- fm(x)ll < Ellxll, Vx E E 

lo cual prueba que (fn (x)) es una sucesión de Cauchy en F y por la completitud 

de F, existe un único elemento y E F tal que fn(x) --t y. 

Como x es un elemento arbitrario de E esto define una apficación f: E --t F tal que 
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Probemos que f E. L(E; F) y llfn -tU ~ O. 

En efecto, sean x, y E E 

f(x +y)= n~:fn(X +y)= n!!: [fn(X) +fn(y)] 

= n.!!: fn(X) + n!!: fn(Y) = f(x) + f(y) 

f(ax) = n~: fn(ax) = n!!: afn(X) = af(x), 

en consecuencia f es lineal. 

Probemos que f es continua. 

Sabemos que toda sucesión de Cauchy es acotada, como Cfn) es de Cauchy en 

L(E; F) entonces existe M > O tal que JlfnJI S M, V.n E N consecuentemente, 

Así, f es acotada, por tanto f E. L(E; F). 

Como Cfn) es de Cauchy, dado E> O, existe n0 E N+ tal que si 

n, m;;::: no"'* llfn- fmll <E 

llfn(x)- fm(x)ll = IICfn- fm)(x)fl S llfn- fmiJ11xll < EIJxll 

para n ;;::: n0 y V x E E, luego 

{
IICfn- f)(x)ll } 

llfn - fll = sup llxll :X * O 

_ {IICtn)Cx)- f(x)ll_ ~o} 
- sup llxll . x -r <E 

paran;;::: n0 , foque implica que Cfn) ~ f en L(E; F). • 
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TEOREMA 1.9.- Sean E, F y G espacios normados. 

a) Si f E L(E; F) y g E L(F; G), entonces g o f E L(E; G). 

b) lln o tll ~ llnllll/11 

PRUEBA. 

a) i) g o f es lineal 

Seanx,y E E 

(g o f)(x +y)= g(f(x +y)) 

= g(f(x) + f(y)) 

= g(f(x)) + g(f(y)) 

= (g o f)(x) + (g o f)(y). 

(g o f)(kx) = g(f(kx)) 

= g(kf(x)) 

= kg(f(x)) 

= k(g o f)(x), V k E IR 

:. (g o f) es lineal. 

ii) g o f es acotada 

11 o /JI = sup tl(g o f)(x)ll 
. 9 x *O llxll 

. ll(gf)(x)ll = lln(f(x))ll ~ llullllf(x)ll ~ llnlllltllllxll ~ kllxll 

:. (g o f) es acotada 
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Por lo tanto de i) y ii) se tiene (g o f) E L(E; F). 

b) Sea x E E 

IIC o f)ll = sup ll(g o f)(x)ll 
9 x *O llxll 

< sup lloUII!IlUxll 
- x *O llxll 

~ llolllltll 

:. nen o f)ll < llollllfll. • 

DEFINICIÓN 1.26.- Sean E y F espacios normados. Si en el espacio L(E; F) 

suponemos que F = 1m. entonces el espacio L(E; !m.) ={[:E~ 1m. 1 fes funcional}, 

se denota por E* y recibe el nombre de espacio dual de E_ 

E* = L(E; !m.) 

E* provisto de la norma usual de L(E; !m.) es un espacio normado y más aún es un 

espacio de Banach por serlo !m.. 

1.4 ISOMORFISMOS, ISOMETRÍA Y EQUIVALENCIA DE NORMAS ENTRE 

ESPACIOS VECTORIALES NORMADOS. 

DEANJCróN 1.27.- Una aplicación f: E ~ F, donde E y F son espacios vectoriales 

normados, es un isomorfismo si: 

1) f es lineal y continua. 

2) Existe una aplicación g;F ~E .lineal y continua tal que g o f =/dE 

(aplicación identidad de E) y f o g = IdF. 
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Estas condiciones implican que fes una biyección de E sobre F, y que g es la 

biyección recíproca. Por otro lado, está claro que si f es una biyección lineal, la 

biyección recíproca es lineal. No obstante, si f es una biyección lineal continua, no 

es cierto que la biyección recíproca sea continua. De estas puntualizaciones se 

sigue otra caracterización de isomorfismos: 

Para que f: E -+ F sea un isomorfismo, es necesario y suficiente que f sea un 

homeomorfismo (de espacios topológicos) y sea lineal. 

Es necesario no confundir isomorfismo e isometría. 

DEFINICIÓN 1.28.- Sean E y F espacios normados, la ap1icación f: E-+ Fes una 

isometría de E en F si y sólo si llf(x)ll = llxll, Vx E E. 

Esta condición .implica .que Jlf(x)JI esta acotada en ,la bola unidad; luego f .es una 

aplicación lineal continua; y el mismo razonamiento prueba que la aplicación 

reciproca g es lineal y continua. Así toda isometría es un isomorfismo; pero la 

reciproca no es cierta; por ejemplo una homotecia f(x) = h (donde A. =1= O) es un 

isomorfismo de E en E, pero no es una isometria si lXI =1= 1. 

DEFINICIÓN 1.29.- Sean E y F espacios normados, f: E-+ Fes un isomorfismo 

ísométrico de E en F si y sólo si f es lineal y una isometría de E en F. 

TEOREMA 1.10.- Sea E un espacio normado, si E es de dimensión finita entonces 

todas las normas definidas en E son equivalentes. 

PRUEBA. 

Sean 11 11 1 y 11 lh dos normas cualesquiera en E y denotemos con E1 y E2 al 

espacio vectorial E provisto de las normas 11 11 1 y 11 llz, respectivamente, y con 

/12 : E1 -+ E2 y 121 : E2 -+ E1 la aplicación identidad de E entonces h2 e 121 son 
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obviamente lineales y por el teorema, /12 e /21 son acotadas, luego existen a > o y 

p > o tales que 

llxlb ~ allxllt Y Uxlf1 :5 Ptlxllz V x E E. 

Luego ; ltxlb ·:::; llxll1 :::; PHxfh. lo cual imptica que U ll1 es equivalente 11 lb. 

En consecuencia, en todo espacio vectorial E de dimensión finita existe una única 

topología. • 

COROLARIO 1.1.- Si E es un espacio vectorial normado, toda aplicación lineal 

biyectiva f: !Rn ~E es un isomorfismo. 

PRUEBA. 

En efecto, si representamos por p 1a norma de E, p o fes una norma sobre !Rn; 

esta norma define entonces 1a misma topología que la norma euclidiana, de donde 

se sigue el resultado. • 

TEOREMA 1.11.- Sea E un espacio normado cualquiera, toda apricación lineal 

f: JR{n ~E es continua. 

PRUEBA. 

Sea {e1, e2 , ••• , en} una base canónica de IRn, si x E IRn, entonces 

n 

x = I xiei; xi E IR{, Vi= {1,2, ... , n} 
i=1 
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n n 

llxll S ,2)xdllf(e¡)JJ S .l)xllllf(e¡)JJ 
i=l i=l 

n 

S kJixJI; k = L)f(e¡)ll 
i=l 

por consiguiente f es continua. • 

DEFINICIÓN 1.30.- Sean E y F espacios norrnados y f: E --t F una aplicación, f es 

un isomorfismo topológico y fineal de E en F si y sólo si f es un homeomorfismo 

lineal. 

TEOREMA 1.12.- Si E es un espacio norrnado de dimensión finita n, entonces 

existe un isomorfismo topológico y lineal entre IRtn y E, es decir existe un 

homeomorfismo lineal qJ: Jm.n --t E. 

PRUEBA. 

Sea B = { b11 b2, ••• , bn} una base de E, si x E E entonces 

n 

x = L a¡b¡; a¡ E IR, i E {1,2, ... , n} 
i=l 

definimos qJ: ~m.n --t E ta1 que 

n 

qJ(a1, «z, ... , «n) = X = L a¡b¡; (a1, «2, ... , «n) E ~m.n 
i=1 

Probemos que qJ es un homeomorfismo lineal: 

i) Linealidad de qJ 

Sean a, {3 E JRtn, entonces: 
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n 

qJ(a + P) = I (ai + PDb¡ 
i=l 

n 

= L (aibi + Ptba 
i=l 

= qJ(a) + qJ(p); 'Va, p E ]Rn 

Sea a E JRn,k E JR: 

n 

qJ(ka) = L (kaabi 
i=l 

n 

=k I «tbi 
i=l 

:. <p es lineal. 

ii) Probemos que <p es biyectiva 

<fJ es inyectiva (::) N(<{J) ={O} 

Como 

n 

qJ(«v«2, ... ,an) = L aibi =O 
i=1 

B = {bv b2 , ••• , bn} es una base de E entonces B es Ll. 

28 



DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR EN ESPACIOS DE BANACH 

Es decir, a1 = a2 = · · · = an = O 

(av «21 ... 1 «n) = {0,01 ... ,O) E N(((J) 

N(((J) = {0}. 

Probemos que ((J es suryectiva 

En efecto si x E E => x = Lt=l aibi, luego existe (a11 a21 ... 1 «n) E ~m.n tal que 

((J(av «21 ··· 1 «n) = X. 

En consecuencia, ((J: ~m.n ~ E es lineal y biyectiva, lo que implica que existe 

<p-1 : E-+ JRn que también es lineal y biyectiva. 

iii) Probemos que ((J-1 : E-+ JRn es continua 

((J es continua por el teorema anterior. 

Probemos que ((J-1 : E-+ JRn es continua: 

Si u E S(O~l) = {x E ~m.n /llxll = 1} e JRn entonces u =t O, ((J(u) =t O. 

Luego la aplicación compuesta 11 11 o ((J: S(O~l) -+ IR es continua en S(O,l) 

(11 11 o ((J)(u) = ll((J(u)ll >O; \fu E S(O~l) 

existe a > O talque IJ((J(u)ll > a. 

Si x =t o, ponemos u = 
11
:

11 
entonces u E S(O~l) 

((J(x) = <p(llxllu) = JlxllqJ(u) 

=> llqJ(x)ll = lfxllllqJ(u)ll > allxll 

llqJ(x)ll > allxl1; \fx E lffi.nlx :f. O 

si x = o entonces se cumple Jl<p{x)11 ~ a11xll por lo tanto jjqJ(x)IJ ~ allxiL 
\fx E ~m.n. 

Como y = qJ(x) entonces x = qJ-1 (y) 
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1 
uqJ-1 (y)11 ~ Pllyll; P = -, vy E E 

a 

qJ-1 es continua. 

Por consiguiente de i), ii) y iii) qJ es un homeomorfismo lineal. • 

OBSERVACIÓN.- Sean E y F espacios normados si f:E ~ F es un 

homeomorfismo lineal y Cxn) es una sucesión de Cauchy en E entonces (fCxn)) 

es una sucesión de Cauchy en F. 

TEOREMA 1.13.- Si E es un espacio normado de dimensión finita entonces E es 

un espacio de Banach. 

PRUEBA. 

Sea (yn) una suceson de Cauchy en E. 

Consideremos el homeomorfismo lineal qJ: !Rn ~ E del teorema anterior 

qJ-1 : E ~ !Rn es un homeomorfismo lineal 

Como !Rn es completo entonces 3x E .Jm.n tal que 

~ Yn ~Y· 

Por consiguiente E es un espacio de Banach. • 
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TEOREMA 1.14.- Si E es un espacio normado de dimensión finita, F un espacio 

normado cualquiera y f: E --+ F lineal entonces f es continua. 

PRUEBA. 

Sí cp~ ~n ---+ E es el homeomorffSmo iineal del teorema 1. 12 

Resulta que f o cp: ~n --+ F es lineal y luego f o cp es continua 

Por otro lado f =(Jo cp) o cp-1 es continua. • 

NOTAS: 

1) Se obtiene resultados análogos a los teoremas 1.12 y 1.13 para los 

espacios vectoriales complejos; en juega entonces el papel de !Rn. 

2) Sean E y F dos espacios vectoriales de dimensión finita, dimE =m, 

dim F = n. La elección de una base de E y una base de F identifica al 

espacio vectorial L(E; F) con el espacio vectorial de las matrices de n filas y 

m columnas (matrices cuyos elementos pertenecen al cuerpo base). La 

dimensión de L(E; F) es igual al producto mn. 

3) Cuando E y F tienen la misma dimensión finita n, y se identifica L(E; F) al 

espacio de las matrices de n filas y n columnas, se .sabe expresar que una 

matriz f es invertible: La condición es que det f * O. Por ser continuo la 

f ~--+ det f de L(E; F) en ~ (o bien tC) es abierta la imagen reciproca del 

complemento de o. 
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1.5 APLICACIONES MUL TIUNEALES Y CONTINUAS. 

1.5.1 APLICACIONES BIUNEALES Y CONTINUAS. 

DEFINICIÓN 1.31.- Sean E1 , E2 y F espacios normados y sea E1 x E2 el espacio 

normado producto provisto de la norma uniforme. La aplicación f: E1 x E2 --+ F es 

bilineal o 2 - lineal, si para cualquier xv y1 E E1; x2, y2 E E2 y a E IR, se tiene: 

1) f{x1 + YvX2) = f(xvx2) + f(yvx2) 

f(axvx2 ) = af(xvx2 ). 

Es decir, la aplicación parcial fx
2

: E1 -+ F 
X1 H fx

2
(x1) = f(xvx2) 

es lineal para todo x2 E E2 (fijo) y se llama linealidad en la primera variable. 

2) f(xvx2 +y2) = f(xvx2) + f(XvY2) 

f(x1, ax2 ) = af(xv x2). 

Es decir, la aplicación parcial fx
1

: E2 --+ F 

X2 H fx1 Cx2) = f(xv x2) 

es lineal para todo x1 E E1 (fijo) y se llama linealidad en la segunda variable. 

En el caso en que F = IRl. o <C, tenemos el caso de una forma bilineal o funcional 

bilineal. 

En lo que sigue, salvo mención expresa de lo contrario, E1 x E2 denotará el 

espacio normado producto provisto de la norma uniforme. 

DEFINICIÓN 1.32.- Sean E1,E2 , E1 x E2 y F espacios normados. La aplicación 

f: E1 x E2 --+ Fes continua en a= (ava2) E E1 x E2 si y sólo si dado E> O existe 

o> o tal que 
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o equivalentemente: 

puesto que 

O equivalentemente: 

La aplicación f: E1 x E2 -+ Fes continua en a = (a1, a2 ) E E1 x E2 , si y sólo si, para 

toda sucesión (xn,Yn)-+ (a1 ,a2 ) en E1 x E2 se tiene que la sucesión 

(!Cxn,Yn))-+ f(avaz). 

DEFINICIÓN 1.33.- Sean Ev E2 , E1 x E2 y F espacios normados y [: E1 x E2 -+ F 

es continua en E1 x E2 si y sóto si, fes continua para todo a = (av a2 ) E E1 x E2 . 

COROLARIO 1.2.- Sea F un espacio normado. Toda aplicación bilineal 

f: ~m_m x ~m_n-+ F, definida en un par de espacios euclidianos, es continua. 

PRUEBA. 

Sean {ev e2, ••• , emJ y {e¡, e;, ... , e~} las bases canonícas de ~m_m y ~m_n, 

respectivamente. 

Sea k el mayor de los números llt(ei, ej)ll- Tomemos las normas en IRm y IRn. 
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Podemos escribir: 

llf(x,y)ll::; 2)xi11Yilllf(ei,ej)ll::; k Itxd !YA= kllxiiiiYII 
i,j i,j 

Para cualquier x E ~m. m y cualquier y E ~m.n. luego f es continua. • 

DEFINICIÓN 1.34.- Sean E1, E2 , E1 x E2 y F espacios normados y f: E1 x E2 ~ F 

una aplicación bilineal, f es acotada, si existe M > o, tal que 

De acuerdo a las definiciones anteriores de aplicaciones ·lineaJes y continuas, 

diremos que si una aplicación bilineal es continua equivale a decir que es acotada. 

OBSERVACIONES: 

1) Sean E1,E2 , E1 x E2 y F espacios normados y f:E1 x E2 -+ F una aplicación 

bilineal y continua. Denotemos con L(E1 x E2 ; F) al conjunto de todas las 

aplicaciones f bilineales y continuas de E1 x E2 en F, o sea 

L(E1 x E2 ; F) = {f: E1 x E2 -+ F; f bilineal y continua} 

2) L(E1 x E2 ; F) es un espacio vectorial. 

3) En L(E1 x E2 ; F) definimos la norma: 

llfll = sup{llf(xvxz)ll; Ux1ll = 1, ltxzU = 1}. 

4) Sean E1, E2 , E1 x E2 y F *{O} espacios normados y f: E1 x E2 -+ F una 

ap1icación bi1ineal y continua, se cumple: 

llfll = inf{k >O; llf(xvxz)ll $ kllx1llllxzll, (xvx2 ) E E1 X Ez} 

34 



DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR EN ESPACIOS DE BANACH 

5) L(E1 x E2 ; F) es de Banach, si lo es F. 

1.5.2 APUCACIONES MULTIUNEALES Y CONTINUAS. 

Las derivadas de orden superior son aplicaciones bilineales para la segunda 

derivada, trilineales para la tercera derivada y multilineales de orden n para la 

n - e sima derivada. Esta es la razón por la cual trataremos este tipo de 

aplicaciones con un poco más de detalle, por lo tanto nos abocaremos a 

desarrollar la noción de continuidad en este tipo de aplicaciones. 

De la misma manera que en el caso de apficaeiones Hneales, podemos generalizar 

estas a productos de espacios. El espacio E1 x E2 x · · · x En dotado de la norma 

es un espacio normado. El cual es un espacio de Banach, si y solamente si cada 

uno de los espacios Ek, k= 1, ... , n es también un espacio de Banach. 

Equivalentemente: 

Sean Ev ... , En y F espacios vectoriales, una aplicación 

se denomina multilineal, si Vk E [l,n] y Vai E Ei(i *k), la aplicación parcial fxk de 

Ek en F: 
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definida por fxk(a1, ... , ak-v ak+v ... , CZn) = f(av ... , ak-vxk, ak+v ... , CZn) es lineal, 

cuando se fijan todas las variables excepto una, f debe depender linealmente de 

la variable restante. Si así sucede, se verifica que f(xv ... ,xn) =o si al menos uno 

de los x¡ es nulo; en particular f se anula en eJ origen (O, ... ,O). Si fes multilineal, 

se tiene 

(1.6) 

TEOREMA 1.15.- Sean E11 ••• , En, F espacios vectoriales normados, y sea una 

aplicación multilineal f: E1 x · · · x En ~ F, las siguientes condiciones son 

equivalentes: 

(a) fes continua en todo punto de E1 x ··· x En; 

(b) fes continua en el origen (O, ... ,O) E E1 x ··· x En; 

(e) llf(x11 ••• ,xn)ll está acotada en el producto de bolas unidad 

llx1ll ~ 1, ... ,llxnll ~ 1. 

PRUEBA. 

(a)=>(b) Es evidente. 

(b)=>(c) Obsérvese que si fes continua en el origen, la imagen reciproca de la 

bola unidad de f es un entorno de (O, ... ,O) en E1 x ··· x En, luego existe r > o tal 

que 

llxilt:::;; r para todo entero i E [1, n} => Hf(xv ... ,x,Jit $ 1. 

teniendo en cuenta (1.6}, se deduce que 

llxdl :51 para todo entero i E [l,n] => llf(x11 ... ,xn)ll :5 1/rn, 

lo que prueba (e). 
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(e)=> (a) Supongamos que f satisface (e); sea M> o tal que 

llxill::; 1 para todo entero i E [1, n] => llf(x1 , ... , Xn)ll ::; M 

se tiene entonces, cualesquiera que sean las x¡: 

(1.7) 

demostremos que en estas condiciones f es continua en un punto arbitrario 

(a1 , ... , an), lo que probaría que (e) => (a). 

Formemos la diferencia 

+···+[(al, ... , an-1> Xn- tzn). 

[la verificación es inmediata, puesto que f es función aditiva de cada variable 

considerada separadamente]. la norma del primer miembro esta mayorada por la 

suma de las normas de los términos del segundo miembro: 

+ ··· + llf(av ... , !ln-1• Xn- an)ll 

luego, teniendo en cuenta (1. 7): 

llf(xl, ... ,xn)- f(av ... ,tzn)lf $ Mllx1- alll·llxzll ... llxnll + 

MIJXz- azll· Ua1lt · tlx31J ... IfxnU + ··· + Mllxn- anlf · llatll ... tlan-11! (1.8) 

supongamos 1Jx¡ - a¡jj ::; E para todo i; entonces fjx¡11 ::;J1a¡1J +E, por foque existe 

un número A > O tal que 
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llxí- aill ~E para todo entero i E [l,n} entonces UxíU ~A para todo L 

La desigualdad (1.8) implica: 

puesto que llxi - adl ~ E para todo i. Entonces (1.9) muestra que f(xl., ... , xn) 

tiende hacia f(a 11 ... , an) cuando de manera simultanea x1 tiende hacia a1y asi 

sucesivamente hasta Xn tiende hacia ~. luego f es continua en el punto 

(av ... , an), y la demostración queda terminada .• 

NOTACIÓN.- Se representará por L(E11 ... , En; F) e1 conjunto de 1as apficaciones 

lineales continuas de E1 x · · · x En en F. Para f E L(E11 ... , En; F) se escribirá 

cuando los x1, ... , xn recorren las bolas unidad 

Se tiene entonces, según (1.7): 

(1.10) 

y 11/11 es el menor de los M > O tales que se verifica (1. 7). • 

Si E1 = ··· = En = E, se escribe también t:,n{E; F) en vez de L(E, ... , E; F), El 

espacio L(E11 ... , En; F) provisto de (1.1 O) es un espacio vectorial normado. 

Si F es completo, entonces L(E1 , .•• , En; F) es un espacio completo. Esta 

afirmación se demuestra exactamente como para el caso lineal, lo que sigue a 

continuación es la base para la interpretación de la segunda derivada de una 

función como aplicación bHineat 
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1.5.3 LA ISOMETRÍA NATURAL L(E, F; G) ~ L( E; L(F; G) ). 

Primero definimos una aplicación 

cp: L(E, F: G) ~ L( E; L(F; G)) 

del siguiente modo: Sea fE L(E,F; G); una función de dos variables f(x,y) donde 

x E E e y E F; fijada x, la aplicación parcial fx: F ~ G definida por: fx(y) = f(x,y) 

es una aplicación lineal de F en G donde: 

llfx(y)ll = 11/(x,y)ll ~ 11/llllxllllyll, 

y por tanto 

11/xll ~ 11!11 IJxU (1.11) 

lo que prueba que fx es una aplicación lineal continua (puesto que su norma es 

finita). Entonces g: E ~ L(F; G) definida por g(x) = fx es una aplicación, donde g 

es lineaL Además (1.11) puede escribirse como: 

Ug(x)tl :'5 llfiU1xll, 

luego g es continua, y llgll ~ 11!11- Hemos asociado así a toda fE L(E,F;G) un 

g E L(E;L(F; G)), que por definición será cp(f). Ello define la aplicación <p. Por 

tanto <p es lineaL Además, puesto que <p transforma f en g y que 11911 ~ 11/11. la 

aplicación lineal cp es de norma menor igual que L 

ll<pll ~ 1 

Vamos ahora a definir una aplicación en ef sentido tnverso 

1/J: L( E; L(F; G)) ~ L(E, F; G). 

Dada la aplicación lineal continua 

g: E ~ L(F; G). 
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Para x E E, g(x) es una aplicación lineal continua de F en G; luego, para x E E, 

y E F, f es una aplicación bilineat 

f:EXF-+G 
(x,y) H f(x,y) = (g(x))(y) 

Además 

llg(x)ll s UoUUxlt, 

luego 

llf(x,y)ll = ll(g(x))(y) 11 S llnllllxllllyll, 

lo que prueba que f es bilineal continua y que 

11!11 S IJgfl. 

Así cada g E L(E; L(F; G)) define una aplicación fE L(E, F; G), por definición f 

sera :¡JJ(g ). De Ja definición de l/J se sigue que l/J es Jineal. Además l/J transforma g 

en f, 11!11 < Unll y la aplicación linealljJ es de norma menor igual que 1. También 

las aplicaciones <p y 1/J son reciprocas una de la otra, por tanto 1/J o <p es la 

aplicación identidad de L(E x F; G), talque 

1 = 111/J o <p 11 S 111/J llil<fJ 11, 

y como 

ll<fJII s 1, 111/JII s 1. 

se deduce que 

ll<fJII = 1, 111/JII = 1. 

Como consecuencia <p ·conserva ~a norma y asi es una isometría. 
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TEOREMA 1.16.- Si E1 , E2 y F son espacios normados entonces existe un 

isomorfismo isométrico entre los espacios normados L(E1 x E2;F) y 

L( E1 ; L(E2 ; F) ), es decir: 

L(E1 x E2;F) ~ L(E1;L(E2;F)). 

PRUEBA. 

Si f E L(E1 x E2 ; F) entonces f: E1 x E2 --+ Fes bi1tneal y continúa. 

Sea x1 E E1 y x2 E E2 . Fijemos x1 E E1 . 

Como f es bilineal y continua, la aplicación parcial fx
1

: E2 ----+ F tal que 

fx
1 
Cx2) = f(xvx2); V x2 E E2 es lineal y continua. 

En efecto, probemos que fx1 es lineal. 

Probemos que fx
1 

es continua. 

Así fx
1 

es acotada y por lo tanto continua en E2 , es decir 

Consideremos ahora la aplicación f: E1 ----+ L(E2, F) tal que f(x1 ) = fx
1

; V x1 E E1 . 
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Probemos que 1 es lineal y continua. 

En efecto, veamos la linealidad de 1 

Similarmente, se prueba que 1Cax1 ) = a1Cx1), para a E IRL 

= af(xvx2 ) = afx
1 
(x2) = a(1CxJ)(x2), V x2 E E2 , a E Ji 

Por consiguiente fes lineal 

Veamos que 1 es continua 

llfCx1 )11 = ll/x
1

11 ~ llfllllx1ll, V x1 E E1, lo cual implica que fes continua en E1 . En 

consecuencia 1 E L{Et; L(Ez; F)). Además HfH ~ HfH. 

Así queda definida una aplicación: 

cp: L(E1 x E2 ; F) ~ L( E1 ; L(E2 ; F)) tal que cp(f) = 1, V f E L(E1 x E2 ; F). Además 

llcp(f)ll = 11111 $ U/U. es decir; 

Probemos que qJ es oo isomorfismo 1sométrico, es decir, es btyectiva, Hneal e 

isometría. 
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• <p es lineal 

Si { 11 { 2 E C(E1 X E2, F) => {1 + {2 E C{E1 x E21 F) 

Lo que implica ((J(f1 + f2)(x1 ) = ((J(f1 )(x1 ) + ((J({2)(x1 ), V x1 E E1 

así qJCft + fz) = qJCft) + ((J({z). 

• qJ es una isometría 

Se sabe que JlqJ(f)ll :::; Jlfll, V fE L(E1 X E2 ,F). 

Por otra parte, 

En consecuencia II((J(f)ll = llfll. 

Como qJ es una isometría y lineal, entonces qJ es inyectiva. 

• qJ es suryectiva 

Para todo 9 E L(E1 ;L(E2;F)), debe existir fE <p:L(E1 x E2 ;F) tal que 

((J(f) = 9· 
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Definamos f(xvx2) = (g(x1))(x2), V x1 E E1 y V x2 E E2, resulta que f es 

bilineal. Además es continua, puesto que: 

V x1 E E1 y V x2 E E2, es decir, fE L(E1 X E2; F). 

Finalmente, 

[(({J(f))(xl)](x2) = f(xvx2) = (g(x1)](x2). V x1 E E1 Y V x2 E E2 ===> <p(f) = g, 

lo cual implica <p es suryectiva. 

En consecuencia, existe qJ:L(E1 xE2;F) -+L(E1;L(E2;F)) tal que qJ es un 

isomorfismo isométrico, Jo cual nos permite escribir: 

L(E1 x E2, F) ~ L(Ev L(E2, F) ). • 
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CAPÍTULO U 

APLICACIONES DIFERENCIABLES Y EL TEOREMA 

DE LOS INCREMENTOS FINITOS 

2.1 APLICACIONES 01FERENC1ABLES. 

DEFINICIÓN 2.1.- Sean E y F espacios de Banach, U un abierto de E. Las 

aplicaciones / 1 : U _., F y / 2 : U _., F son tangentes en un punto a E U, si para r > O 

suficientemente pequeño (puesto que U es abierto): 

m(r) = ux.:físrllf1Cx)- fz(x)U, 

satisface 

condición que se escribe también 

lim m(r)- O 
r-+0 - , 
r>O r 

m(r) = o(r). 

donde o: IR _., {O} es la aplicación nuta. 

(2.1) 

(2.2) 

Se tiene en particular la noción de f tangente a o en el punto a, además la 

condición (2.2) implica que la función / 1 - / 2 es continua en el punto donde toma 

el valor O. Se tiene entonces: dos funciones tangentes en a toman el mismo valor 

en dicho punto y si una de ellas es continua en a, también la es la otra. 

DEFINICIÓN 2.2.- Sean E y F espacios de Banach, U un abierto de E. La 

aplicación f: U_., Fes diferenciable en el punto a E U si se verifican las siguientes 

condiciones: 
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(1) f es continua en el punto a. 

(11) Existe una aplicación lineal g: E -+ F tal que las aplicaciones f: U-+ F 

y g: E -+ F son tangentes en el punto a. 

Esta condición se expresa del siguiente modo: 

tlf(x)- f(a)- g(x- a)JI = o(tlx- a11) (2.3) 

Si f es diferenciable en el punto a, la única aplicación lineal 9 que se define es 

continua según la relación anterior. Un elemento de L(E; F) será representado por 

f'( a) y se llama la derivada de la aplicación f en el punto a. 

La definición que sigue es equivalente a 1a anterior: 

f es diferenciable en el punto a E u, si existe 9 E L(E; F) tal que se verifica (2.3). 

En efecto, la continuidad de 9 .implica entonces .la continuidad de f en el punto a. 

La relación (2.3) con la notación f'(a) se escribe: 

llf(x)- f(a) - f'(a)(x- a)lt = o(lfx- alt). (2.4) 

DEFINICIÓN 2.3.- Sean E y F espacios de Banach, U un abierto de E. La 

aplicación f: U-+ Fes diferenciable en U, si fes diferenciable en todo punto de U. 

DEFINICIÓN 2.4.- Sean E y F espacios de Banach, u un abierto de E. La 

aplicación f: U-+ Fes diferenciable con continuidad, o también de clase el, si: 

i) f es diferenciable en U, es decir diferenciable en todo punto de u. 

ii) La aplicación derivada f': U-+ C(E; F) es rontinua. 
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NOTA. L(E; F) es un espacio de Banach, luego U y L(E; F) son espacios 

topológicos. 

A continuación veamos las derivadas en los siguientes casos: 

Caso 1: Si 1 e lit es un intervalo de la recta y f: 1 ~ lit una aplicación. 

Si a E 1 entonces f'(a) = lim f(a+t)-J(a) 
t ~o t 

f(a + t) = f(a) + f'(a)t + 
aproximación lineal 

defena 

r(t) --.....­resto 
lim r(t)=O 
t-+0 t 

Caso 2: Si 1 es un intervalo de la recta y a: 1 ~ IItm una aplicación tal que 

a(x) = (a1 (x), ... ,am(x)) donde ai:/ ~ IIt,í = 1,2, ... ,m. 

S. ¡ t '( ) lim a(a+t)-a(a) IIDm 
t a E en onces a a = 

0
· E ~ 

t~ t 

a'(a) = (aHa), ... ,a:n(a)) 

a(a + t) = a(a) + a'(a)t + r(t) ........_., 
aproximación lineal resto 

de a en a limr(t)=O 
.t-+0 t 

Caso 3: Si U es un abierto de IItm y f: U -+lit una aplicación tal que 

f(x) = f(xvXz, ... ,Xm) 

Si a E U, a= (a11 a2, ... ,Um) entonces 

a¡ . f(av a2, ... ,a¡+ t, ... 'am)- f(av ... 'a¡, ... ,am) 
--(a)=llm------------------------------
axi HO t 

(
a¡ a¡ a¡ ) 

Vf(a) = -a (a),-a (a), ... ,-a (a) 
Xl Xz Xm 

f(a + h) = f(a) + (Vf(a), h} + r(h) --.....-
aproximación Une al resto 

de f en a z: r(h)_o 
h~llhll-

vector gradiente de f en a 
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Caso 4: Si U es un abierto de ~m y f: U --+ ~P una aplicación tal que 

f(x) = f (!t(x),f2 (x), ... ,[p(x)) 

= (ft(Xv ... ,Xm), ... ,fp(Xv ... ,Xm)) 

Si a E U, a = (a1, a2, ••• , am) entonces 

a¡ . . f(at,az, ... ,a¡+ t, ...• ~)- f(a1, ... ,a¡, ... , am) 
--(a)=ltm~~~--~----~--~----~----
axi HO t 

a¡ (at1 a¡p ) 
--a (a) = --a (a), ... , --a (a) 

X¡ X¡ X¡ 

f'(a) = 

f(a + h) = f(a) + f'(a)h + r(h) ............., 
aproximación lineal resto 

de f en a limr(h)_0 
h .... om-

NOTA. Para cada caso anterior, denotaremos con T(x) la aproximación lineal. 

Caso 1: T(x) = ax + b; a,b E~-

Caso 2: T(x) = ax + b; a, bE ~m. 

Caso 4: T(x) = Ax + b;A E Mpxm• bE IRl.P. 
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2.2 DERIVADA DE UNA APLICACIÓN COMPUESTA Y DERIVADAS DE 

APLICACIONES PART~CULARES. 

2.2.1 DERIVADA DE UNA APLICACIÓN COMPUESTA. 

DEFINICIÓN 2.5.- Sean E, F y G espacios de Banach y sean U e E y V e F 

abiertos. Sean f: U~ F y g-:V ~ G aplicaciones continuas en a E U y b = f(a) E V 

y ¡-1 (V) e U abierto de E que contiene a a. La apticación compuesta g o f: U ~ G 

se define como: 

(g o f)(x) = g{f(x) ). 

TEOREMA 2.1.- Sean E, F y G espacios de Banach y sean U e E y V e F abiertos 

de E y F respectivamente. Si f: U ~ F es diferenciable en el punto a y g: V ~ G es 

diferenciable en el punto b = f(a), entonces h = g o fes diferenciable en el punto 

a, y se verifica: 

h'(a) = g'(b) o f'(a). (2.5) 

Dicho de otro modo, la aplicación lineal h'(a): E~ G es la aplicación compuesta de 

las aplicaciones lineales f'(a):E ~ F y g'(f(a)):F ~ G. 

PRUEBA. 

Por hipótesis: 

f(x) = f(a) + f'(a)(x- a)+ <p(x- a), (2.6) 

donde <p es una aplicación tangente a O en el origen tal que: 

lllfJ(X- a)ll = o(llx- all) 

igualmente, se tiene por hipótesis 

g(y) = g(b) + g'(b)(y- b) + l/J(y- b), (2.7) 

. donde l/J es una aplicación tangente a o en el origen tal que: 
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llt/J(y- b)ll = o(IJy- bJJ). 

Calculemos h(x) - h(a) = g(/(x)) - g(f(a)) 

En (2.7) reemplazando, y por f(x) y b por f(a), se tiene: 

h(x)- h(a) = g'(f(a))(/(x)- f(a)) + t/J(f(x)- f(a)) 

En esta relación, reemplazamos f(x)- f(a) por su valor obtenido de (2.6), 

teniendo en cuenta el hecho de que g'(f(a)):F ~ G es una función lineal: 

h(x)- h(a) = (g'(f(a)) o f'(a))(x- a)+ g'(f(a)) · cp(x- a)+ t/J(f(x)- f(a)). 

Para demostrar que h es diferenciable en el punto a, y que tiene por derivada 

g'(f(a)) o f'(a) es suficiente probar que el segundo y el tercer término del 

miembro de la derecha son tangentes a cero, es decir: 

Jlg'(f(a)) · cp(x- a)ll = o(llx- all), (2.8) 

llt/J(f(x)- f(a))ll = o(llx- all). (2.9) 

Como g es una aplicación lineal, (2.8) resulta de la acotación de g 

llu'(/Ca)) · cp(x- a)tl S ttg'{f(a))lt ·flcp(x- a)lt = o(ltx- all); 

Como fes una apticación iineaf, {2.9) resulta de ~a acotación de f y de reemplazar 

y por f(x) y b por f(a), es decir: 

Jlt/J(f(x)- f(a))ll = llt/J(y- b)ll = o(lly- b)ll) 

= o(IJf(x) - f(a))ll) = o(IJf(x- a)ID 

S ollfll ·llx- all = o(llx- all) 

Por consiguiente el teorema 2.1 queda demostrado. • 
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2.2.2 DERIVADA DE UNA APLICACIÓN BIUNEAL CONTINUA. 

Vamos a presentar ahora Ja derivada de una aplicación bilineal continua. 

f: E1 X E2 ~F. 

Consideremos E11 E2 y F espacios de Banach. Primero, debemos definir en E1 x E2 

una estructura de espacio de Banach. Para eJio, se considera previamente en 

E1 x E2 ta estructura 'de espacio vectorial, producto de tos espacios vectoriales E1 y 

E2 ; las operaciones de espacio vectorial están definidas por las fórmulas: 

en particular, (xv x2 ) = (xv O) + (O, x2 ). Falta solamente precisar la norma elegida 

sobre el espacio vectorial E1 x E2 ; escribiremos 

(2.10) 

Se prueba que efectivamente es una norma en E1 x E2 y que E1 x E2 es completo 

puesto que E1 y E2 son completos. 

TEOREMA 2.2.- Sean E1 , E2 y F espacios de Banach. Si f: E1 x E2 -+ F es bilineal 

continua entonces f es diferenciable, y su derivada en el punto (a11 a2 ) donde 

a1 E E11 a2 E E2 , está definida por: 

(2.11) 

donde h1 E E1 y h2 E E2 ; el primer miembro designa el v.a.lpr d~ 

· t'(a11 a2 ) E L(E1 x E2 ; F) sobre el vector (hv h2 ) E E1 x E2 . 
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PRUEBA. 

Como f(a1 + h1,a2 + h2)- f(a11 a2 ) = f(hva2 ) + f(avh2 ) + f(h11 h2 ), entonces 

es suficiente probar que 

Pero ll(h11 h2 )11 = llh1ll + IJhziJ, mientras que 

GENERALIZACIÓN. En lugar de un producto de dos espacios de Banach E1 y E2 , 

consideremos el producto E11 E2 , ••• , En espacios de Banach dado por: 

siendo n un entero cualquiera. Sobre ·este producto se toma la estructura de 

espacio vectorial producto, y la norma 

n 

IICxv ... ,xn)ll = ,LIIxfll, 
i=1 

que define la topología producto. Sea 

f: E1 X··· X En ~ F 

una aplicación multilineal continua. Entonces el teorema 2.2 se generaliza: 

f es diferenciable, y se tiene 

f' (av ... , Un) · (hv ... , hn) = f(hv az, ... ,Un) +f(av hz, a3, ... , an) 

(2.12) 
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2.2.3 APLICACIONES CON VALORES EN UN PRODUCTO DE ESPACIOS DE 

BANACH 

Ahora supongamos que ef espacio F sea e1 producto de un número finito k de 

espacios de Banach: 

Introduzcamos las siguientes notaciones: para cada entero i tal que 1 ~ i ~k, sea 

la aplicación de proyección del producto sobre su i - ésímo factor, y sea 

la inyección definida por: 

[cero en todos fas posiciones safvo en 1a i - ésímaj. Se prueba que Pi y ui son 

aplicaciones lineales continuas que satisfacen a las relaciones: 

Pi o ui = 1pi(aplicación idéntica de Fa (2.13) 

k L ui o Pi = 1F (aplicación idéntica de F). 
i=1 

PROPOSICIÓN 2.1.- Con las notaciones .en (2.13), sea f:U-+ F una aplicación 

continua, donde u es un abierto de un espacio de Banach E. Para que f sea 

diferenciable en el punto a E U, es necesario y suficiente que para cada 1 ~ i ~k, 

la función /;. = Pi o f: u -+ F¡ sea diferenciable en el punto a. Entonces 

k 

f'(a) =Luí o f/(a). (2.14) 
.i=l 
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PRUEBA. 

Las aplicaciones lineales Pi y ui son diferenciabtes. luego si fes diferenciable, la 

aplicación compuesta Pi o f es diferenciable (teorema 2.1) y 

f/(a) =Pi o f'(a) E L(E.; Fa. 

Recíprocamente, supongamos que f/ sea diferenciable en el punto a, cualquiera 

que sea el entero í (1::; í::; k); entonces la segunda relación de (2.13) nos da 

le 

I ui o Pi o f = f 
i=l 

es decir: 

le 

f = I ui o Ji, 
i=1 

luego (teorema 2.1 y la linealidad de la derivada) f es diferenciable en el punto a, 

y 

k 

f'(a) = I ui o f/(a). • 
i=1 

NOTAS: 

1) Para que la aplicación f':U--+ L(E;F) sea continua, es necesario y 

suficiente que/¡': u--+ L(E; Fí) sea continua para cada í. · 

2) La proposición anterior se aplica fundamentalmente cuando F = JRk (o bien 

ck); se tiene entonces F1 = ··· = F~c =1m. (o bien C). Conocer f: U --+ Jm.k 

equivale a conocer k funciones numéricas Ji: u --+ Im: (a saber [;_ = Pi o f); 

para que f sea diferenciable, es necesario y sufiCiente que cada [;_ sea 
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diferenciable, y entonces f'(a): E ~ JRk es la aplicación lineal tal que 

f'(a) = {f{(a), ... ,f~(a)). 

3) Sea f: E1 x E2 ~ F una aplicación bilineal continua y sean u: U ~ E1 y 

v: V ~ E2 aplicaciones continuas. Definimos w: U ~ F tal que 

w(x) = f( u(x), v(x)) {2.15) 

PROPOSICIÓN 2.2.- si u y v de la nota 3) anterior son diferencíables en el punto 

a E U; entonces w es diferenciable en a E U y w'(x) está dada por: 

(w'(a))(h) = f( (u'(a))h, v(a)) + f(u(a), (v'(a))h) para hE E {2.16) 

PRUEBA. 

De la proposición 2.1, la aplicación w: U ~ E1 x E2 es diferenciable en el punto a, y 

su derivada es la aplicación lineal w'(a): U~ E1 x E2 dada por: 

(w'(a))(h) = ((u'(a))h,(v'(a))h),h E U 

Por otra parte, la aplicación f: E1 x E2 ~ F es diferenciable en todo punto de 

E1 x E2 , puesto que es bilineal continua {teorema 2.2). La aplicación w definida por 

(2.15.) es la aplicación compuesta 

{u,v) f 
U ----+ E1 x E2 ~ F; 

luego por el teorema 2.1 esta composición de aplicaciones es di·ferenciable en el 

punto a, y su derivada ·es ·igual a la compuesta de las aplicaciones derivadas. 

Explicitemos esta derivada: 

Para ello, en la relación {2.11) f' (av a2 ) • (h11 h2 ) = f(h1, a2 ) + f(a11 h2 ) debe 

reemplazarse a1 por u( a), a2 por v(a), h1 por (u'(a))h y h2 por (v'(a))h, es decir: 
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f'(u(a),v(a)}h = t((u'(a))h,v(a))+ f(u(a},(v'(a))h) 

Así se obtiene entonces 

(w'(a))(h) = f( (u'(a))h, v(a)) + f(u(a), (v'(a))h) 

Con lo que la proposición queda demostrada. • 

2.3 CASO EN QUE U ES UN ABIERTO DE UH PRODUCTO DE ESPA"CtoS DE 

BANACH. 

Sean E11 E2 , ••• , En espacios de Banach. Supongamos que E = E1 x ... x En, y U es 

un abierto de E. Sea f: U-+ F una aplicación continua. Para cada a= (a1 , ... ,Un) E 

U, consideremos la inyección .:ti: Ei -+ E definida por: 

La aplicación compuesta f o A.i está definida en el abierto (A.D- 1 (U) e Eil que 

contiene ai E Ei; esta aplicación se denomina i - esima aplicación parcial en el 

punto a. 

PROPOSICIÓN 2.3.- Sean E11 E2, ... , En espacios de Banach, E = E1 x · · · x En 

espacio producto, U un abierto de E y f: U-+ F una aplicación continua. Para cada 

a = ( a11 ... , Un) E U, consideremos la inyección li: Ei -+ E definida por: 

Si fes diferenciable en el punto a, entonces para cada entero i (1 ~ i ~ n), la 

aplicación parcial folies diferenciable en el punto ai. Se representa por ¡;t(a), o 

ar ¡axl (a), o r;¡(av ... ,Un) o ar ¡ax: (av ... 1 Un) la derivada de esta aplicación 

parcial en el punto a. Tal aplicación es un elemento de L(Ei; F), llamado también 

la derivada parcial de f con respecto a Xt· Se tiene además 
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n 

(/'(a))(hv ... , hn) = L (t~i(a)) (hJ,para h1 E E11 ••• ,hn E En. (2.17) 
i=l 

PRUEBA. 

Representemos por ui: Ei ~ E fa inyección canóntca, definida por: 

ui es lineal continua. 

Se tiene evidentemente 

{2.18) 

de donde 

(2.19) 

Si f es diferenciable en el punto a, f o A.i es diferenciable en el punto ai 

(teorema 2.1), y (f o A.i)' = f'(a) o ui así f~i(a) existe y es precisamente f'(a) o ui. 

La relación (2.17) resulta de: 

n I ui o Pi = lE (aplicación idéntica de E), 
i=1 

de (2.13) se obtiene: 

n L (f'(a) o uD o pi= f'(a), (2.20) 
i=l 

que no es s.ino otro modo de escribir (2.17), por consiguiente la proposición queda 

demostrado. • 
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NOTA. Contrariamente a lo que ocurría con la proposición 2.1. la proposición 2.3 

no afirma que si las derivadas parciales /~¡(a) existen, la derivada f'(a) existe 

también. 

OBSERVACIONES: 

a) Supongamos ahora que f sea diferenciable en todo punto de u, y sea 

f'~ U~ .C(E; F) 

la aplicación derivada. Entonces la aplicación "derivada parcial" 

f': U~ L(E¡;F) 

es la compuesta de f' y de la aplicación lineal 

(2.21) 

que asocia a toda aplicación lineal continua <p: E~ F, una qJ o ui: Ei ~ F; lo que 

resulta en efecto de la relación. 

(2.22) 

La aplicación lineal (2.21) tiene norma menor igual a 1, y por tanto es continua. 

Por consiguiente, si la aplicación derivada f' es continua, las aplicaciones h¡ son 

continuas. 

La recíproca es cierta, puesto que la relación (2.20) muestra que la aplicación f' 
es igual a la suma de .las aplicaciones compuestas 

Siendo </J-1 : L(Ei; F) ~ L(E; F) la aplicación lineal que asocia qJi E L(Ei; F) a 

(/Ji o Pi E L(E; F). 
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b) A continuación presentamos la combinación de los casos presentados en 2.2 y 

2.3, podemos decir: 

Supongamos que E = E1 x ··· x En y F = F1_ x ... x Fm. Sea U un abierto de E y sea 

f:U ~ F una aplicación diferenciable en el punto a= (a11 ... ,~) E U. Entonces 

Pi o f =t. (donde Pi: F ~ Fi es la proyección) son diferenciabtes en el punto a, por 

lo que existen fas derivadas parc1a~es a fi/ox1 {a), {1 ~ i ~ m, 1 -..s; j ~ n). Se tiene 

y 

(2.23) 

donde 

q1: E~ E¡, es la proyección canónica 

ui: Fi ~ F, es la inyección canónica 

Así pues, la aplicación lineal ['{a) está determinada por la matriz de las 

(ofijox1)(a); matriz de m filas y n columnas {i es el índice de las filas, 

correspondiendo la i - ésima fila al espacio Fí; j es el índice de las columnas, 

correspondiendo la j - ésima columna al espacio E¡). Es decir: 

f'(a) = 

ilf1 (a) 
ax1 
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Además si se tiene un espacio de Banach G = G1 x · · · x Gv y una aplicación 

continúa g de un abierto V e G en U e E, diferenciable en un punto b E V tal que 

g(b) =a, llamando entonces h a la aplicación compuesta f o g: V~ F, la matriz 

[(ahdayk)(b)] (yk variando en Gk, 1:::;; k:::;; p) es igual al producto de la matriz 

(agijayk)(b) por la matriz (af¡jaxi)(a): dicho de otro modo: 

(2.24) 

Expresión que resulta del teorema 2.1 de derivación de una función compuesta: 

h'(b) = f'(a) o g'(b). 

2.4 COMPARACIÓN ENTRE 1Rl.-D1FERENC1AB1L1DAD Y [-01FERENCIABIL1DAD. 

La teoría precedente se aplica indistintamente a los espacios de Banach reales y a 

los espacios de Banach complejos. Vamos ahora a comparar ambas teorías. 

Sean E y F espacios de Banach sobre el cuerpo «:, los cuales pueden ser 

considerados también como espacios de Banach sobre el cuerpo IR, para ello 

basta considerar el producto de un vector por un escalar solamente cuando este 

escalar es real. 

Siendo E y F espacios de Banach sobre «:, sea U un abierto de E, y sea f: U ~ F 

una aplicación continua. Consideremos a E U. Se tiene entonces dos propiedades 

def: 

1) f es diferenciable en el punto a, con respecto a las estructuras de 

espacios vectoriales sobre «:: 

11) f es diferenciable en el punto a, con respecto a las estructuras de 

espacios vectoriales sobre IR. 
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En el primer caso, la derivada f'(a) es una aplicación lineal continua f'(a):E ~ F 

donde "lineal" significa (;. - lineal. Para mayor precisión, el espacio vectorial 

(normado y completo) de las .aplicaciones e- .line.ales continuas de E en F se 

representara por Lc(E;F). En el segundo caso, la derivada f'(a) es una aplicación 

IR -lineal continua f'(a): E ~ F. Análogamente al caso precedente se 

representara por LIR(E; F) el espacio vectorial de las aplicaciones lit -lineales 

continuas de E en F. 

Una aplicación e - lineal es con mayor razón una aptrcación lit - lineal; luego 

Lc(E; F) e LIR(E; F); el espado de Banach Lf.{E; F) es un subespacio de LJR(E; F), 

subespacio que es cerrado, puesto que es completo. 

Por la definición 2.2, tenemos que la condición 1) expresa que existe una 

aplicación g E Lc(E;F) que necesariamente es única, taJ que: 

llf(x) - f(a)- g(x- a)ll = o(llx- all). 

Por ta definición 2.2, tenemos que fa condición ti} expresa que existe una 

aplicación g E LIR(E; F), que también necesariamente es única, talque: 

llf(x)- f(a)- g(x- a)ll = o(llx- all). 

La condición 1) implica la condición U): Si fes e -diferenciable en el punto a, f 

es con mayor razón lit- diferenciable en el punto a, y su derivada f'(a) en el 

caso real es la misma que en el caso complejo. 

Inversamente, suponemos que f sea IR- diferenciable en el punto a, y sea 

f'(a) E LIR(E; F) su derivada. Para que f sea e- diferenciable en el punto a, es 

necesario y suficiente que f'(a) pertenezca al subesapcio vectorial Lc(E;F) de 

LHP.(E;F). 
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2.5 TEOREMA DE LOS INCREMENTOS FINITOS. 

TEOREMA 2.3.- Sean a y b dos puntos de IR tales que a < b. Representemos por 

[a, b] el segmento cerrado que determinan a y b. Consideremos las aplicaciones 

continuas 

f: (a, b] ~ F, g: (a, b] ~ IR, 

donde F es un espacio de Banach. Supongamos que f y g sean diferenciables en 

todo punto del intervalo abierto ]a, b[ y que 

llf'(x)ll S g'(x) para a< x < b. (2.25) 

Entonces se tiene 

'lff{b)- f{a)fl ~ g(b)- g(a). (2.26) 

A continuación vamos a demostrar un teorema un poco más fuerte, cuya 

demostración no es más difrcil que la precedente. Antes de enunciarlo es 

necesario dar una defmtción. 

DEFINICIÓN 2.6.- Sea F un espacio de Banach. Se dice que una aplicación 

f: [a, b] ~ F admite derivada por la derecha en un punto x E [a, b[ si existe 

1 
fJ(x) = lim-h(f(x+ h)- f(x)) 

. h->0 
h>O 

éste límite se representa por fJ(x) y se denomina fa deriVada por la derecha de f 
en el punto x. Es un elemento de F. Se define análogamente, si existe, la derivada 

por la izquierda de f en un punto x E]a,b] 

1 
ft0'(x) = lim-h(f(x+ h)- f(x)). 

h->0 
h<O 
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Para que f admita una derivada f'(x) en un punto x E]a,b[ es necesario y 

suficiente que ü(x) y t;(x) existan y sean iguales. 

TEOREMA 2.4.- Sean a y b dos puntos de 1m. tales que a < b. Representemos por 

[a,b] el segmento cerrado que determinan. Consideremos las aplicaciones 

continuas 

f:[a,b] ~ F, g:fa,b] ~ !Rt, 

donde F es un espacio de Banach. Supongamos que f y g son derivables por la 

derecha en un punto x E [a, b[ tales que existe fd.(x) y de gd_(x) en todo punto 

x E] a, b[ y que 

llfd.(x)ll $ gd(x) para a < x < b. (2.27) 

Entonces se tiene 

llf(b)- f(a)JI $ g(b)- g(a). 

PRUEBA. 

Sea e> o. Demostraremos que 

llf(x)- f(a)1l $ g(x)- g(a) + c-(x- a) +E (2.28) 

para todo x E [a, b]. Una vez probada, esta relación se aplicará para x = b 

haciendo tender E hacia O, lo que, en el límite, nos dará la desigualdad (2.26} del 

enunciado. 

Consideremos el conjunto U de los x E [a, b] para los cuales (2.28) es falsa, es 

decir, para los que 

llf(x) - f(a)lt > g(x) - g(ci.) + e(x- a)+ E. (2.29) 

Queremos probar que u es vacío. Se sabe que U es abierto; en efecto, puesto que 

se ha supuesto f y 9 son continuas; cada uno de Jos dos .miembros de la 
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desigualdad (2.29) es una función continua de x. Pero si se considera una 

desigualdad cp(x) >O, donde .cp es .una función continua con valores numéricos, el 

conjunto de los puntos x que verifican esta desigualdad es abierto. Luego u es 

abierto. 

Razonemos por reducción al absurdo: 

Supongamos que U es un subconjunto no vacfo, entonces U tendría una cota 

inferior e. Se puede afirmar tres cosas: 

(1) .e > .a; en efecto, la relación (2.28) es cierta para todo x .suficientemente 

próximo a a, debido a la continuidad de los dos miembros. 

(11) e fl U, puesto que u es un abierto, si e perteneceria a u, existirían x tales 

que a < x < e y x E U, por lo que e no .sería la cota inferior de U. 

(111) e< b, En caso contrario u se reduciría al punto b, y no sería abierto. 

Como a < e < b, se puede aplicar a e la hipótesis del enunciado: 

llfd(e)ll ~ 9d(e). (2.30) 

Según ta definición de fd(c) y de Bd(c), existe un íntervato e 5 x -~e+ 1J 

(donde 1J >O) en el cual se tiene 

, ( ) < g(x)- g(e) + ~ 
9d e - z· x-e 

Estas desigualdades y (2.30) implican 

llf(x)- f(e)ll ~ g(x)- g(e) + E(x- e). (2.31) 

Pero se tia visto que e fl U; dicho de otro modo; se verifica 
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llf(e)- f(a)JI·:=;; g(e)- g(a) + e(e- a). (2.32) 

Las desigualdades (2.31) y (2.32) permiten obtener 

llf(x)- f(a)/1:::;; llf(x)- f(e)ll + flf(e)- f(a)IJ 

:::;; g(x) - g(a) + e(x- a), 

que es válido para e~ x ~e+ 11· Luego (2.28) es cierta para e~ x:::;; e+ TJ. Pero 

entonces todo x:::;; e+ 1J satisface (2.28}, y Ja cota inferior de .U es pues e~ e+ 1J, 

con lo que hemos llegado a una contradicción, por consiguiente el teorema queda 

demostrado. • 

NOTA. Se obtiene un análogo al teorema 2.4, reemplazando las derivadas por la 

derecha por las derivadas por 1a izquierda. Se deduce cambiando x por -x. 

TEOREMA 2.5.- Sean a < b dos números reales, F un espacio de Banach, 

f: [a, b] ~ F y g: [a, b] ~ 1m. dos aplicaciones continuas sobre [a, b] y diferenciables 

sobre ]a, b[. Supongamos que lit' (x)ll :::;; g' (x) para a < x < b, entonces 

fff(b)- f(a)ff ~ g(b)- g(a). 

PRUEBA. 

Para un E> o dado, consideremos la desigualdad 

llf(x) - f(a)ll $ g(x)- g(a) + E(x- a) +E. (2.33) 

Esta desigualdad se cumple estrictamente para x = a, por la continuidad de f y g, 

en una vecindad de a. 

Por lo tanto, 

e= sup{x E [a, b]/llf(x)- f(a)ll $ g(x)- g(a) + e(x- a)+ E} 
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existe y se tiene que e > a. 

Mostremos que la desigualdad se cumple para c. Por definición del supremo, 

existe una sucesión { xn}, Xn -+ e, tal que 

Pasando a11ímite cuando n-+ oo, la continuidad de f y g aseguran fa desigualdad 

(2.33) para x = c. 

Supongamos que .e< b. La diferenciabilidad de f y g en el punto e implica la 

existencia de un 11 > o tal que 

E 
llf(x)- f(c)ll::::; llf'(c)IJ(x- e)+ z(x- e) 

E 
g(x)- g(c) ~ g'(c)(x- e) - 2(x- e) 

para todo x E [e, e+ 17]. La hipótesis 11/'(c)ll::::; g'(c) implica entonces que 

E 
llf(x)- f(e)ll ::::; g'(e)(x- e)+ 2 (x-e)::::; g(x)- g(e) + e(x- e). 

Esto y con la desigualdad (2.33) para t =e, conduce a 

llf(x)- f{a)fl::::; iff{x)- f(c)fl + flf(c)- f{a)ll 

::::; g(x)- g(e) + E(x- e)+ g(c)- g(a) + e(c- a)+ E 

::::; g(x) - g(a) + e(x- a) +E 

para todo x E [e, e+ 17], lo que contradice la definición de c. Entonces, se tiene 

necesariamente e= b. Si E-+ o en (2.33) con x = b, se obtiene la afirmación del 

teorema.• 
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2.6 TEOREMA DE LOS INCREMENTOS FINITOS CUANDO LA VARIABLE 

PERTENECE A UN ESPACIO DE BANACH. 

Hasta ahora f es una función de una variable reaf. Sea ahora U un abierto de un 

espacio de Banach E, y sea f.: U-+ F una aplicación continua, con F un espacio de 

Banach. Recordemos que si a y b son dos puntos de E, se denomina segmento de 

extremos a y b al conjunto de puntos x E E de la forma: 

x = (1 - t) a + tb, con o$ t $ l. 

TEOREMA 2.6.- (Teorema de .los .Incrementos Finitos) Sean E y F espacios de 

Banach y U e E abierto. Si f: U -+ F es diferenciable en U, y si el segmento de 

extremos a y b está contenido en U, entonces 

llf(b)- f(a)lf $ ::~allf'(a + t(b- a))llllb- au. 

PRUEBA. 

Sea h(t) = f( a+ t(b- a)) una aplicación diferenciabfe de [0,1] en F y 

h'(t) = f'(a + t(b- a))(b- a), por lo tanto 

llh'(t)ll $lit'( a+ t(b- a))llllb- aH. 

Aplicando el teorema 2.5 y reemplazando a por O, b por 1, f por h y g(t) por Mt se 

tiene 

M= sup llf'(a + t(b- a))]lllb- all.• 
0StS1 
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CAPÍTULO 111 

DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR 

3.1 LA SEGUNDA DERIVADA. 

Sean E y F espacios de Banach, U un abierto de E y f: U -+ F una aplicación 

diferenciable en u. Se tiene entonces una aplicación derivada 

f': U-+ L(E;F), 

y surge la pregunta ¿ f' es una aplicación diferenciable? 

DEFINICIÓN 3.1.- Sean E y F espacios de Banach, u un abierto de E y sea 

f: U-+ F una aplicación. La aplicación fes dos veces diferenciable en a E U si y 

sólo si la aplicación f' es diferenciable en el punto a; y se denota por f" (a) siendo 

la derivada en el punto a de f'; tal que 

f" (a) E L( E; L(E; F)). 

DEFINICIÓN 3.2.- Sean E y F espacios de Banach, u un abierto de E. La 

aplicación f: U-+ Fes 2 veces diferenciable en el punto a E U si: 

i) f es diferenciable en un entorno V de a. 

ii) La aplicación f': V-+ L(E; F) es diferenciable en el punto a. 
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DEFINICIÓN 3.3.- Sean E y F espacios de Banach, U un abierto de E y f: U ~ F 

una aplicación. La aplicación f es dos veces diferenciable en u si y sólo si es dos 

veces diferenciable ·en todo punto de U {dicho de otro modo: f es diferenciable en 

U, y la aplicación f': u~ L(E; F) lo es también). Si así ocurre f" es una aplicación 

de la forma f": U~ L(E;L(E;F)). 

DEFINICIÓN 3.4.- Sean E y F espacios de Banach, U un abierto de E y f: U ~ F 

una aplicación. La aplicación fes de clase C2 (o bien dos veces diferenciable con 

continuidad) en U si f es dos veces diferenciabfe y ·la aplicación 

f": U ~ L( E; L(E; F)) es continua. 

Condición equivalente: {'es de clase C1 en u. 

Recordemos que L(E;L(E;F)) y L(E,E;F) definen una isometría canónica, es 

decir: 

L(E;L(E; F)) ~ L(E, E; F). (3.1) 

Por lo tanto f"(a) define un elemento de L(E, E; F), es decir f"{a): Ex E~ Fes 

una aplicación bilineal continua. Frecuentemente diremos que f"(a) E L(E,E; F), cuya 

regla de correspondencia está dado por: 

f"(a): Ex E~ F 

(h,k) H ((f''(a))(h))(k) (3.2) 

donde h y k representan dos vectores de E; puesto que f"(a): E ~ L(E; F) es una 

aplicación lineal continua, el valor de f"(a) sobre el vector hE E es un elemento 

de L(E;F) 

(/"(a) )(h) E L(E; F). 
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Luego (t" (a) )Ch) es una aplicación lineal continua; cuyo valor sobre un vector 

k E E se representa por: 

( (f"(a))(h)) (k). 

Así queda precisado (3.2). 

TEOREMA 3.1.- Sean E y F espacios de Banach, u un abierto de E, y f: u -t F 

una aplicación, si fes dos veces diferenciable en el punto a, entonces la segunda 

derivada f" (a) E L(E, E; F) es una aplicación ·bilineal simétrica; es decir: 

( (t" (a))(h)) (k) = ((!"(a) )(k)) (h), Vh, k E E (3.3) 

PRUEBA. 

Definimos la función A 

A(h, k)= f(a + h +k)- f(a + h)- f(a +k)+ f(a), 

dondeA(h,k) =A(k,h). Puesto que 

A(h,k) = f(a + h +k)- f(a + h)- f(a +k)+ f(a), 

A(k,h) = f(a +k+ h)- f(a +k)- f(a + h) + f(a), 

por tanto A es simetrica. 

Supongamos que: 

(3.4) 

En efecto, si en (3.4) se permutan h y k, se obtiene 
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~ta relación v (3.4) implican 

jj((t"(a))(k)) (h)- ((f"(a))(h)) (k)jj = o((llhll + llkll)2
), {3.5) 

+ IIA(h, k)- ((f"{a))(h)) (k) JI. 

La expresión (3.5) implica, dado E> o, existe 1J >o tal que 

ll((f"{a))(k)) (h)- ((f"(a))(h)) (k)ll ~ t:(llhll + 1Jkfl)2 (3.6) 

siempre que HhJI + }lkjf ~ 1J· Pero, para todo escalar JI., se tiene 

11 ( (f"(a) )(itk)) (íth)- ((f"(a) )(íth)) (ítk}jl = litl2 11 ((f"(a) )(k)) (h)- ( (f"(a) )(h)) (k) 11· 

Dados h y k cualesquiera en E, siempre es posible encontrar un JI. =1= o, tal que 

IIA.hll + IIA.kll ~ 1}; por lo que de (3.6) [h y k son reemplazados por Ah y Jl.k], se 

:btiene: 

'JI ( (f" (a))(A.k)) (Ah) - ( (f"(a) )CA.h)J (JI.k) 11 ~ e(liA.hll + IIA.kjj)~ 

IA.I 2 11 (Ct" (a) )(k)) (h)- ( (f" (a) )(h)) (k) ll ~ t:fA.I 2 (IIhll + llkll)2
; 

dividiendo ambos miembros por IA.I 2 =1= O, tenemos 

IA.I 2
11 ( (!" Ca))Ck)) (h) - (Ct"Ca) )Ch)) Ck)fl efA.FCllhll + llkll)2 

IA.I 2 ~ lA.F 
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Simplificando obtenemos la desigualdad (3.6) la cual es cierta cualesquiera que 

sean h y k; como e > O es arbitrario, se concluye que la relación (3.3) es cierta, lo 

que demuestra el teorema 3.1 

Así acabamos de ver que para demostrar el teorema, es suficiente probar la 

relación (3.4). 

Probaremos (3.4) 

Partimos de la desigualdad: 

IIA(h, k)- ( (f"(a) )(k)) (h)ll ~ liA(h, k)- (f'(a + k))(h) + (f'(a) )(h)ll 

+ jj(f'Ca + k))(h)- (f'(a))(h)- ((t"(a))(k)) (h)ll· (3.7) 

Vamos a mayorar cada una de las cantidades del segundo miembro, es decrr 

jjA(h,k)- (f'(a + k))(h) + (f'(a))(h)jf (3.8) 

y 

JI (t' (a+ k) )(h)- (f'(a) )Ch)- ( (f"(a) )(k)) (h) 11· (3.9) 

Empecemos por (3.9). Se tiene 

11 (f'(a + k))(h)- (f'Ca))(h)- ( (f"(a))(k)) (h) 11 

~ 'llhll· flf'(a +k)- f'(a)- (/11(a))(k)!l. 

Según la definición de la derivada de Ja función f' en el punto a, se tiene 

llf'Ca +k)- f'(a)- (f"(a))(k)ll = o(llkll). 

Luego la cantidad (3.9) es Uhll · O(llkiD. y es con mayor razón 

o(llhll + flkll). 

Vamos ahora a mayorar (3.8). 

llhll· 
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Consideremos la función auxiliar 

B(h) = f(a +k+ h)- f(a + h)- (f'(a + k))(h) + (f'(a))(h). 

luego (3.8) es precisamente IIB(h)- B(O)U. De la desigualdad de Jos Incrementos 

finitos (teorema 2.6), se obtiene 

IIB(h)- B(O)II ~ llhll sup IIB'(th)ll. 
ostsl 

Así 

B'(h) = f'(a +k+ h)- f'(a + h)- f'(a +k)+ f'(a); 

Juego (3.8) está mayorado por 

Jlhll · sup lit' (a+ k+ th) - f' (a+ th)- f' (a+ k) + f'(a)lf. (3.1 O) 
ostsl 

Vamos a mayorar ahora (3.10); de la definición de f"(a), se tiene 

{

f'(a +k+ th) = f'(a) + (f"(a))(k+ th) + o(lfk + thll) 

f'(a + th) = f'(a) + (t"(a))(th) + o(llthll) 

f'(a +k)= f'(a) + (f"(a))(k) + o(llkll). 

luego combinando, se obtiene 

llf'(a +k+ th)- f'(a + th)- f'(a +k)+ f'(a)ll = o(lfk + thll) + o(llthll) + o(lfklf). 

Como llk + thll ~ ffkfl + 'llhll y llthif "$1Jhjj cualquiera que sea t (O~ t "$ 1), se 

observa que la expresión (3.10) es de la forma o(llhll + llkll), y por consiguiente 

(3.8) está mayorado por 

llhll · o(llhll + llk JI). 

Finalmente, cada una de las cantidades (3.8) y (3.9) es: 

llhll· o(llhll + llkll) 
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luego también su suma. Entonces (3. 7) muestra que 

IIA(h, k)- {(!"(a) )(k)) (h)jl = llhll · o(llhll + llkll) 

ello significa que para todo E > O existe r¡ > O tal que se tiene 

IIA(h, k)- { (f"(a))(k)) (h) JI :5 Ellhll(llhll + Jlkll) 

siempre que llhll + llkll :5 r¡. Con mayor razón, la desigualdad llhll + llkll :5 r¡ 

implica 

IIA(h, k)- ( (f"(a))(k)) (hljl :5 E(llhll + llkll)2
, 

lo que demuestra (3.4): 

Por consiguiente el teorema 3.1 queda demostrada. • 

3.2 CASO EN QUE E ES UN PRODUCTO DE ESPACIOS. 

Sean E y F espacios de Banach, U un abierto de E, y f: U--+ F dos veces 

diferenciable en el punto a E U. Ello implica (por definición) que fes diferenciable 

en todo punto x de un entorno de a. De (2.17) se tiene. 

(3.11) 

La misma fórmula, aplicada a f' en lugar de¡, nos da 

(3.12) 

Por consiguiente, 
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iJf' -a (a) E L(Ei;L(E;F)), 
xi 

(
af' ) axi (a) . (kJ E L(E; F), 

y su valor sobre el vector (h1, ••• , h.n) E E, es un elemento de F. 

Para calcular a[' /iJxi (a), se utiliza la relación (3.11) que describe['; derivando 

(3. 11) con relación a xi se obtiene 

(3.14) 

Representemos por (a 2
[ jaxiaxi)(a) el valor, en el punto a, de a¡axi (a¡ ¡axi) es 

un elemento de L(E¡;L(Ei;F)) ~L(Ei,Ei;F). DeJa jgualdad de (3.13) y (3.14) 

tenemos: 

Que es la relación fundamental que expresa f"(a) E L(E,E;F) por medio de las 

derivadas parciales 
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Esta expresión es, para la segunda derivada, la análoga de lo que era (2.23) para 

la primera derivada. 

Expresemos ahora que f"(a): Ex E~ F es una aplicación bilineaf simétrica 

(teorema 3.1 ). Cambiando kt y h¡ {para asda i), {3. 15) resulta: 

y cambiando los índices del sumando í y j en el segundo miembro; 

Esto es una identidad en k 11 ••• , kn, h1, ... , hn. de donde se obtiene 

(3.16) 

para todo par (i,j), lo que expresa que la ap1icación bilineal 

es la aplicación compuesta de la aplicación simetría A que va de Ei x E¡ en E¡ x Ei 

tal que aplica (hi, ki) en (k¡, h._j) y de la aplicación bi-lineal 
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Donde las aplicaciones bilineales (az¡¡axíaxj)(a) y (az¡¡axiaxi)(a) se deducen 

una de otra por el cambio de las variables kí E Eí y hj E Ej. 

En particular, caz f ¡axiaxi)(a), representada también por caz¡ ¡a(xi)Z)(a) es una 

aplicación bilineal simétrica a:::x¡ (a): Ei x Ei--+ F. 

3.3 DERIVADAS SUCESIVAS 

Sean E y F espacios de Banach, U un abierto de E y f: U--+ F una función dos 

veces diferenciable. Se tiene entonces la aplicación "segunda derivada": 

/"~U --+ .Cz(E; F), 

donde .Cz(E;F) designa el espacio de Banach .C(E,E; F) formado por las 

aplicaciones bilineales continuas ¡Cz)(a): Ex E--+ F. En general representaremos 

por .Cn(E;F) el espacio de las apJicaciones multilineales continuas 

¡Cn)(a): E X··· x E--+ F. 
nfactores 

Si f" es diferenciable en el punto a E U, denotaremos por f 111(a), o también por 

fC3)(a) la derivada de f" en el punto a; donde f"'(a) es un elemento de 

.C(E;L2 (E; F)) ~ L 3 (E;F). 

En general se tiene: 

"fes n veces diferenciable en el punto a", donde ¡cn)(a) E .Cn(E; F). Supongamos 

definidas estas nociones para n- 1; diremos entonces que f es n veces diferenciable 

en a si existe un entorno abierto V de a tal que f sea n - 1 veces diferenciable en 

cada punto de V, y si la aplicación ¡cn-1) de V en Ln_1(E; F) es diferenciable en el 

punto a; entonces la derivada de ¡cn-1) en el punto a se representa por ¡en)( a) y 
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se denomina derivada n - ésima de f en el punto a; el cual es un elemento de 

Ln(E;F). 

Para h11 ••• , hn E E se representa por (¡<n)(a))(h11 ••• , hn) el valor de 

¡<n)(a): Ex··· x E-+ F para el elemento (h1, ... , hn) E Ex··· x E. 

DEFINICIÓN 3.5.- Sean E y F espacios de Banach, U un abierto de E y f: U-+ F 

una aplicación, la aplicación fes de clase en en U (o también, que fes n veces 

diferenciáble con continuidad en U), si fes n veces diferenciable en todo punto de 

U, y si la aplicación 

¡<n): U -+ Ln (E; F) 

es continua. 

Habiendo definido así ¡<n> paran .~.1 (cüando esta derivada n- ésima existe}. 

NOTA. Denotaremos por ¡<o) = f (derivada cero - ésima), asi diremos que f es 

de clase e0 sí f es contínua. 

DEFINICIÓN 3.6.- Sean E y F espacios de Banach, U un abierto de E y f: u -+ F . 

una aplicación, la aplicación f es de clase ero si es de clase en para todo n. 

NOTA. Sean E y F espacios de Banach, u un abierto de E y f: u-+ F una 

aplicación, para que f sea n veces diferenciable en el punto a (n > 1), es 

necesario y suficiente que f'(x) exista en todo punto x de un entorno abierto V de 
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a, y que la aplicación f': V -+ F sea n - 1 veces diferenciable en el punto a; 

entonces 

¡cn)(a) = (f')(n-1)(a). 

Se tiene del mismo modo, para n ;;:::: 2, 

n = 2 se tiene ¡Cn)(a) = (f")(n-2l(a), 

n = 3 se tiene ¡Cnl(a) = (f"')(n-3l(a) 

Generalizando para n = n - 1 se tiene: 

TEOREMA 3.2.- Sean E y F espacios de Banach, u un abierto de E, y f: u -+ F, si 

fes n veces diferenciable en el punto a E U, la derivada ¡<n)(a) E Ln(E; F) es una 

aplicación multifineal simétrica ¡Cn)(a): Ex ... x E-+ F. 

Dicho de otro modo, si h11 ... , hn son n vectores de E, y si u designa una 

permutación cualquiera sobre [1,2, ... , n], se tiene 

(¡<nl(a)) (h11 h2, ... , hn) = (¡<n) (a)) (hcr(1)• hu(2)• ... , hu(n))· (3.17) 

PRUEBA. 

El teorema se propone solamente para n;;:::: 2, puesto que ya se ha demostrado 

para n = 2 (teorema 3.1 ). Vamos a proceder por inducción: Sea n ;;:::: 3, y 

supongamos el teorema demostrado para n - 1. 

Sea ¡cn)(a) la derivada de la aplicación 
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que por hipótesis existe en un entorno V de a. 

Puesto que ¡<n-l) toma sus valores en el subespacio de Ln-1(E; F) formado por 

las aplicaciones (n -1) lineales simetricas. Luego, para h1 e E, (¡<n)(a)) (h1 ) es 

un elemento de este espacio; dicho de otro modo: 

es una función simétrica de h2, ... , hn. Es precisamente 

con lo que ya vemos que la aplicación muftilineal ¡tn)(a):En ~Fes una función 

simetrica de las Ultimas n - 1 variables. Sera, pues, suficiente demostrar que 

no cambia de valor cuando se permutan h1 y h2 ; en efecto, sabemos que toda 

permutación de n elementos es la compuesta de un numero finito de 

"transposiciones", cada una de las cuales permuta dos elementos consecutivos. 

Sabemos también que nada cambia si estos dos elementos son h¡ y hi+l• siendo 

2 $ i $ n -1; luego todo quedará demostrado si probamos que sucede lo mismo 

con h1 y h2 . Pero ¡<n)(a) es la derivada segunda de ¡<n-2), con lo que 

es simétrica en h1 y h2 , según el teorema 3.1 aplicado a la función ¡<n-2) . • 
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CONCLUSIONES 

Al culminar el presente trabajo de investigación llegamos a las siguientes 

conclusiones 

[1] Se desarrolfó las derivadas de orden superior de una aplicación f: U~ F en 

espacios de Banach, y se presentaron tres casos taJes como: 

~ La derivada de segundo orden. 

~ Caso en que E es un producto de espacios. 

~ Las derivadas sucesivas. 

[2) Se probó que las aplicaciones lineales cuya segunda derivada existe y 

pertenece a L(E;L(E;F)) a través de un isomorfismo puede ser 

representado por L(E x E; F) y esto permite concluir que las aplicaciones 

diferenciables son bilineales y continuas. 

[3] El teorema de los incrementos finitos nos permite demostrar el teorema 2.4 

lo cual es semejante al teorema del valor medio de Lagrange tratados en los 

cursos de Cálculo Diferencial 1 . 
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SUGERENCIAS 

[1] Sugerimos que en el desarrollo del curso de Análisis Funcional que se dicta 

en la Carrera Profesional de Matemática se debe tomar en cuenta un 

estudio más extenso de los temas respectivos para llegar a estudiar y 

profundizar las derivadas en diferentes espacios y así llegar al estudio de 

las Derivadas de Orden Superior en Jos Espacios de Banach. 

[2] Existen muchas vertientes mediante las cuales, esta tesis puede ser 

extendida ya sea en el terreno del aná!isis o dentro del campo de las 

aplicaciones, esto sugiere el camino que permite darle un más completo 

acabado a este trabajo a manera de una investigación a futuras 

investigaciones. 

[3] Para un mejor entendimiento de este trabajo, sugerimos la siguiente hoja de 

ruta: Espacios vectoriales y aplicaciones lineales - Espacios normados, 

sucesiones convergentes y espacios de Banach - Aplicaciones lineales y 

continuas, isomorfismos, isometrías y equivalencia de normas -

Aplicaciones multilineales continuas y la isometría natural - Aplicaciones 

diferenciabtes y el teorema de los incrementos fmitos - Derivadas de orden 

superior: la segunda derivada, caso en que E es un producto de espacios, 

las derivadas sucesivas. 
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