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PRESENTACION

SENOR :Decano de la Facultad de Ciencias Quimicas, Fisicas y
Matematicas.
SENOR : Coordinador de la Carrera Profesional de Matematica

SENORES : Miembros del Jurado.

En cumplimie;lto al reglamento vigente para optar al titulo profesional de
Licenciado en Matematica; pongo a vuestra consideracion el trabajo de tesis
intitulado “SOLUCION ANALITICA Y NUMERICA DE ECUACIONES
INTEGRALES LINEALES DE FREDHOLM NO HOMOGENEAS DE
SEGUNDA ESPECIE”.

El presente trabajo de investigacién se desarrolla con el fin de contribuir con el
desarrollo del area de investigacién de la Teoria de ecuaciones integrales de
Fredholm de segunda especie, en particular con los métodos de solucién de estas
ecuaciones, y también con el anilisis numérico, puesto que en este trabajo se
implementan los métodos de solucion de ecﬁaciones integrales de Fredholm de

segunda especie, usando el sistema algebraico computacional Mathematica 6.0.

El desarrollo del presente trabajo, tiene por objetivo principal comparar y
determinar un método de solucién de ecuaciones integrales de Fredholm de
segunda especie, que sea el eficiente, para tal propésito se consideran los

capitulos de la siguiente manera:

En el primer capitulo se desarrolla la parte preliminar del proyecto de
investigacién, en el que se resume; el planteamiento del problema, la
_ formulacion del problema, los objetivos, las hipétesis, los antecedentes, la

metodologia, la justificacibn, y las limitaciones.



En el segundo capitulo se presentan algunos conceptos basicos del anilisis
funcional; espacios normados, espacios de Hilbert, y sus principales
propiedades, concluyendo con el desarrollo de operadores lineales y algunos

teoremas de existencia y unicidad de operadores lineales.

En el tercer capitulo se considera principalmente la clasificacion de las
ecuaciones integrales lineales de Fredholm, tambien teoremas de existencia y

unicidad para las ecuaciones integrales lineales de Freholm de segunda especie.

En el cuarto capitulo se presenta la comparacion de los métodos de solucién de
las ecuaciones integrales lineales de Freholm de segunda especie, Método de las
Aproximaciones Sucesivas, el Método del Nucleo Separable y el Método de la
Cuadratura de Gauus, para la determinacién del método de soluciéon més
eficiente de este tipo de ecuaciones; todo esto con ayuda de la implementacion de

los métodos de solucién, realizada en el programa Mathematica 6.0.

Expreso mi agradecimiento a los profesores de la Carrera Profesional de
Matematicas, quienes participaron en mi formacién académica e hicieron
posible que culmine mis estudios universitarios, y finalmente expreso mi
especial agradecimiento al Mgt. Alejandro Ttito Ttica, asesor del presente

trabajo, quien en todo momento me brindo su colaboracién y orientacion.

Cusco, Diciembre de 2011.

Néstor Rodrigo Loayza Rojas
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INTRODUCCION
El Anélisis Funcional fue desarrollado a finales del siglo XIX y durante las
primeras décadas del siglo XX. Su desarrollo fue, en gran parte, en respuesta a
las interrogantes que se generaban en el estudio de las Ecuaciones Diferenciales
e Integrales. Estas ecuaciones fueron de gran interés en el tiempo debido al
gran esfuerzo realizado para entender fenémenos fisicos. El estudio del Anilisis
Funcional es fundamental para tratar funciones como puntos en un
determinado espacio vectorial abstracto, para estudiar las ecuaciones
diferenciales e integrales relacionando estos puntos en términos de

transformaciones lineales sobre estos espacios.

Muchos nombres son asociados con el origen y desarrollo del An4lisis Funcional,
entre ellos se tienen a Stefan Banach y David Hilbert que tienen probablemente

la mayor influencia.

El ejemplo més representativo y probablemente, mas influyente en el desarrollo
del Analisis Funcional, es el de las ecuaciones Integrales. A lo largo del siglo XIX
se plantearon algunas ecuaciones Integrales especiales, habitualmente en
relacion con cuestiones de la fisica. Los primeros resultados generales sobre el
estudio de estas ecuaciones, fueron obtenidos por J.M. Le Roux, V. Volterra e
Ivar Fredholm. Fue 1888 cuando P. du Bois-Raymond sugiri6 el nombre de
Ecuaciones Integrales y propuso desarrollar una teoria general de tales

ecuaciones como método alternativo para resolver problemas de ecuaciones



diferenciales. Motivo por el cual desde entonces se viene trabajando con métodos

de soluciones que proveen en su mayoria, soluciones analiticas.

En la matematica aplicada, las soluciones analiticas son particularmente
deseadas, tales soluciones pueden proveer una representacién completa de un
determinado rango de informacién y permitir un entendimiento cualitativo de
céomo la solucidn varia con la informacién, pero este tipo de solucién es
raramente posible, consecuentemente se debe de buscar métodos alternativos

para obtener soluciones numéricas.



PRELIMINARES

1.1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

1.1.1. DESCRIPCION DEL PROBLEMA

Los fundadores principales de la teoria de ecuaciones integrales son Vito
Volterra y Erick Ivar Fredholm, junto con David Hilbert y Erhard Schmidt.
Actualmente las Kcuaciones Integrales de Fredholm, particularmente las
ecuaciones integrales de Fredholm de segunda especie se encuentran en

diversas areas de la Matematica aplicada y de la Fisica, estas ecuaciones

ofrecen una técnica poderosa para

considerando los métodos analiticos y numéricos, para determinar asi

un método conveniente y facil de usar.



1.1.2. FORMULACION DEL PROBLEMA

{Sera posible determinar un método de solucién, eficiente para resolver

ecuaciones integrales lineales de Fredholm no homogéneas de segunda especie?

1.2. OBJETIVOS

1.2.1. OBJETIVO GENERAL
Determinar un método eficiente para resolver ecuaciones integrales
lineales de Fredholm no homogéneas de segunda especie.

1.2.2. OBJETIVOS ESPECIFICOS

1. Desarrollar el estudio tebrico de los métodos de solucién de
ecuaciones integrales lineales de Fredholm de segunda especie.

2. Implementar los métodos de solucion de ecuaciones integrales
lineales de Fredholm de segunda especie, usando un sistema
algebraico computacional.

3. Comparar los métodos de solucion de ecuaciones integrales lineales

de Fredholm de segunda especie

1.3. HIPOTESIS

El método eficiente para resolver ecuaciones integrales lineales de

Fredholm de segunda especie es el Método de Sumas finitas.



1.4. MARCO TEORICO
1.4.1. ANTECEDENTES
a. KOSAKU YOSIDA, 1960. Lectures on differential and integral
equations. Inter science Publishers 230 paginas.
El trabajo muestra que la ecuacidon integral (%) = f(x) + fa b K(x,t) @(t)dt,
donde f es una funcién continua de valor complejo definida sobre el intervalo
a € x < b,en particular el valor de A=1 y K es una funcién continua de valor

complejo definida sobre un dominio a <x<b,a<t<b, admite una y solo una

solucién ¢ bajo la consideracién de que f: fabIK(x, )% dxdt < 1.

b. DAVID R. STOUTEMYER, 1977. Analyticélly solving integral
equations by using computer algebra. ACM transactions on
mathematical software, Vol. 3, No 2, Junio 1977, Paginas 128-146.

Este articulo describe cémo un sistema algebraico computacional tal como
REDUCE puede ser usado para construir soluciones analiticas de las ecuaciones
integrales uni dimensionales (ecuaciones integrales de Fredholm y Volterra),
para la construccién de las soluciones analiticas, se hace uso de una gran

variedad de métodos de solucion.

c¢. PAUL ABBOTT, 2002. Tricks of trade. The Mathematica ® Journal
8:4 (2002), P4ginas 4-7.
Este articulo describe cémo un sistema algebraico computacional tal como

Mathematica puede ser usado para construir la solucién numérica de la



ecuacién integral de Fredholm unidimensional (ecuacién de Love), para la
construccién de la solucién numérica, se hace uso de las series de Chebyshev

como método de solucién.

1.5. METODOLOGIA

1.5.1. TIPO DE INVESTIGACION:

Este Trabajo pertenece al tipo de investigaciéon Descriptiva puesto que
se describen definiciones bésicas, importantes y necesarias para un buen
desarrollo de los temas considerados y explicativo porque se trabaja con los
métodos de solucion de ecuaciones integrales de Fredholm en los que se busca
explicar las ventajas y desventajas que ofrecen estos métodos en la solucion de

ecuaciones integrales de Fredholm.

1.6. JUSTIFICACION

El presente trabajo de investigacién se desarrolla con el fin de contribuir
con el desarrollo de este 4rea de investigacién en la teoria de ecuaciones
integrales de Fredholm de segunda especie, en particular con los métodos de
solucién de estas ecuaciones, ademas en la actualidad se sabe que los sistemas
algebraicos computacionales han revolucionado los procesos de aprendizaje y
ensefianza de las matematicas permitiendo investigar computacionalmente
problemas complicados para hallar soluciones exactas o soluciones numeéricas,

en este sentido también este trabajo pretende implementar los métodos de



solucion de ecuaciones integrales de Fredholm de segunda especie, usando el

sistema algebraico computacional Mathematica 6.0.

1.7. LIMITACIONES

La limitacibn que se presenta en el desarrollo de este trabajo de
investigacion es la falta de bibliografia adecuada para el tratamiento de la
implementacién de los métodos de solucibn de ecuaciones integrales

considerados.



CAPITULO 1
OPERADORES LINEALES EN ESPACIOS DE HILBERT

En este capitulo se presentan resultados basicos del analisis funcional los
cuales permiten entender la teoria de ecuaciones integrales de Fredholm. Se

presentan los aspectos mas importantes sobre los espacios de Banach, Hilbert.

1.1 ESPACIOS NORMADOS
Definicién 1.1.1.

Un espacio vectorial definido sobre un campo! F, es un conjunto no vacio X
provisto de dos operaciones, una definida de X X X en X y la otra de F X X en X,
talque se cumplen las siguientes propiedades:

V) x+y=1y+x,paratodox,y € X;
Vo) (x+y)+z=x+(y+2),paratodo x,y,z € X;

(V,) existe un elemento 0 € X tal que x + 0 = x para cada x € X;

! Ver anexo A, pagina 98



(V) para cada x € X existe —x € X tal que x + (—x) = 0;

(Vo) alx +¥) = ax + ay, paratodo x,y € X ytodoa € F;

(Ve) (a +B)x = ax + fx,paratodox € X ytodoa,B €F;

(V) (aB)x = a(Bx), paratodox € X ytodoa,B EF;

(Vg) 1x = x, para todo x € V.

El conjunto F se lama campo algebraico. Si F =R (o F = C ) entonces X es un
espacio vectorial real (o espacio vectorial complejo). Los elementos de F se
llaman escalares y los elementos de X se llaman vectores.

La operacion de adicion de vectores se denota por "+" y la operacion de

multiplicacién escalar por ".".

Definicién 1.1.2. Sea X un espacio vectorial sobre el campo F. Una norma sobre
X es una funcién ||.||: X = R tal que para todo x,y € X y a € F, se cumple las
siguientes condiciones:

@ lIxlz0 ylxll=0x=0

(b) Nexll = lallixl

© llx+yll < lxll + liyll.

Un espacio vectorial normado o simplemente espacio normado es un par (X, || .|
donde X es un espacio vectorial y || . || es una norma en X.

De ahora en adelante se denotara a un espacio normado (X, ]| . |}), simplemente

por X.



Teorema 1.1.1. Sea X un espacio normado. Si d:X XX = R esta definido por
d(x,y) = llx — y|l entonces (X, d) es un espacio métrico?.
Prueba
Sean x,y,z € X. Usando las propiedades de la norma se prueba que d es una
métrica.
(@ dxy)=llx-yllz0
O dxy)=0 [x-yl=0=x-y=0x=y
© d(xy)=llx-yl= IV -l =i-Uly -l = lly - xll = d@,x)
@ dxz) =llx —zll = Ix - ) + = DU < Nx =N + Iy - DI
d(x,z) = d(x,y) +d(y,2).

Por lo tanto, d es una métrica.
o

Definicién 1.1.3. Sea X un espacio normado, a € X, r > 0, r € R se define:

La bola abierta de centro a y radio r
Blar)={xeX:dx,a)<r}={xeX:||x—all <7}

la bola cerrada de centro a y radio r

Bla,r] ={x e X:d(x,a) Sr}={xeX:|lx-all <71}

la esfera de centro a y radio r

S(ar)={xeXdxa)=r}={xeX:|lx~al =1}

Definicién 1.1.4. Sea X un espacio normado y S subconjunto de X. Se dice que §
es un conjunto abierto de X si y sélo si, para todo x € S, existe una bola abierta

B(x,r) tal que B(x,r) C S.

2 Ver anexo A, pagina 98



Definicién 1.1.5. Sea X un espacio normado, se dice que F c X es un conjunto

cerrado de X siy sblo si, su complemento F' = X — F es un conjunto abierto.

Definicién 1.1.6. Sean X un espacio normado, x € X y S ¢ X. Se dice que x es un
punto de acumulacion de S y se escribe x = p.a(S) si y sblo si, toda bola abierta
B(x,r) contiene por lo menos un punto de$ diferente de x, es decir:

x =p.a(S) @ {B(x,r) — {x}} n S + @ para todo B(x,r),r > 0.

Definicién 1.1.7. Sea X un espacio normado. Una sucesién {x,} de elementos de
X converge a un elemento x € X, se denota por x, = x (0 por lim, e X, = x), sl y

sblosi,Ve>0,3ny, e Nt talquesin=>ny, = |lx,— x|l < &.

Equivalentemente:
Una sucesion {x,} de elementos de X converge a un elemento x € X, si y sélo si,
la sucesién de niimeros reales {||x,, — x ||} converge a cero, es decir:

X =% & |ty —x |l = 0.

Definicion 1.1.8. Sea X un espacio normado. Se dice que la sucesién {x,} de
elementos de X es fundamental o de Cauchy, si y sblo si, para todo £ > 0 existe

ny € N* tal que si m,n = ny entonces |lx,, — x, || < &.



Teorema 1.1.2. Sea X un espacio normado. Sean {x,} y {3,} sucesiones de
elementos de X las cuales convergen a x, y en X respectivamente y sea {a,} una
sucesion en F, la cual converge a a en F. Entonces:
@ el = lyll} < llx — yll
(b) limyollxall = fix|]
© limpow(Xn+y)=x+y
@) limyoeo @y X, = ax.
Prueba
(a) Por la desigualdad triangular, se tiene que
lxll = It —3) + yll < llx —yll + llyll

y por tanto flx|| - llyll < llx - yli.

Intercambiando x por y se obtiene [yl — llx]| < lly — x]l. Sin embargo, como

lx — ¥ll = I(=1)(y — )l = lly — x|l se tiene

=llx =yl < lxll = lIyll < Hlx -yl

Por lo tanto, |[lx|l - liylll < lfx — yil.

(b) Dado que limp,e X, = x <> Ve > 0,3n, € N* tal que sin = ny =
I, —xll < €
luego usando la desigualdad
Hxll = lxnlll < llx — 30|l < € paratodon €N,
entonces lim, .llx,ll = llx]l.

(©) Silimy,eXx,=x¢Ve>0,3n,€N*talquesin>ny = |lx, —x || <-:—

y limyoyYn =y & Ve>0,3n, € Nt talquesin2n0=:nxn-—xn<-§-

10



Ademas
H(xn + ¥2) = (x + 2 = N (xp = ) + O =N < Nl — x| + lly — ¥l < §+§

luego
(xr + 3) — (x + V)l < e paratodon € N

se sigue que
limy (X + W) =x+y.
(d) Como {a,} es una sucesién convergente es acotada, por tanto existe K > 0
tal que |a,| < K para todo n € N. Por otro lado se tiene que
llanx, — axll = llan(xn — x) + (@n — a)x|l
< laalllGen — N + lay, — alllxll
< Kli(x, — Il + la, — alllxll , para todon € N.
Por lo tanto
limy, 00 Qp X, = ax ]
Teorema 1.1.3. Sea X un espacio vectorial sobre el campo F. La funciéon norma
Il .|| definida en X es continua.
Prueba
Se debe verificar que si x,, - x, entonces
lxall = Hlxll.
Sea x, una sucesion convergente a x € X, esto es:
limy X, =xVe>0,an,eNttalquesin>ny = llx, —xfll < ¢
luego usando la desigualdad
Hxnll — llxlll < fix, — xll < & paratodon €N,

entonces lim, ..llx,ll = llxll. d

11



Teorema 1.1.4. Un conjunto S de un espacio normado X es cerrado si sélo si, toda
sucesion de elementos de S convergente en X, tiene su limite en S.

Prueba

(=)Supongamos que S es un conjunto cerrado de X, x;,%X5, e, Xp, .. €S, X, 2 Xy
x ¢ S. Como S es cerrado, entonces S’ =X — S es abierto, luego existe £ > 0 tal
que B(x,e)c 8’ =X -S.

Por otra parte, como [|x, —x|| - 0 entonces llx, —x|| < ¢ para todo n€N
suficientemente grande.

Por tanto x, € B(x, ), esto es: x,, € X — S, lo que contradice a suponer que x, € S.
Esta contradiccién demuestra que x € S es imposible, por tanto x € S.

(=) Supongamos que el conjunto S no es cerrado, esto es: el conjunto S’ =X — S

no es abierto, luego existe x € X — § tal que cada bola B(x, &) contiene elementos
de S. Por tanto se elige ¢ = %, n=12,..,tal que x, € B (x, %), X, € S para todo n,
se tiene que: ||x, — x|l < i - 0, cuando n - oo,

de acuerdo a nuestra suposicién x € S. Esto contradice la suposicion x € X — S.

Por lo tanto, S es un conjunto cerrado. o

Definicién 1.1.9. Sea X un espacio Normado. X es un espacio Normado completo
si y s6lo si, toda sucesion de Cauchy en X converge a un elemento de X.

Un espacio normado completo se llama espacio de Banach.
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Definicién 1.1.10. La serie Y-; ¥, en un espacio normado (X,]l.]}) se llama
convergente si la sucesion de sumas parciales converge en X, esto es, existe
x € X tal que

fxg+x+-+x,—x|| =l Xeg % — x| @ 0 cuando n — .
En ese caso se denota Y0, x, = x.
Si Yallx, ll <o, entonces la serie X ,x, se llama absolutamente

convergente.

Teorema 1.1.5. Sea X un espacio de Banach. Cada serie absolutamente
convergente en X es convergente.
Prueba
Sea X un espacio de Banach. Considérese x, € X y Ypeqll x5 Il < .
Se define s, = x; + - + xp,.
Se debe demostrar que {s,,} es una sucesién de Cauchy.
En efecto:
Sea € > 0,y k un nitmero entero positivo tal que
Y=kl Xn [l < e.

Luego, para cada m > n > k, se tiene

Ism = snll =l Xpgq + o+ % |}
m o0
o DI EDNEY
n=k+1 n=k+1
o]
< ) lamli<e
n=k+1
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s — spll <e
Esto prueba que la sucesién {s,} es una sucesion de Cauchy en X.
Como X es un espacio normado completo, {s,} converge en X, lo que significa que

la serie };-, x,, converge.

Definicién 1.1.11. Sean E y F espacios normados y f:E — F una aplicacién. f es
lineal si f(ax + By) = af(x)+ Bf(y) para todo x,y €E y todos los escalares

a,p€EF.

Definicién 1.1.12. Sean E y F espacios normados y f:E — F una aplicacion

lineal. Se dice que f es continua en E siy sdlo si, f es continta en todo xy € E.

Definicién 1.1.13. Sean E y F espacios normados. Una aplicacién lineal f:E —» F
se llama acotada, si existe un ntimero real k > 0 tal que |If(x) || < kllx{| para

todox € E.

1.2 ESPACIOS DE HILBERT

Definicién 1.2.1. Sea E un espacio vectorial complejo. Una aplicacion  {.,.}:E X
E = C se llama producto interno en E si para cualquier x,y,Zz€E y a,f €C se
satisfacen las siguientes condiciones:

@ (xx)=0

® (x)=0x=0

(©) {x,y)=(y,x) (la barra denota el complejo conjugado)
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(@) (ax + By, z) = alx,z) + By, z)
Un espacio producto interno o espacio pre Hilbert es un par (E,(.,.)) donde (.,.)

es un producto interno en E.

Lema 1.2.1. Sea E un espacio producto interno, x,y,z € E y a,f € K, entonces
(aj (0,y) = (x,0) =0;

) (x,ay + Bz) = @(x,y) + Bix, z);

© (ax+ By, ax + By) = la|*(x,x) + aBlx,y) + Ba(y, x) + |BI*(y, y).

Prueba

(@) (0,y) =(0.0,y) = 0(0,y) =0 y (0,x) = (0,x) = 0 = 0 (para distinguir el vector

cero de E del cero escalar, temporalmente denotamos al vector cero por 0).

M) (x,ay + Bz) = {ay + Bz,x) = a{y,x) + B{z,x) = &x,y) + f{x,z) (Usando las

propiedades del producto interno de la definicién 1.2.1).

© (ax+ By ax + By) = @lax + By, x) + Blax + By, y)
= a@a(x, x) + aply,x) + falx,y) + BB(¥,¥)

= |a|®(x, x) + @B(y,x) + falx,y) + |BI*(y,y). 0

De la definicién 1.2.1 y la parte (b) del lema 1.2.1, podemos afirmar que el
producto interno (.,.) sobre un espacio complejo es lineal con respecto a su
primera variable y es lineal conjugado con respecto a su segunda variable (un

espacio producto interno real es lineal con respeto a las dos variables).
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Un producto interno en E define una norma en E dada por:

llxll = v/{x, x)

y una métrica E en dada por:

dx,y) = llx —yll = J{x -y, x — y)

Teorema 1.2.1. (Desigualdad de Schwarz) Si (E,{.,.)) es un espacio producto
interno entonces

@ Kx,y) < lxliiyli

® K xy)l = Ixfillyll < x e y son linealmente dependientes.

Prueba

(a) Si y = 0, entonces se cumple la desigualdad, es decir, [{x,0)] < lIx]lliol.

Supédngase que ¥ # 0, luego (v, ¥y ) = Ky, y )N = llyli? # 0

0s(x+ayx+tay)=(xx)+axy)+a{yx)+lal*(y.y) (D
Considerando a = ~ % y multiplicando (1) por (y,y ), se tiene
=y _{xy) ’(x.y)2
0<{x,xXyy) (y,y)(x.y)(y.y) <y,y)<y.x)<y.y)+(y,y) (y»yX»y)

0= (xxXyy)—Kxy)? - Kxy)?+xy)l

0s(xxXyy)-—Kxy)?

Asi [{x,y)2 < lIxIPlyli? = [z, ¥ ) < llxliyll.

(b) (&) Supongamos que x e y son linealmente dependientes, es decir, y = ax
para algin a € C. Por tanto,
¥ ) = (x,ax )| = |@(x,x)| = |all{x,x )| = [al{x,x )

= lalllxlilxll = lixlflax]l = fxllliyll.
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(=) Supongamos que |[{x,y )| = [lx}|ly}l, equivalentemente,

(x,yNxy)=(x,xXy.y)
(x, yy.x)=(x,xXy,y)

Se debe probar que (y,y)x —(x,¥)y =0, lo que indica x e y son linealmente
dependientes.

En efecto,

{yy)x—={xy)y(ny)x—(xy)y})=

=3y xx) = (nyNZYRY) = (63 N3y )3 2) +{xy X5y ¥y.y)

= {1y xx) (P I KYxK0y) {6y Xy, y Xy, x ) + (x,y Xy, x Xy, ¥ )
=(3,7 (%2 {3,y {xx ) (.7 (xx)+{(yy)(xx)=0

luego, (¥, ¥ )x — (x,y )y = 0, por tanto x e y son linealmente dependientes. o

Corolario 1.2.1. (Desigualdad triangular) Sea (E,(.,.)) un espacio producto
interno. Si x,y € E son elementos cualesquiera entonces
e + vl < llxlf + [yl
Prueba
Del teorema anterior se tiene
0<{x+ayx+ay)=(xx)+a(xy)+a(yx)+lal®(yy)
Si a = 1 entonces
0<(x+yx+y)=(xx)+(xy)+(y.x)+(y¥)

=(xx)+{(xy)+{xy)+{(y.y)
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=(x,x)+2Re(x,y) +{(3.¥)
<(xx)+2 ey N+ (y.y)
< xll + 2l ll + Hyli?

= (llxll + llyl})?

Por tanto llx + y{l < x|l + lIyll o

Definicién 1.2.2. Sean (E,(.,.)) un espacio producto interno,x,y € E, x es

ortogonal a y, si {x,y ) = 0; y se denota por x L y.

Definicién 1.2.3. (Espacio de Hilbert) Sea (H,(.,.)) un espacio producto interno.
Si H provisto de la norma |[x|j = /{x,x ) es completo entonces (H,(.,.)) se llama
espacio de Hilbert. Es decir, un espacio de Hilbert es un espacio producto

interno completo.

Ejemplo
El espacio L?([a,b]) = {f:[a,b] » R: fab [f(x)]?dx <}, es un espacio de
Hilbert, con el producto interno:

b v——
(f.9)= | fe@d

y la norma

b 1/2
|w=UvmWQ.
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1.3 OPERADORES LINEALES

Definicién 1.8.1. Sean E y F dos espacios normados definidos sobre el mismo
campo F (F=Ro F = C). La aplicacién T:E — F se llama operador lineal si y
sélo si, verifica las propiedades siguientes:

@ Tx+y)=Tx)+T(QH), Vxy€EE.

®) T(ax) = aT(x), Yx€EVacF.

Definicién 1.3.2. Sea H un espacio de Hilbert. Una Operador lineal T:H — H se
llama acotado, si existe un niimero real k = 0 tal que
ITxl| < klix]l vxeH

La norma de T se define como el niimero:

Tl
ITh = sup ITxll o Tl = sup——
Bxll=1 xen x|}

Notacion
B={T:H - H : T es lineal y acotado}

Denota el espacio normado de las aplicaciones lineales acotadas.

Operador Integral
Un operador importante para el presente trabajo es el operador integral.
Sean H = I?([a, b]) el espacio de funciones cuadrado integrables y T:H — H, se

define el operador integral de la forma:

b
(Tx)(s) = f K(s, £)x(t) dt
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donde a<b<o, vy K:(a,b)%(a,b) > R una funcién llamada nicleo del
operador integral T.

En particular, si :

b b
f f K (s, O)|? dtds < o,
a

a

entonces T es un operador integral acotado en L?>([a, b]) y

b b
Il < J f f K (s, OI2 dtds.
a a

En efecto, para cualquier x € L?([a, b]), se tiene

b} rb 2
NTx||? = f j K(s,t)x(t) dt]| ds
a a

Por la desigualdad de Schwarz, se tiene:

b b b

ITx)|? < f ( f IK(s,t)Izdtj Ix(t)lzdt)ds
b b b

ITl? < f f K (s, £)[2dt ds f lx(6)[2dt

b pb b
llTxllzsf f IK(s,t)Izdtdsf [x(©)|%dt
a a a

Por lo tanto:

b pb
ITxll < j f [ IK (s, )1 dtds |lx]
a a

b b
Tl < jf f K (s, t)]? dtds
a a
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1.4 TEOREMAS DE EXISTENCIA DE SOLUCIONES DE ECUACIONES
DE OPERADORES
Sea E un espacio de Banach con la norma ||. ||z, v S un subconjunto de E.
Las ecuaciones en matematica aplicada a menudo son representadas como

ecuaciones de operadores de la forma
Tu = (u), u€eSs. (1.4.1)

donde T: S — E es un operador, S es un subconjunto del espacio de Banach E

Definicién 1.4.1. Sea T : S ¢ E — E un operador. Se dice que T es contractivo si

existe un namero positivo a<1 tal que

IT@)-TWlg < allu—vi YuveS.

El Teorema del punto fijo de Banach representa un teorema de convergencia

- fundamental para una gran clase de métodos de iteracién.

Teorema 1.4.1. (Teorema del punto fijo de Banach). Sean § un subconjunto no
vacio de un espacio de Banach E, y T : S — S un operador contractivo con la
constante de contractividad a, 0 < a < 1. Entonces se verifican los siguientes
resultados.

(1) Existencia y unicidad: Existe un tnico u € S tal que

u = T(u).
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(2) Convergencia y estimacién del error de la iteracién: Para cualquier u, €
S, la sucesién {u,} c S definido por u,,; = T(u,), n=0,1,2..., converge a
u; esto es:
llu, —ullg = 0 cuando n - o
Para el error, las siguientes cotas son validas:

Para todo n = 0,1,2, ... se tiene estimacion del error a priori

n

flup —ullg < ftup — uyllg,

1—-a

y la estimacion del error a posteriori

ffupss —ullg < fuper — unlls.

l1-a
Prueba.
Por hipétesis se tiene que T : § — §, entonces la sucesién {u,} esta bien definida.
(i) Se debe mostrar que {u,} es una suceéién de Cauchy.
Sea n = 0,1,2, .... Usando la condicién de que T es un operador contractivo, se
tiene
lunss — unlle = IT(un) = T(up-lle < allug — tnqlle
= aliT(un-1) — T(Un-2)llz < @?llttn_1 ~ tn_2llg
<< alluy — wellg.
Ahora sea n=0,12,..ym=12,...Usando la desigualdad triangular y la
convergencia de las series geométricas, se tiene
lun — Unsmlle = Hn — Uns1) + @nps — Unsz) + -+ Unamer — Unamdlle
< llup — upeallg + s — tnaalle + - + lnim-1 — tnemlle
< (@ +a™ + o+ a™ ™ ) uy — wolle
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<a™1+a+a?+- )l —uglle
= a™(1 - &) Mjuy — uollg
s — Unimlle < @™ (1 — )7 luy — wollg
Desde que 0 < a < 1, se tiene que a™ = 0 cuando n — oo, por tanto {u,} es una
sucesion de Cauchy y desde que S es un conjunto cerrado en el espacio de
Banach V, la sucesién de Cauchy {u,} converge, esto es:
U, > U, UES, cuandon — oo,
(ii) Se debe mostrar que u es una solucién de la ecuacién (1.4.1). De ug €S y
u; = T(uy) junto con que T(S) € S, se obtiene que u; € S.

Similarmente, por induccién se tiene u, € S para todon = 0,1,2, ...
Como el conjunto S cerrado, se obtiene u € §, y por tanto T'(u) € S.
Dado que T es un operador contractivo, entonces:

IT(un) —T@lle < alluy,—ullz > 0 cuandon — co.
Cuando n — o se sigue de u,;, = T(u,) que u = T(u).
(iii) Ahora se debe mostrar la unicidad de la solucién u de (1.4.1).
Sesigunedeu=TWw) yv=T({) conu,v € S que

Hlu —vlle = ITW) =Tz < allu - vile
Desde que 0 < a < 1, esto implica que lju — v]lg = 0, por tanto u = v.
(iv) Cuando m — oo se sigue de
up — Unsmlls < @™(1 — @) luy — wollg

que

e, —ulle < a™(1 — &) luy, — uplls, paratodon =04, ...
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n

llu, —ullg < lug — uyllg. (estimacién del error a priori)

“1-a
Sea n=10,12,..y m=1,2,... Para probar la estimacion del error a posteriori,
obsérvese que

lunss — Unsmealle S Nnss = tnialle + flunsz — unaslle

+oot Nupem — Unemaalls

< (a+a?+ -+ aMluy — upsalle-
Cuando m - oo se obtiene que
Nunss — ulle < a1 — @) Hjug, — upiqlls -
Observe que

luner —ulle = ITua) = TWg < a llu, —ullg.
o

Teorema 1.4.2. Sea E un espacio de Banach, y T:E - E un operador, tal que la
m— ésima potencia de T, es decir T™ es una contracciéon para algiin m € N,
entonces T tiene un Gnico punto fijou, € E.

Prueba

Por el teorema anterior, T™ tiene un Gnico punto fijo u, € E, entonces

T™(ug) = ug
Por otro lado,

T™(T(ue)) = T™* (T(T (o))
= Tm-1 (Tz (uo))

= T(T™(u,))

T™(T(uo)) = T(T™(u0))
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Por la unicidad del punto fijo de T™se tiene que:
T(ug) = ug.
Para mostrar la unicidad del punto fijo de T, supongase que:
T(up) =up y T(vg) = vo.
También se tiene:

T™(T(ug)) = T™(up) = ug

Tm(T(Vo)) =T™(vp) = vy
Puesto que T™ es un operador contraccién, con un tnico punto fijo, se tiene que:

Up = ¥y,
m]

Teorema 1.4.3. Sean E un espacio de Banach,T:E — E un operador lineal
acotado, y f un elemento arbitrario de E, entonces el operador A: E — E definido
por:
Ap=ATop+f

tiene un Gnico punto fijo para cualquier |a| suficientemente pequeiio.
Equivalentemente
Si k es una constante positiva tal que

IToll < kliell para todo ¢ € E,

entonces Ag = @ tiene una tnica solucién siempre que [A|k < 1.
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Prueba
Como T es un operador lineal acotado, existe una constante k tal que :
ITo: — Toall = IT (91 — @)l < kllo; — @2ll, para todo ¢4, ¢, € E.
Por tanto,
lApy — A, ll = (AT @, + f) — (AT, +

= IATos + f — AT @, — fll

= [JATe; — AT ¢,

= |AliTe, — Te,ll

= ATy — Tell < |Alkllo, — @2l

4@, — A, |l < |Alkllor — @21l

En consecuencia A es una contraccion siempre que [Alk < 1.

Por tanto A tiene un tinico punto fijo, por el teorema 1.4.1. n]

Cuando el proceso iterativo se aplica en el caso descrito en el teorema previo, se
obtiene la siguiente sucesién aproximada a la solucién:

@, es un elemento arbitrario de E,

p1=Apy =T+ f,

92 = Apy = AAT@o + f) =AT(AToo + ) + f = T + ATf + f,

@03 = Apy = A(PT?@o + ATF + ) = AT(AP*T2@o + ATF+ )+ f

Pz = A3T3(po + /‘I.ZTZ(P + 2 qu + ®,

On = ATy + A" ITYf 4 oo+ 2T2f + ATS + f.
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Por lo tanto, la solucién ¢ se escribe como:

@=f+ATf + T2 + -+ AT + -,

Noétese que la eleccién de ¢, es irrelevante para la solucién. Sin embargo
algunas elecciones de @, aseguran la rapida convergencia de la serie, en las

aplicaciones es importante para hacer una buena primera aproximacion.
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CAPITULO II

ECUACIONES INTEGRALES LINEALES DE
FREDHOLM DE SEGUNDA ESPECIE

La teoria de las ecuaciones integrales esta relacionada con muchas areas

de las matematicas, entre estas las ecuaciones diferenciales y la teoria de

operadores.

Los matematicos del siglo XIX se encontraban con este tipo de ecuaciones,

probablemente el primer ejemplo fue el problema de la inversion de la integral

1+
0@ = =] e fay

un problema muy importante de ciertas ramas de la fisica matematica, el cual

fue resuelto en 1811 por JEAN BAPTISTE JOSEPH FOURIER en la forma

Y= = e feod
=), e TO%
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En 1823 NIELS HENRIK ABEL fue guiado por su investigacién sobre una

generalizacién del problema de la “tautocrona” a la ecuacién :

_ [ _
g(x) = ,,—(x—y)ady (0<a<1g(a)=0)

Para la cual encontré la solucién

dx

) = sen(nq) f "(yg’(x)

T - x)i-
Sin embargo la teoria general de las ecuaciones integrales lineales fue
elaborada en el limite de los siglos XIX y XX en las obras fundamentalmente de

VITO VOLTERRA, ERIKIVAR FREDHOLM y de DAVID HILBERT.

2.1 DEFINICION Y CLASIFICACION DE LAS ECUACIONES

INTEGRALES

Definicién 2.1.1. Sea f una funcién definida en L?([a, b]), denominada término
libre, y k es una funcién continua definida sobre [a, b] X [a, b] con valores reales,

denominada niicleo. Una ecuaciéon integral lineal es una relacién de la forma

b
p@X)=f(x)+2 f k(x,t)p(t) dt (21.1)

donde:

¢ € L*({a, b]) y es la funcién que debemos encontrar.

2.1.1 CLASIFICACION DE LAS ECUACIONES INTEGRALES LINEALES
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Las ecuaciones integrales se dividen en dos grandes grupos: ecuaciones

integrales lineales de Fredholm y ecuaciones integrales lineales de Volterra.

a. ECUACIONES INTEGRALES LINEALES DE FREDHOLM

Definicién 2.1.2. Sea f una funcién definida en L?([a, b]), denominada término
libre, y k es una funcién continua definida sobre [a, b] % {a, b] con valores reales,
denominada ntcleo. Se llama ecuacion integral lineal de Fredholm de primera

especie, a una relacion de la forma
b
£ = A f k(Do) dt  (a<x<b) (21.2)
a

donde:

@ € L?([a, b]) y es la funcién que debemos encontrar.

Definicién 2.1.3. Sea f una funcién definida en L?*([a, b]), denominada término
libre, y k es una funcién continua definida sobre [a, b] X [a, b] con valores reales,
denominada niicleo. Se llama ecuacibén integral lineal de Fredholm de segunda

especie, a una relacion de la forma

b
0(x) = f(x) + A f k(o De®dt  (a<x<b) (2.1.3)

donde:
@ € L%([a, b]) y es la funcién que debemos encontrar.

El valor que aparece en la ecuacién (2.1.2), 1 es un pardmetro numsérico,
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La ecuacién (2.1.3) es la forma estdndar de una ecuacién integral lineal de
Fredholm de segunda especie, pero una version alternativa la cual es a veces

mas conveniente para tratar es

b
up(x) = f(x) + f k(x,t)p(t)dt (a<x<bh) (2.1.4)

Definicién 2.1.4. Sean f,y funciones definidas en L?([a,b]), denominadas
términos libres, y k es una funcién continua definida sobre [a,b] X [a,b] con
valores reales, denominada nGcleo. Se lama ecuacién integral lineal de

Fredholm de tercera especie, a una relacién de la forma

b
P =f(x) +2 f k(x,t)p(t)dt (a<x<bh) (2.1.5)

donde:

@ € L?>([a, b]) ¥ es la funcién que debemos encontrar.
b. ECUACIONES INTEGRALES LINEALES DE VOLTERRA

Definicién 2.1.5. Sea f una funcién definida en L?([a, b]), denominada término
libre, y k es una funcién continua definida sobre [a, b] X [a, b] con valores reales,
denominada nicleo. Se llama ecuacion integral lineal de Volterra de primera

especie, a una relacién de la forma

Fx) = f k(x, Do (L) d (2.1.6)

a

donde:
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k(x,t) = Oparat > x

- @ € L*([a,b]) y es la funcién que debemos encontrar.

Definicién 2.1.6. Sea f una funcién definida en L?([a, b]), denominada término
libre, y k es una funcién continua definida sobre [a, b] X [a, b] con valores reales,
denominada nticleo. Se llama ecuacion integral lineal de Volterra de segunda

especie, a una relacién de la forma
X
(X)) =f)+1 f k(x, t)e(t) dt 21.7)
a

donde:
k(x,t) = Oparat > x

@ € L?([a,b]) ¥ es la funcién que debemos encontrar.

Definicién 2.1.7. Sean f,{ funciones definidas en I?*([a,b]), denominadas
términos libres, y k es una funcién continua definida sobre [a,b] X [a,b] con
valores reales, denominada nicleo. Se llama ecuacién integral lineal de Volterra

de segunda especie, a una relaciéon de la forma
X
V(X)) = f(x)+2 f k(x, e(t) dt (2.1.8)
a

donde:
k(x,t) = Oparat > x

@ € L?([a, b]) y es la funcién que debemos encontrar.
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Definicién 2.1.8. Una ecuacién integral (de Volterra o de Fredholm) es
homogénea si f , término libre, es f = 0, esto es:
f(x) = 0 para todo x € [a, b],

caso contrario se dice que la ecuacién integral es no homogénea.

2.1.2 TIPOS ESPECIALES DE NUCLEOS
a. El ntlcleo K se llama separable si este es de la forma
n
KGot) = ) MG Na(o),
k=1

donde las funciones M,,M,,..,M; y Ny, Ny, ...,N; son dos conjuntos linealmente
independientes y elementos de L?([a,b]) por tanto el nftcleo es cuadrado
integrable.
b. Un ntcleo K, donde K es una funcién de valor complejo, se llama simétrico (o

Hermitiano) si

k(x,t) = k(t,x),

donde
m es el conjugado complejo de k(x, t).

Para un nicleo real, k(t, x) es igual a k(t, x).
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2.2. TEOREMA DE EXISTENCIA Y UNICIDAD DE LA SOLUCION DE LA
ECUACION INTEGRAL DE FREDHOLM DE SEGUNDA ESPECIE NO

HOMOGENEA.

Este trabajo se basa fundamentalmente en el estudio de las ecuaciones
integrales de Fredholm de segunda especie, definidas en un espacio de Hilbert.

Por lo que consideraremos el Espacio de Hilbert L2([a, b]), donde

b
12([a, b]) = {f:[a,b] > R: f F 0P dx < o0},

Las ecuaciones integrales de Fredholm de segunda especie en el espacio de

Hilbert L?([a, b]), estan definidas por:
b
ex) =f(x)+ Af k(x,t)p(t)dt (a<x<b) (2.2.1)

donde k:[a,b] X [a,b] » R se llama nicleo tal que f: f: lk(x,t)ldxdt < o0 y

o,f € L*([a, b]).
Consideramos el operador K, en L?([a, b]), definido por:
K:1*([a,b]) » L*({a,b])

¢ — Ko
b
(Ke)(0) = f kCx, D)@ (6) dt

Por otra parte, si f € L?*([a, b]), entonces la ecuacién (2.2.1) toma la forma:
o(x) = f(x) + A(Kp)(x), (@a<x<b) (2.2.2)

o(x) -~ AKp)(x) = f(x), (@a<x<b)
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(¢~ AKp)(x) = f(x), (asx<Db)
@ =Ko+ f, (2.2.3)
Luego la ecuacidén (2.2.3) es una ecuacion integral de Fredholm de segunda
especie en el espacio de Hilbert L2([a, b]).
Se verifica que el operador K € L?([a, b]) es un operador lineal, acotado.
Probemos que Ko € L?([a, b]).
En efecto,

Por la desigualdad de Schwartz, se tiene:

b
f k(x,t)o(t) dtl

|(K@)(x)| =

b
IKp)()| < f Iz, ()| dt

b b % b %
flk(x,t)rp(t)!dtSU Ik(x,t)lzdt] U pr(t)lzdt]

N =

LV a d

b [ b
I(KfP)(x)ISU Ik(x.t)lzdt] f lp(®)]? dt

b [ b 7
I(Kfp)(x)leU Ik(x.t)lzdt] f lp(®)I? dt

Integrando ambos miembros con respecto a x, x € [a, b], se tiene:

b ' b b b
f (K@) 2dx < f (U lk(x,t)lzdt] U |<p(t)|2dt])dx

b b b b

f (K@) (o) l2dx < f (f lk(x, )12 dt [ lrp(t)lzdt)dx
b b b b

f I(K)(0)2dx < f f keCx, )2 dt dx f lo(O)I? dt
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Como

b b b
f f k(x, O)|?dtdx < oo,f )2 dt <o
a “‘a

a

entonces

b
f (K@) @)Pdx < oo

a

es decir,

Ko € L?([a, b]).

Probemos que K es un operador lineal
En efecto,

Sean o, ¢ € L?([a, b])

b
(K@ + 9)(x) = ] ke, DI + @(O)]dt

b b
(Kb + @) (x) = f ke, )(E) dt + f k(x, £) p(t)dt

(K@ + ¢))(x) = KP)(x) + (Kp)(x)
(K@ + 9))(x) = KP)(x) + (Kp)(x), Vx € [a,b]

K+ o) = (K¢) + (Ko)

b

(K(a))(x) = f kGe, ) (@) (t)dt
b

(K(a9))(x) = [ kCr, £)(a(e))dt

b
(K(ap))(x) =« ] k(x,t) o(t)dt
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(K(ap))(x) = a(Kp)(x), Vx € [a,b],VaeK
(K(a9)) = a(Kp), VxE€[ablVaeK

Por tanto K es un operador lineal.

Probemos que K es un operador acotado

En efecto,

b
(Kl =‘}f |(Kp)(x)|2dx

b
KON = f I(Ko)(0)|2dx

b b pb b
K2 = f (K@) () [2dx < f f s, dedx [ o) de

b

b ,b

II(K(p)IISﬁ f Ik(x.t)lzdtdxf lp(t)]? dt
b pb b

Kl < ﬁ f |k(Cx, t)|? dt dx ﬁ le@®2dt

Nl < Slipll, v € L([a,b])

donde

a=jbeb|k(x,t)|2dtdx

Por tanto K es un operador acotado.
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Teorema 2.3.2 La ecuacién

b
o) = fx)+ /1] k(x,t)p(®)dt (a<x<bh)

tiene una Gnica soluciéon ¢ € I?([a, b]), dado que el nicleo k es continuo en

[a,b] X [a,b], f € L*([a,b]) y |A]6 <1 donde

6=ELblk(x,t)lzdtdx

Prueba
Este resultado de denomina teorema de existencia y unicidad de las soluciones
de la Ecuacién Integral de Fredholm de segunda especie no homogénea.

Consideremos el operador
K:1%([a, b)) » L*({a,b])

definido por:

b
Ko)(x) = f(x) +Af k(x,t)e(t)dt (@a<x<Db)

Como f € L?>([a, b]) entonces
Ko € I2([a,b]) si [Lk(x,O)pt)dt € [2([a,b])

Por la desigualdad de Schwartz, se tiene:

b b
f kCx, )0 (t) dt| < f Ik (x, ()] dt

1

1
b 3 b 7l
< [ f [k (x, )12 alt}2 [ f Igo(t)lzdtr

Por tanto:
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b 2 b b
f k(x, (0 dt sU Ik(x,t)lzdt” I(p(t)lzdt]

Integramos ambos miembros con respecto a x

fb zdxsfb (Ublk(x,t)lzdt] Ublqo(t)lzdt])dx
< f: (f:m(x, t)IzdtLquo(t)lzdt) dx
< fa ’ fa e, 12 dedx ( fa o2 dt)

b
[ k(x, ) (b) dt

Desde que:

b b b
] f kCx, D dtdx < o y f lo(O dt < oo
a a a

De esta manera se prueba que:
Ko € I*([a,b])

Ademas nétese también que el operador definido por:

b
Ap)(x) = f kCx, o) dt € L2([a, b])

es acotado, esto es:

b

l4gll = j f (4p) ()12 dx
b

lAglf2 = f ICA@) ()2 dx

b b b b
lAgll? = f t(Arp)(x)ldes(f f |k<x,t)|2dtdx)(f |<p(t)12dt)
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b b
lagll < J( Ik(x,t)lzdtdx)( | |<a(t)|2dt)
b
lAgll < j [ f Ik, ) dedx j f (I dt

a

l4ell < Sliell, Vo € L*([a, b])

Donde

a=jbeb|k(x,t)|2dtdx

Por lo tanto por el Teorema 1.4.3., la ecuacion
Tp=¢

tiene una inica solucién siempre que |a|é < 1.



2.3. TEOREMA DE LA ALTERNATIVA DE FREDHOLM

A principios de 1900, IVAR FREDHOLM encontré condiciones necesarias
y suficientes para la solucion de un gran niimero de ecuaciones integrales de
segunda especie, con estos resultados, Fredholm fue capaz de establecer
teoremas de existencia generales para la solucién de este tipo de ecuaciones.
En esta seccién se considera el teorema de la Alternativa de Fredholm, que es
una herramienta fundamental en la bisqueda de decisiones con respecto a la
solucion de cierto tipo de ecuaciones integrales.
Teorema 2.3.1 (Alternativa de Fredholm) Sea A un operador compacto
autoadjunto sobre un espacio de Hilbert H. Entonces la ecuacion de operador no
homogénea

p=Ap+f
tiene una Gnica solucién para cada ¢ € H siy sélo si la ecuacion homogénea
g=Ag

tiene solamente la solucién trivial g = 0.
Prueba

Ver Lokenath Debnath — Piotr Mikusinski [7], pAgina 222.
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CAPITULO 111

METODOS DE SOLUCION DE ECUACIONES
INTEGRALES LINEALES DE FREDHOLM DE
SEGUNDA ESPECIE NO HOMOGENEAS

En este capitulo, se desarrollan los métodos de solucién de Ecuaciones
integrales de Fredholm de sunga especie no homogéneas, tales como:
El método de aproximaciones sucesivas, método de solucion de ecuaciones
integrales con ntcleo separable, método de sumas finitas, y en la seccién 3.4, se
realiza la comparacién de los métodos de solucion de ecuaciones integrales lineales
. de Fredholm de segunda especie no homogéneas, haciendo uso del sistema de

algebra computacional, Mathematica 6.0.
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3.1. METODO DE APROXIMACIONES SUCESIVAS
Consideremos la ecuacién de operadores.

p=AKg+f (3.1.1)
donde:

f € 1*([a, b])
1€K

@ es la funcion que se debe de encontrar.

Si K es un operador integral con un nicleo k , esto es,

b
Ko(x) = [ kCx, o(t) dt

entonces (3.1.1) se puede representar como una ecuacién integral de Fredholm

de segunda especie:

b
o) = Fx) + 4 f K(x, D(f) dt (3.1.2)

donde f y K son funciones de L*([a, b]).
Como primera aproximacién de orden cero a la funcién ¢ se tiene

Po(x) = f(x)
Luego esta aproximacion es sustituida en el lado derecho de la ecuacién (3.1.2)

para obtener la aproximaciéon de primer orden

b
0u(0) = F() + f K(x, )po () dt

b
01() = F(x) + f K(x, OF ) dt (3.1.3)
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Esta funcion, cuando es sustituida en (3.1.2), se obtiene la aproximacién de

segundo orden, esto es

b
2(x) = () + 2 f K (e, ) (2) dt

a

Este proceso es repetido, la aproximacién del (n+1) orden es obtenida
sustituyendo la aproximacion de orden n en el lado derecho de la ecuacién
(3.1.2).

resultando la relacién recursiva

b
Prs1(0) = F(x) + 2 f K (x, 0)pu(t) dt (3.14)

Si @, (x) tiende uniformemente a un limite cuando n — oo, entonces este limite es
1a solucion requerida.
Para estudiar tal limite, se debe examinar el proceso iterativo (3.1.4) en detalle.

Las aproximaciones de primer y segundo orden son

b
0 = FG)+ 2 | K ) f©)de (3.15)

b b
@2(x) = f(x)+ A f K(x,t) (f(t) +2 f K(t,s)f(s) ds) dt

b b b
0,(0) = F(x) + 4 f K(x, f(0) dt + 22 f K(x, ) ( f K(t 5)f(s) ds) dt. (3.1.6)
Considérese que

b
K;(x,t) =f K(x,s)K(s,t)ds



por tanto resulta que:

b b
@, (x)=fx)+2 f K(x, t)f(t) dt + 2° f Ky (x, t) f(t)dt. 3.1.7)

Similarmente,

b
p3(x) = f(x)+2 f K(x,t)f (t) dt

b b
+ A% I K (x,t) f(t)dt + A3 f K3(x,0) f(t)dt, (3.1.8)

a

donde

b
K;(x,t) = f K(x,s)K,(s, t)ds

a

Continuando este proceso, y denotando
b
Ky (x,t) = f K(x,5)Kp,-1(s, t)ds (3.1.9)
a

Se obtiene la solucién aproximada de orden (n+ 1) de la ecuacion integral

(3.1.2) como

n

b
Pn() = FG) + Y A f K,,(x, O)F (©) dt (3.1.10)

m=1

La expresién K,,(x,t) se llama iteracion de orden m, donde K;(x,t) = K(x, t).
Pasando al limite cuando n — oo, se obtienen las series de Neumann

= b
00) = lim pu) = )+ D a™ [ Kn(uOf @ de (3111)

m=1
Queda por determinar las condiciones bajo las cuales esta convergencia es

lograda. Para este propésito, se recurre a la suma parcial (3.1.10) y aplicando la

45



desigualdad de Schwarz (Teorema 1.2.1) al término general de esta suma, y se

obtiene

2 b b
s(f IKm(x,t)Izdt)(f |f(t)|2dt> (3.1.12)

b
f K., (x, OF () dt

Sean D = |lifll = f:l F(©)]?dt, luego se tiene:
b
p*= [ Irord,
a

y C2 la cota superior de la integral

b

[ Km0t
a

esto es

b
[ Ko Cx, )12 dt < C2

a

Por esta razén, la desigualdad (3.1.12), usando la desigualdad de Schwarz se

transforma en:

2

b
f K,(x,0)f(t)dt] < C%4D? (3.1.13)

El siguiente paso es relacionar la estimacién C2 con la estimacién CZ.

Esta relacion se logra aplicando la desigualdad de Schwarz a la relacién (3.1.9)

b
Km(x,t)=f K(x,s)Ky_1(s,t)ds

b b
1K, Cx, O < f K (x,5)[?ds f K,y (s, £)]%ds, (3.1.14)

a a
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La cual, integrando con respecto a t, se tiene

b b b b
f (K, (x, £)[2dt < [ ( ] K (x, 5)[2ds f K _1(s,t)|2ds)dt
a a a a
b "ab b b
f K, O)[2dE < f f K, 5)|2dsdt f |Kma (s, O17ds
a a a a

b
f K, (x, D?dt < BC2_, (3.115)
a

C2 < B%C%_,

donde

b pb
B? = f f K(s, £)[2dsdt
a

a

Luego

b b
Ky (D] < f K, 5)|2ds f K (s, O)[2ds,

a a

La cual, integrando con respecto a t, se tiene

b b b b
[ Ko G, O)]2dit < f ([ Kz (x,5)?ds f IK(s.t)IzdS)dt
a [73 a a
b b pb b
f IKpa (x, )2t < f f IK(s, B)|2dsdt f Ko (x, 5)[2ds
a a a a

b
f K, (x, )1t < B2CZ_, (3.1.16)

a
Ch1 < B*CE
Relacionando (4.1.15)con (4.1.16), se tiene:

C% < B*CE_,

47



La desigualdad (3.1.15) establece la relacién

C% < B?m-2C2, (3.1.17)

De (3.1.13) y (3.1.17), se tiene la siguiente desigualdad

2
< C2p2p*m-2, (3.1.18)

b
[ Knor@ ac

Por lo tanto, el término general de la suma parcial (3.1.10) tiene una magnitud
menor que la cantidad DC,|A|™B™1, y sigue que la serie infinita (3.1.11)
converge mas rapido que la serie geométrica con radio |A|B.
Por tanto, si

A|IB <1, (3.1.19)
la convergencia uniforme de esta serie es segura.
Ahora se probara que para cualquier A, la ecuacién (3.1.2) tiene una tinica
solucién. Supéngase lo contrario, que @, y @, son dos soluciones de la ecuacion

(3.1.2), esto es:

b
0,(%) = Fx) + 1 ] K(x, D)o, (8 dt (3.1.20)

b
02 = F) + 2 | K02 de (3.1.21)
a
Restando estas ecuaciones y considerando ¢;(x) — @,(x) =¥(x), resulta:

b b
¢ﬂ@—¢mﬂ=lfKQJWJﬂﬂ—AfK&mWﬂﬂm

b
W) =2 j K, Op(e) dt (3.1.22)



Aplicando la desigualdad de Schwarz a esta ecuacién:
b b
W@l <P [ IKGorde | e ae (3.1.23)
a a
Integrando respecto a x, se tiene:

b b pb b
f (G dx < A7 f f IK(x, O2 da dt [ Wb ()2 dx

b
(1 - |A}2B?) f [P(x)|2dx < 0. (3.1.24)

Por la desigualdad (3.1.19) y como ¥(x) = ¢,(x) — @2(x) se concluye que
P(x) =0, esto es:

¢1(x) = 92 (%), ¥ x € [a,].
En lo que sigue se mostrara la aplicacion del método de Aproximaciones
Sucesivas para ecuaciones integrales lineales de Fredholm de segunda especie
no homogéneas.

1. Dada la ecuacién integral de Fredholm de segunda especie no homogénea,

ex)=x+ %f_ll(t - x)p(t)dt

Se determinara la solucién de esta ecuacién integral.

Identificando la ecuacién integral lineal de Fredholm de segunda especie no
homogénea, se tiene que:

f(x) =x,

A=

NI

K(x,t) =t—x,
a=-~1y b=1.
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La solucion exacta de la ecuacion integral, como se puede comprobar por

sustitucién directa, es

x = 0.25 + 0.75x

ol w

o(x) =%+

Vamos hallar una solucién aproximada haciendo uso del método de

Aproximaciones Sucesivas, puesto que:

1 1 1 1 8
32=f f |K(x,t)|2dxdt=f f 6~ P drde = -
—-1J/-1 -1J-1

8
B = \j; = 1.63299

= 0.612372

| =

. . " 1 )
entonces intervalo de convergencia de la solucién es || < = esto es!

1
-0.612372 <A1 = 5 < 0.612372

lo que garantiza la existencia de la solucion.

Primero consideramos como primera aproximacién a ¢y(x) =x, entonces

tenemos
1t 1
01(0) =x+—f € = DpB)dt =x+=
2)_, 3
Sustituyendo ¢, en la ecuacion original, tenemos

(x) = +1f1(t )(t+1)dt— MR
02(x) = X + > 1 X 3)dt =x+3 —3x
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Continuando este proceso, obtenemos

() = +1f1(t )(1+2t)dt—2+2
) =xTa) N THETE)H TR

1t 2 2 2 7
(p4(x)—x+§ _l(t“x)('§+§t)dt —--9-+§x

1! 2 7 7 7
¢5(X)—x+-2- —l(t——x) '9'+-9't)dt -—-E',i+§x

1t 7 20 20 20
@7(x) -x+§f_1(t"x)(§'7'+§'t)dt =157
1! 20 20 20 60
(pg(x)—x+§ _1(t"'x) ‘B“i"l"z—'t)dt —8—1-+-§Ix—0.247+0.753x

Pox) = -

Vemos que la solucion aproximada ¢,,(x) mejora a medida que n aumenta y tras

ocho iteraciones la aproximacién @g(x) es una buena estimaciéon de la soluciéon

exacta.

2. Dada la ecuacion integral de Fredholm de segunda especie no homogénea,
1 1
o(x) =2x+ Ef (x + t)e(t) dt
0

Se determinara la solucién de esta ecuacion integral.
Identificando la ecuacién integral lineal de Fredholm de segunda especie no

homogénea, se tiene que:
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f(x) =x,

=2,

2
K(x,t) =x+t,
a=0y b=1.

La solucién exacta, como se puede comprobar por sustitucion directa, es:

X
=53t53 = 0.6956521739130435 + 3.130434782608696 x

Vamos hallar una solucién aproximada haciendo uso del método de

Aproximaciones Sucesivas, esto es:

1 p1 1 1 7
32=f f m(x,t)lzczxdt:f f x + ti dx dt = =
0 Y0 0“0 6

B = 7-'11667
= [z=1

1
= = 0.857
= = 085714

entonces el intervalo de convergencia de la solucién es {1| < 1/B, esto es:
1
~0.85714 < A = 5 < 0.85714

lo que garantiza la existencia de la solucion.

Ahora consideramos como primera aproximacién a @y(x) = 1, entonces tenemos:

1 1
pi(0) = 22+ f (x + )y (£) dt
0

5x

(x) = 2 +1( +1)—1+
PX) =X N*T2) T2

Sustituyendo ¢, en la ecuacién original, tenemos
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Pa(x) =2x+ = f(x+t)(1 Szt)dt

) 23+11x
P2 X =T

Continuando este proceso, obtenemos:

23 11t 37 281x
p3(x) =2x+ 3 f(x t) +—)d =t 5

=2 +1J‘1( o, )(37+281t)d _1457  145¢
Pl =2xT ) 7 ~2304 " 48

N +1f1( " )(1457 145t) _6097 | 14153
pslx)=exTa ), Y TP \z302 9216 ' 4608

0 = 254 L J'i - )(6097 14153 t) _ 74903  3173¢
PeXI=2X73), 9216 © 4608 /* T 110592 ' 1024

) = 24 1 f 474903 3173 t) _ 303359 688613x
$rxy=cxta ), ¥ TP \110592 T 10224 ) ** T 222368 T 221184

=224 L f o4 1y (303359, 688613 t) _ 3664529 690361
Vo) =2x%3), ¥ " \2az368 ~ 221184/ T 5308416 * 221184

. f (x4 1 (3664529, 690361 t) _ 4903435 33182525
Polx) = 2X %3, ¥ T Y \5308216 " 221184 /** T7077888 T 10616832

4903435 33182525x

@o(x) = 2077888 + 10616832 0.6927822254322193 + 3.125463886025511x

Vemos que la solucién aproximada ¢,,(x) mejora a medida que n aumenta y tras

ocho iteraciones la aproximacion es una buena estimacion de la solucién

exacta.
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3.2. METODO DE SOLUCION DE ECUACIONES INTEGRALES

CON NUCLEO SEPARABLE

Definicion 3.2.1. El ntcleo K se llama separable o niicleo de Pincherle-Goursat

(nicleo PQ) si este es de la forma
n
K(xt) = Z M, (x) N, (5), (3.2.1)
k=1

donde las funciones M,;,M,,...,M; y Ny, N,, ..., N; son dos conjuntos linealmente
independientes y elementos de L?([a,b]) por tanto el ntcleo es cuadrado
integrable.

Tales nicleos se llaman degenerados, este tipo de nicleos incluyen tedos los
polinomios y muchas funciones trascendentales, por ejemplo

cos(x +t) =cosxcost—senxsent,xt, x%t+ xt2

Considérese la ecuacidén integral de Fredholm
b
o(x) = F&) + 4 [ K(x, t)o(t) dt (3.2.2)
a

con nucleo separable

K(x,f) = Z M,, () Ny () (3.2.3)

k=1

por tanto, se tiene:

b n
p(x) =f(x)+ A f (Z M. (x) Nk(t)) () dt
@ \k=1
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b
() = FGO) +2 f M CON,(E) + MyGON(E) + - +Mu(RINA () 9(8) dt

b
o) = F(x) + 4 f M ON, (D90 + My DN, @D P(E) + - +Mp (BN, p(6)) it

b b
o) = F() +2 ] My GON; (D (e) de + A f My (N, () (8) dit + -+

b
+1 f M, GON, (£)o(6) dt
b b

0(0) = F(x) + M, () [ Ny(©)p(E) dt + AMy(x) [ Ny (@ (©) dt + -

b
+ AM, () f Na(8)() dt
Donde

b
C, = f NOo®dt (k=12 ..,n)

a
Se tiene:
@(x) = f(x) + M1 (x)Cp + AMa(X)C + -+ + AMp (X)Cp,
P(x) = f(x) + AC, My (x) + AC, M3 (x) + -+ + AC1cMy (%)
n
PG = FE) +1) CeMy(), (3.24)
k=1
Asi se tiene que la diferencia ¢(x) — f(x) = A X}=; C My (x) necesariamente debe
coincidir con una combinacion lineal de funciones M, esto es:
n
PO~ () =2 CeMe(x)
k=1

Ademais al multiplicar (4.2.3) por N;,(x) (h = 1,2,...,n)
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n

Np(x)p(x) = Np(x) (f(x) + AZ

k=1

CkMk(x))

y luego integrando con respecto a x, se obtiene:

b b n
f Np(x)p(x) dx = [ Nj(x) (f (%) + AZ CkMk(x)) dx

a a k=1

b b b n
f N,(x)p(x)dx = f Np(x)f(x) dx + f (/IZ CpM, (x) Nh(x)> dx
a a a =1

~b b n
C, = fa Ny GO)f () dox + L (Akz; CeMi (%) Nh(x)) dx

esto es,
n
Ch - AZ ‘ﬂhk Ck = Bh (h = 1,2, ...,n)
k=1
donde
b b
A = f M (Ny(x) dx, By = f Ny, () (%) dx. (32.5)
a a

Se muestra que las n incdgnitas C,,C,,..,C, deben satisfacer el siguiente

sistema algebraico de n ecuaciones lineales:

Cy = AAy1 €y — AA 305 — = AAynCn = By
Cz - M2161 - MzzCz e —MZnCn = Bz

Cpn— AAp 1€ — AA G — - + _A‘ﬂnncn =B,
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(1 = AA11)C; = AA12C3 — = AAy0Cr = B,

—AA71C1 + (1 = AA)C; — -+ — AAznC, = B, (3.2.6)

Para cada solucién CI(O), Czco), . C,EO) de este sistema le corresponde una solucién
de ecuacién (3.2.3) dada por (3.2.4); reciprocamente, para cada solucién de la

ecuacién integral, la cual necesariamente debe ser de la forma (3.2.4), le

corresponde una solucion del sistema de ecuaciones (3.2.6).

Consecuentemente, el objetivo de estudio de este método de solucién es

investigar el determinante de los coeficientes del sistema (3.2.6):

1 - ﬂ.c/ll]_ —Acﬂlz s "ﬂtﬂln
—AA 1-2A4 —AA
D) = “ 22 =1, (3.2.7)
_Acﬂnl —Acﬂnz e 1 - Mnn

el cual es un polinomio de grado n en A.

Si D(A) # 0, entonces el sistema (3.2.6) tiene una y solo una solucion dada por la

féormula de Cramer

1
Cp = '5(7)'@”‘31 + DBy + o+ DuBr) (k=12,..,7)

donde
Dnx denota el cofactor del elemento (h, k) del determinante D(1); la ecuacién

(3.2.3) tiene la tnica solucién
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A n
o) = f@) + 3755 ;(:Dmﬂl + DBy + -+ Do B M (%) (3.2.8)

mientras que la ecuaciéon homogénea correspondiente:

b
0(x) -1 f K o) dt =0

tiene solamente la solucién trivial ¢(x) = 0.
Es mas, considerando la expresiéon de B, en (3.2.5), la solucién (3.2.8) también

puede ser expresada como

1 n b ' b
p(x) = f(x) +—5(7)- ;('lefa N, (D) e(t) dt+z)2kfa N,()p(t) dt + -

b
+ D [ M0 dt) M)

a

2 e
e(x) = f(x) + D fa {;[&Mﬂﬂ + D N () + ++ + Dy Np ()] Mk(x)} p(t)dt

En los ejemplos siguientes se mostrara la aplicacion del método de solucién de

ecuaciones integrales con ntcleo separable, esto es:

1. Dada otra ecuacién integral de Fredholm de segunda especie no homogénea,

1
o(x)=x +% (t-x)p(t)dt (3.2.15)
-1

Se determinara su solucién.
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De la ecuacién integral lineal de Fredholm de segunda especie no
homogénea, se tiene que:
fx) =x,

A=

’

NI

Kx,)=t—~x=1t—x.1,con M;(x) =1, N;(t) =ty My(x) =—x,N,(t) =1
a=-1y b=1

Donde,

K(x,t) es un nucleo separable, ver definicién 3.2.1.

Por tanto la ecuacién (3.2.15) se puede expresar como:

1! 1
px)=x+= t(p(t)dt——f xp(t) dt
2), 2)_,

1! x (1
p(x) = x+-—f te®dt—=1 @()dt
2], 2),
considerando:
1
= f to(t)dt (3.2.16)
-1
1
Cy = f p(t)dt (3.17)
-1

La ecuacidn (3.2.15) se reduce a:

1 x
o(x)=x+ 5617562 (3.2.18)

Por tanto para determinar la solucién de la ecuacién debemos determinar c,

Yy ¢,
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Para hallar el valor de ¢, y ¢,, sustituimos (3.2.18) en las ecuaciones (3.2.16)

y (3.2.17), asi obtenemos un sistema algebraico:

flt(t+1 tc)dt 2_c
C = =0 — = = — =
LR 21 27 3 3

c f1(t+1c t )dt c
2 A ) 5 C2 1

Simplificando obtenemaos:

+c_2
{“ 33

“'C1+C2=0

Resolviendo mediante la regla de Cramer, se obtiene:

,Z'.l.

3 3
ool 1
2

1 3

-1 1

13
-1 ol _1
C = " 1—'2'

3

-1 1

Sustituyendo estos valores en (3.2.18) obtenemos la solucién de la ecuacién

integral (3.2.15):
1/1y x/1
o@=x+3(3)-3()
1 3x
e =g+
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2. Dada la ecuacién integral de Fredholm de segunda especie no homogénea,

1 1
o) =22+ f (x + o (t) dt (3.211)
0

Se determinara su solucion.

De la ecuacion integral lineal de Fredholm de segunda especie no
homogénea, se tiene que:

f(x) =x,

A=:

Kx,t)=x+t=x.1+1.t,
con My(x) =x,Ny(t) =1y My(x) =1,N,(t) = ¢

a=0y b=1.
Donde,
K(x,t) es un nucleo separable, ver definicién 3.2.1.

Por tanto la ecuacién (4.3.11) se puede expresar como:

1! 1t
o(x) = 2% + = f xo(t) dt += f to(t) dt
2 0 2 0

1 (1 11
(p(x)=2x+-xfo o(t) dt +§Lt(p(t)dt

2
considerando:

1

cL= j p(t) dt (3.2.12)
0
1

Cy = f to(t)dt (3.213)
0

La ecuacién (3.3.11) se reduce a:
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1 1
o(x) =2x+ 7% + 562 (3.2.14)

Por tanto para determinar la solucién de la ecuacion debemos determinar ¢; y
C2-
Para hallar el valor de las constantes, sustituimos (3.2.14) en las ecuaciones

(3.2.12) y (3.2.13), asi obtenemos un sistema algebraico:

c —f1(2t+1tc +1c)dt 1+3242
1= Sl T 502 = - T
o 2 2 472

1 1 1 2 C1 Cz
= 2 - - ) = -t —
Cy fot( t+2tc1+2r:2 dt 3+6+4
Simplificando obtenemos:
2c; 4
aT73 =3
2C1+ _8
g 12579

= ulm

P S —
D | 00 W fus

Ay
it
o[,[, [
s wIN
il
NIU‘I
win
<
S
]
o

Sustituyendo estos valores en (3.2.14) obtenemos la solucién de la ecuacién

integral (3.2.11):

) = 2 +1 (32)+1(32)

PRI =2x+5%\23) T 2\23
16 72x

=373
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3.3. METODO DE SUMAS FINITAS

El método de sumas finitas para ecuaciones integrales lineales de
Fredholm se basa fundamentalmente en el cilculo de forma aproximada de
integrales definidas. Para este trabajo, se ha considerado la Cuadratura de

Gauss, como método de aproximacién de evaluacién de una integral definida.

3.3.1. CUADRATURA DE GAUSS

La integracién numérica es usada para obtener respuestas aproximadas para
integrales definidas que no pueden ser resueltas analiticamente.
La integracién numérica es un proceso de hallar el valor numérico de una

integral definida:

[ = fa ’ feod.

La regla decuadratura esun nombre genérico dadoa cualquier método
numérico para la evaluacién de una aproximaciéon a una integral de If de una

funcién f:
b
If = f w(x)f (x)dx,

donde w(x) es una funcion de ponderacidn.
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Definicién 3.3.1. Considérese que a = xy < x; < -» < x, = b. Una férmula de la
forma
n
Q) = Z wif (%) = wof (o) + wif (%) + -+ + waf () (33.1)
j=0 .

que cumple

a

b
f f)dx = Q(f) + E[f] (3.3.2)

se llama integracién numérica o férmula de cuadratura.
El término E[f] se llama error de truncamiento para la integracion, los valores

{x;}, j=0,1,..,n se laman nodos de la cuadratura, y los {w;}, j=0,1,..,n se

laman ponderaciones.

Definicién 3.3.2. El grado de precision de una formula de cuadratura es el
nimero entero positivo n tal que E[p;] = 0 para todos los polinomios p;(x) de

gradoi < n.

Los métodos de integracion numérica usuales estdn basados en la eleccién de
puntos de evaluacién para la funcion f. Estos métodos usuales son adecuados
para informacion tabulada regularmente, la cual puede ser obtenida en un
laboratorio, o ae un programa de computadora disefiado para producir datos

tabulados. Si se tiene la libertad de elegir los puntos en los cuales evaluar f,
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una eleccion cuidadosa puede lograr méas precisién en evaluar la integral en
cuestion.

En la evaluacion de una integral sobre el intervalo desde a hasta b, no es
necesario evaluar f en los extremos, esto es en a o en b, del intervalo.

Para este trabajo, se ha considerado la Cuadratura de Gauss, como método de
aproximacién de evaluacion de una integral sobre el intervalo desde a hasta b.
La cuadratura de Gauss elige los puntos para la evaluacion de una manera
Optima, antes que elegirlos en lugares equidistantes.

Los nodos x4, X, ..., X, en el intervalo {a, b] y los coeficientes wy, w;, ..., w,, son

elegidos para obtener la aproximacién:

[ ra= X

a i=1

Para medir esta precision, se asume que la mejor eleccion de estos valores
produce el resultado exacto para la clase mas grande de polinomios, esto es, la

eleccién que retorna el grado mas alto de precisiéon.

Los coeficientes wy, wy, ..., Wy, en la formula de aproximacién son arbitrarios, y los
nodos x3, x5, ... , X, son restringidos solamente por hecho que ellos deben estar en

el [a, b}, intervalo de integracion.

Resultando 2n paradmetros para elegir, si los coeficientes de un polinomio son
considerados pariametros, la clase de polinomios de grado como maximo 2n -1

también contiene 2n parametros.
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Esto, entonces, es la clase mas grande de los polinomios para los cuales es

razonable esperar que una formula sea exacta.

Con la eleccién adecuada de los valores y constantes, la exactitud en este

conjunto puede ser obtenido.

Para ilustrar el procedimiento de la eleccion de los parametros apropiados, se
mostrara como seleccionar los coeficientes y nodos cuando n = 2 y el intervalo de

integracién es [—1,1].

Luego se discutira el caso mas general para una eleccién arbitraria de nodos y
coeficientes y se mostrara como la técnica es modificada cuando se integra sobre

un intervalo arbitrario.

Para determinar los coeficientes y nodos cuando n = 2, es decir, wy,wy,x; ¥ X,

talque la formula de integracién

1
- f(x)dx = wy f(x1) + waf(xz)
-1

de un resultado exacto siempre que f(x) es un polinomio de grado 2(2)—1=30

menos, esto es:
f(x) = ag + ayx + a,x% + agx®,

para algunas constantes, ay,a,,a; y az.
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Reemplazando f en la integral se tiene:
1

1
fO)dx = | (ag+ax + a,x? + azx®)dx
-1 -1

1 1 1 1
=aof 1dx+a1f xdx+a2f xzdx+a3f x3dx
-1 1 -1 -1

Esto es equivalente a mostrar que la formula retorna resultados exactos cunado
f(X) esl, x,x%yx3.

Bajo esta consideracién podemos obtener los valores de: wy, wy, x5 ¥ x5, tal que
1

-1

1

W1Xp + WoXx, = f xdx=10
-1

1
wix,3 + woxgd = f x2dx =0
-1

Resolviendo este sistema de ecuaciones, obtenemos la solucion:

V3 V3
wmi=lwy=1lx=-7 yx=-—7

Lo cual resulta en la formula aproximada:

1 V3 3
e (D)9

Esta formula tiene un grado de precision 3, esto es, esta férmula produce el

resultado exacto para cada polinomio de grado 3 o menos.
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Teorema 3.3.1. (Cuadratura de Gauss para dos puntos) Si f es una funcién de

valor real continua sobre el intervalo [—1,1], entonces

1 3 3
_1f (x)dx=f (—9 +f (1/3—-) (3.3.3)

La cuadratura de Gauss para dos Puntos G,(f) tiene grado de precision n = 3.

E]l método descrito anteriormente puede ser usado para determinar los nodos y
coeficientes para féormulas que retornen resultados exactos para polinomios de

grado superior, pero una forma alternativa los obtiene mas facilmente.

El conjunto que es considerado para este problema es el de los Polinomios de
Legendre, una coleccion {py(x), p, (%), ..., po (%), ...} con las siguientes propiedades:
1. Para cada n, p,,(x) es un polinomio de grado n.
2. f_11 p(x) po(x)dx = 0, siempre que P(x) es un polinomio de grado menor
que n.

Los primeros 5 polinomios de Legendre son.

po(x) =1,

p() =%

p2(x) = ;_xz = %.

p3(x) = §x3 - ;x,

Pa(x) = %#4 ~ -1;45-x2 + %.
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-1..0E

Figural

Las raices de estos polinomios son distintas y estdn en el intervalo [-1,1], los
polinomios tienen simetria con respecto al origen de coordenadas y al eje de las
ordenadas, y los més importante, son la eleccion correcta para determinar los
parametros que son los nodos y los coeficientes para de la Cuadratura de
Gauss.

Los polinomios de Legendre pueden ser generados por la siguiente relacion de
recurrencia’

2n—-1 2n—1

Apn(x) = ( )xpn-l(x) - ( )pn_z(x) (nz2)

Los nodos x3, x5, ... ,Xx,, necesarios para obtener la férmula de aproximacién de
la integral que retorna el valor exacto para cualquier polinomio de grado menor

que 2n, son las raices del polinomio de Legendre de grado n.
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Teorema 3.8.2. (Cuadratura de Gauss para n puntos) Si f es una funcién de

valor real y continua, sobre el intervalo [-1,1], entonces

1 n
[ fedx Z wif () (334)

La cuadratura de Gauss para n Puntos G,(f) tiene grado de precisién 2n — 1,
donde cada x; , i = 1,2, ...,n es 1a raiz del polinomio de Legendre y w;
i =1,2,..,nes el coeficiente para la cuadratura de Gauss.

Prueba.

Ver JohnH. Mathews y Kurtis D. [10], pagina 392.

Teorema 3.3.2. Sean x4, x,, ... ,X, las raices del polinomio de Legendre de grado

n, pp(x) y paracada i = 1,2,3, ..., n, los ntimeros w; son definidos por

L e
w; = f H" *i g (3.3.5)
150% %

Prueba.

Primero considérese que el polinomio p(x) de grado menor que n, definiendo a
p(x) como un polinomio de Lagrange de con nodos de interpolacién en la raices
del polinomio de Legendre p,(x).

Por el Teorema A.1.3 (Interpolacién de Lagrange) y Definicién A .1.8.

La representacién de p(x) es tnica, por tanto

p(x) = Z Ly (x)p (xic)
i=1
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n

n
X —X;
@ =) | [[2=2 et
=1\ =t
jEi

Integrando ambos miembros, se tiene:

Fn
flp(x)dx=f11 Zl I_[;:Z p(x))dx

“*ti
L j=i

-
1

—lp(x)dx - Zn: fi ﬁ;:z dx|p(x;)

i=1 J=i

=3

1
1p(x)ﬂlx = Z w; p(xx)
- i=1

donde:

n
W; = .
-1 =1xi—xj

JjRi

La tabla 1 muestra los valores de las Raices x,, y de los Coeficientes w, con

n=234,y5.
Tabla 1
n Raices x,; Coeficientes w,,;
92 0.5773502692 1.0000000000
-0.5773502692 1.0000000000
0.7745966692 0.5555555556
3 0.0000000000 0.8888888889
-0.7745966692 0.5555555556
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0.8611363116 0.3478548451
0.3399810436 0.6521451549
-0.3399810436 0.6521451549
-0.8611363116 0.3478548451
0.9061798459 0.2369268850
0.56384693101 0.4786286705
0.0000000000 0.5688888889
-0.5384693101 0.4786286705
-0.9061798459 0.2369268850

En lo que sigue se mostrara dos ejemplos de la aplicacién de la cuadratura de

Gauss a ecuaciones reales de variables real, asi tenemos:
. 1
1. Aproximar L1 e*cos(x) dx usando la cuadratura de Gauss conn = 3.

Se tiene:

Si n = 3, entonces x; = 0.7745966692, x, = 0.0000000000 , x3 = —0.7745966692
y wy =0.655556555566, w, =0.8888888889, w; = 0.5555555556

3
1
f e* cos(x) dx = Z w;e*i cos(x;)
-1
=1

f ' e* cos(x) dx

-1

= 0.5¢07745966692 45(0,7745966692)
+ 0. 8¢0-0000000000 -, 5(0 0000000000)

+ 0.5e07745966692 055(—().7745966692)

1
f e* cos(x) dx = 1.9333904
-1
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La integracién por partes puede ser usada para mostrar que el valor verdadero
de la integral es 1.9334214962, por tanto el error absoluto es menor que

3.10962 x 1075,

3.3.2 CUADRATURA DE GAUSS SOBRE INTERVALOS ARBITRARIOS.

La integral f: f(x) dx sobre un intervalo arbitrario [a,b] puede ser
transformado en una integral sobre el intervalo {—1,1] mediante el uso del

cambio de variables (ver la Figura 1)

_2x-a-—b

1
Py @x—i[(b—a)t+a+b]

6.1

Figura 1

Lo que permite aplicar la cuadratura de Gauss a cualquier intervalo [a, b],

puesto que

b — —
f F(x) dx = f ' f<(b “)t; @+ b)) ® . D gt (3.3.6)

-1
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Teorema 3.3.4. Sean x;, x5, ... , X, los nodos y wy, w,, ... ,wy, los coeficientes para la
cuadratura de Gauss de n puntos sobre el intervalo [~1,1]. Para aplicar la

cuadratura de Gauss el intervalo [a, b], se usa el siguiente cambio de variable:

_b—a

1
x=§[(b—a)t+a+b] y dx = 5 dt

Entonces la relaciéon

b _ —
f . dx=f1f((b a)t;—(a+b))(b Za)dt

-1

se usa para obtener la férmula de la cuadratura sobre el intervalo [a, b]

b _(b-ax (b - a)x; + (a +b)
[re ax==3 ;wkf( ] (337)

Prueba

Ver JohnH. Mathews y Kurtis D. [10], pagina 394.

2. Aproximar ff(xf' — x2 sen(2x)) dx usando la cuadratura de Gauss conn = 3.

Solucion.

Para aplicar la cuadratura de Gauss a este problema se requiere que la integral
sea transformada en un problema cuyo intervalo de integracion sea [—1,1].
Usando la ecuacién (3.4.1), se tiene:

La integracién se realiza sobre el intervalo [1,3], donde f(x) = x® — x? sen(2x) y

a =1y b = 3, por tanto la ecuacién (3.4.1) se reduce a:

3 1 (b—a)t+(a+b))(b—a)
dx = d
[rea = [ r(E=25 2t

-1
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=fif((3-—1)t+(1+3))(3—1)dt

-1 2 2

LY

1
= f(t+2)dt
-1

3

Z wi f(x; +2)
k=1

f1 f) dx =

Luego la trasformacion de la inteéral definida sobre el intervalo [1,3] enla

integral definida sobre el intervalo [-1,1] es:
3 1
f (x6 — x% sen(2x)) dx = f ((t +2)8 — (t + 2)? sen(2(t + 2))) dt
1 -1
Ahora se aplica la cuadratura de Gauss con n = 3:

f 3(x6 ~ x2 sen(2x)) dx = f ' ((t +2)8 — (t + 2)? sen(2(t + 2))) dt
1 -1

fs(x6 — x2 sen(2x)) dx =
1

= 0.5£(0.7745966692 + 2) + 0.8/ (0.0000000000 + 2)

+ 0.5f(~0.7745966692 + 2)

3
f (%6 — x% sen(2x)) dx =~ 317.264
1
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Ahora consideremos una ecuacidn integral de Fredholm de segunda especie:

b
o) = £(x) + A f K(x, Do dt (a<x<b) (3.3.8)

donde:

f es una funcién continua dada y se llama f,érmino libre, f:[a,b] » R

K también es una funcién continua dada y ée llama nicleo, K: [a, b] X [a,b] - R,
@ es la funcién continua que debemos encontrar, ¢:[a, b] - R.

Las variables x, t recorren el intervalo [a, b].

Una vez estudiada la Cuadratura de Gauss, esta nos garantiza poder expresar:

b
f KCx, Do(t) dt

como una suma finita de términos dependientes del nicleo y de la funcién

incognita, esto es:

b - - —
[ K(x t)et) dt = [1 % (x' (b—-a)s+ (a+ b)) o ((b a)s+ (a+ b)) (b-a) ds

a -1 2 2 2
= (b—a)x; + (a+b) (b—a)x;+(@a+hb)\(b—a)
= Z wiK ("' 2 ) 14 ( 2 ) 2
=1

donde
los x,..,%, %541 son las raices del polinomio de Legendre de grado n y
Wy, ..., W, Wnyt 1as ponderaciones correspondientes. Se debe tener en cuenta que

las raices x;, ..., Xy, X, 41 Son elementos del intervalo[—1,1].
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La ecuacién integral de Fredholm (3.3.8) considerada, se transforma en:

n+l
b—a)x;+(a+b b—a)x; + (a+b)\ (b~
¢(x)= f(x)+/1jZleK (x,( a)sz (a ))fﬂ(( a)sz (@ ))( Za)
donde
x € [a,b], y S ¢ g, ],

Se considera el siguiente cambio de variables:

_(b-a)s+(a+b)
B 2

donde s € {~1,1]}

por tanto la ecuacién integral queda definida de la siguiente manera:

((b —-a)s+ (a+ b)) ((b —a)s+ (a+ b))
@ =f

2 2
n+1
(b - a)s+(a+b) (b —a)x; + (a + b) b-—a)x;+(a+b)\(b—a)
“Z ( ‘ > )"’( v ) 3
para s € [-1,1].

Ahora se elijen x; € [-1,1] (cada x;, i = 1,2,...,n,n + 1 es una raiz del polinomio

de Legendre) y se consideran las siguientes expresiones:

((b —a)x; + (a+ b))
[/ 3 = @y

f((b - a)xi2+ (a+ b)) iy
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((b —a)x;+(a+b) (b-a)x;+(a+b)
K 2 ! 2

) = Ki} (il,’ =12,..,nn+ 1)

Por tanto se obtiene que la ecuacion integral lineal de Fredholm (3.3.8) se

expresa de manera equivalente por:

(b _ a) n+1 '
=i+ 5 Z wiK; ; @4 (i=12,...n,n+1) (3.3.9)
=1

De esta iltima ecuacién se obtienen, valores @; de la solucién ¢ en los puntos de
. s (b-a)xj+(a+b) . . .
interpolacion s; = ——é——'——,l =12,..nn+1 el sistema de ecuaciones

algebraicas

(b—a)
2

Qi=fi+4 (W1Ki1 @1 + -+ Wpa1Kinss Pnad) (i=12,..,nn+1)

es decir
( (b-a)
¢p1=f+2 5 (WK1 1 @1+ WoKyiz @z + -+ WKy 05 + Wiy Kyt @ny)

(b-a)
p=fH+2 3 (W1Kz 1 @1 + W2Kz2 @3 + -+ + WKz 5 @ + W1 Ko ni1 @nse1)

Pn=Fot2 ) WiKy 1 @1 + WKy @ + -+ WKy O + Wy 1 Kp gy On44)

(b~a)
L‘pn+1 = fasa t4 ) (W1Kp 1 @1 + W2k 5 @3 + -+ WKy 0p + AW 1 Kni1 041 @net)

(3.3.10)
Este sistema de ecuaciones se puede se puede representar de otra manera mas
simple, considerando
6--—{1 para i=j
T para i#j

y que:
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n+1

§0t=z5ij ®j
Jj=1

Por tanto el sistema de ecuaciones (3.3.9) se escribe como:

n+1 (b _ )
2(8”—/1 ) wj ;j)¢] fi (i=12,...n,n+1)
Jj=1
es decir
( (b—-a) (b—a) (b—a)
(1 -4 ) w1k, o, -4 2 WoKyp0p — o — /1‘_2_‘Wn+1K1 n1Pns1 = f1
(b—a) - a) (b—a)
) -2 5 w1k —{1-21 WaKop Jpz — o — 2 5 Wn1Kz n41@Pnar = f2
-0 . (b a) ve een aee un tmn sn wre vae ove ue (b a)
L"/l ) WiKni11901 — 4 3 WoKn+1202 — 1= A———Wni1Kns1n41 | One1 = frea
(33.11)
Si se cumple que
p (b - a)
et 61',] -A— M’jKij *0

el sistema de ecuaciones (**) tiene una tinica solucién ¢; (i = 1,2,..,n+ 1) para

cada punto de interpolacién s; (i = 1,2, ...,n + 1).

Por tanto lo que se ha obtenido, es conjunto de puntos {(s;, ¢;)}, donde cada ¢; es

aproximacién de la solucién ¢ en el punto de interpolacion s;.

Finalmente para hallar la solucién ¢ de la ecuacion integral lineal de Fredholm

de segunda especie no homogénea, se utiliza la interpolacién polinémica de
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Lagrange, pero se debe tener en cuenta que este método de interpolacion no es
el Gnico método con el que podemos encontrar la solucion ¢.

Si ¢ una funcién real de valor real, definida y continua sobre un intervalo real

(b—a)x;+(a+h) € [a‘ b],

cerrado [a,b], y los distintos puntos de interpolacién s; = 5

x; € [-1,1],i = 0,1, ..., n el polinomio p,, definido por

Pa(s) = ) L()9(si)

k=0
Pa(s)
Z ((ssk_ SO ) (s (3.3.12)

k=0
i::k

es el polinomio de interpolacién de Lagrange de grado n ( con puntos de

interpolacion s;, i = 0, 1, ...,n) para la funcion ¢.
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3.4, COMPARACION DE LOS METODOS DE SOLUCION

En esta seccién se realizari la comparacién de los métodos de solucién de
ecuaciones integrales de Fredholm de segunda especie, es decir la identificacién
de ventajas o desventajas que posee cada método de solucion, para realizar la
comparacién se hara uso del sistema de algebra computacional Mathematica 6,

en el que se han implementado los tres métodos de solucion considerados.

Para realizar la comparacion de los métodos, se consideraron las siguientes

ecuaciones integrales:

1. p(x) =x+ -:-f_ll(t - x)(t) dt

Do

o) =x*+1 fol(xz + tHe(t) dt

o

L p(x)=1+ %f_ll cos(t — x)@(t) dt

4. p(x)=x+ 1;- f01 sen(xt)o(t) dt

34

p(x)=1+ %fol (-;_;é:a;) o(t) dt

1. La ecuacion integral p(x) = x + -:— f_ll(t — x)@(t) dt, tiene por soluciéon exacta:
1,3 )
p(x) = Tt % donde:
fO)=x A=SK@t)=t-xa=-1y b=1.

a. Utilizando el método de Aproximaciones Sucesivas, implementado en

Mathematica 6.0., se obtuvieron los siguientes resultados:
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Tabla 3.4.1.1:

n | Error maximo: lp(x)—¢, ®)l|

10 2.0576131 x 1072
20 8.4675437 x 10~¢
30 3.4845859 x 1078
40 1.4339874 x 10710
50 5.900280 x 10713

De los resultados se observa que, a medida que incrementamos el nimero de

iteraciones, el error de aproximacién de ¢,(x) con respecto a la solucién exacta

¢(x), cada vez en menor.

b.

Utilizando el Método de solucién de ecuaciones integrales con ntucleo
separable, implementado en Mathematica 6.0., se obtuvo el siguiente

resultado:

1 3x

() =g+

que es la misma que la solucién exacta.

Utilizando el método de Sumas finitas, implementado en Mathematica 6.0.,

se obtuvieron los siguientes resultados:
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Tabla 3.4.1.2:

n Error maximo:
e (x)—@n (|l
10 1.0663437 x 10~
20 8.8817842 x 10~16
30 8.8817842 x 10716
40 8.8817842 x 10716
50 8.8817842 x 10~16

De los resultados se observa que, a medida que incrementamos el ndmero de

iteraciones, el error de aproximacién de la solucién ¢,(x), cada vez en menor.

2. La ecuacién integral ¢(x) =x%+1 fol(xz + t?)p(t) dt, tiene por solucién

. 2
exacta! @(x) = % + 3—(1”—1‘— , donde:
fF@)=x% 21=1,Kx,t)=x*+t?,a=0y b=1.
a. Utilizando el método de Aproximaciones Sucesivas, implementado en

Mathematica 6.0., se obtuvieron los siguientes resultados:

Tabla 3.4.2.1:
n | Error maximo: [lo(x)—¢@, ()|
10 1.9437729 x 1071
20 1.6316828 x 102
30 1.3697015 x 1073
40 1.1497836 x 10~
50 v 9.6517553 x 106
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De los resultados se observa que, a medida que incrementamos el ntimero de

iteraciones, el error de aproximacion de ¢,(x) con respecto a la solucién exacta

¢(x), no disminuye rapidamente, esto debido al niicleo que involucra términos

cuadraticos, también se debe mencionar que las aproximaciones ¢@,(x) son

" expresiones algebraicas muy grandes.

b. Utilizando el Método ' de solucién de ecuaciones integrales con ntcleo
separable, implementado en Mathematica 6.0., se obtuvo el siguiente
resultado:

p(x) = -1?1 + 3(1)’152
que es la misma que la solucién exacta.

c. Utilizando el método de la Sumas finitas, implementado en Mathematica
6.0., se obtuvieron los siguientes resultados:

Tabla 3.4.2.2:

n Error maximo:

oG~ ()|l

10 1.1905383 x 10~°

20 4.4408921 x 10715

30 4.4408921 x 10715

40 44408921 x 10~15

50 4.4408921 x 10715
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De los resultados se observa que, a medida que incrementamos el niimero de

iteraciones, el error de aproximacion de la solucién ¢, (x), cada vez en menor.

3. La ecuacién integral ¢(x) =1+ i f_ll cos(t — x)p(t)dt, tiene por solucién

4 cos(x)sen(1) donde:

exacta: ¢(x) =1+ —2+42n-sen(2)’

ﬂ@=LA=$mLo=wqmea=4yb=L

a. Utilizando el método de las Aproximaciones Sucesivas, implementado en
Mathematica 6.0., en este ejemplo surge un problema, que las
aproximaciones que se encuentran son expresiones complejas y muy grandes
para simplificarlas, esto debido al nticleo que esti en términos de una
funcién trigonométrica, pero algo que el método garantiza es que la
convergencia de la solucién aproximada.

b. Utilizando el Método de solucién de ecuaciones integrales con nticleo
separable, implementado en Mathematica 6.0.: en este ejemplo se debe tener
cuidado puesto que a simple vista el nicleo de la ecuacién integral no es
separable, pero usando Teoremas de la diferencia de 4ngulos se tiene que :

cos(t — x) = cos(t)cos(x) + sen(t)sen(x)
Luego el nicleo si es separable, por tanto se puede aplicar el método del

Nicleo separable, obteniéndose:

4 cos(x) sen(1)
-2+ 21 — sen(2)

p) =1+

que es la misma que la solucion exacta.
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c. Utilizando el método de la sumas finitas, implementado en Mathematica

6.0., se obtuvieron los siguientes resultados:

Tabla 3.4.3.1:
n Error maximo:
llo () —@, Ol
10 6.9847354 x 10~5
20 1.4750423 x 10~12
30 1.2500001 x 10712
40 1.1702861 x 10712
50 1.1287637 x 10712

De los resultados se observa que, a medida que incrementamos el nimero de
iteraciones, el error de aproximacién de la solucién ¢, (x), cada vez en menor.
4. La ecuacién integral ¢(x) = x + % f01 sen(xt)p(t) dt, donde:

f)==x 2 =12-t, K(x,t) =sin(xt),a=0y b=1.

a. Utilizando el método de las aproximaciones sucesivas, implementado en
Mathematica 6.0., en este ejemplo surge un problema, que las
aproximaciones que se encuentran son expresiones complejas y muy
complejas para simplificarlas, esto debido al niicleo que esta en términos
de una funcién trigonométrica, pero algo que el método garantiza es que

la convergencia de la solucién aproximada.
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b. El Método de solucién de ecuaciones integrales con nicleo separable,
implementado en Mathematica 6.0. no es aplicable a esta ecuacién
integral puesto que su nucleo no es separable.

¢. Utilizando el método de Sumas finitas, implementado en Mathematica

6.0., se obtuvieron los siguientes resultados:

Tabla 3.4.4.1:
n - Error maximo:
Pn(®) - (x ta fo sin(xtyp, () dt )”

10 ' 1.3621760 x 10~10
20 41078252 x 10~1°
30 3.6637360 x 10715
40 3.7747583 x 10715
50 3.6637360 x 1075

De los resultados se observa que, a medida que incrementamos el niimero de

iteraciones, el error de aproximacién de la solucién ¢, (x), cada vez en menor.

5. La ecuacién integral p(x) =1 + = f ( v t)z) p(t) dt,

donde:

f(x)=1, A-——K(x,t) Oy b=1

1+(x 0?2’ a=

a. Utilizando el método de las aproximaciones sucesivas, implementado en

Mathematica 6.0., en este ejemplo surge un problema, que las
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aproximaciones que se encuentran son expresiones complejas y muy
grandes para simplificarlas, esto debido al nicleo que est4 en términos de
una funcién trigonométrica, pero lo que garantiza el método es la

convergencia de la solucién aproximada.

b. El Método de solucién de ecuaciones integrales con nicleo separable,
implementado en Mathematica 6.0. no es aplicable a esta ecuacién

integral puesto que su nicleo no es separable.

c¢. Utilizando el método de sumas finitas, implementado en Mathematica

6.0., se obtuvieron los siguientes resultados:

Tabla 3.4.5.1:
n ' Error maximo:
11 1
-1+ | ————— e (D dt
#ul®) ( "fo (1+(x-t)z)¢() )"

10 1.0690093 x 105
20 7.1825654 x 107
30 » 6.0921370 x 1077
40 5.7031736 x 10~7
50 5.5022141 x 10~7

De los resultados se observa que, a medida que incrementamos el nimero de
iteraciones, el error de aproximacién de la solucién ¢,(x), cada vez es menor

pero no tan ripidamente como en los ejemplos anteriores.
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CONCLUSIONES

Las conclusiones a las cuales se arribaron en el presente trabajo de

investigacion son las siguientes:

1.

El método de aproximaciones sucesivas provee soluciones con minimo error
de aproximacién cuando el ntcleo de la ecuacién integral y la primera
aproximacién de orden cero, estan definidos en términos de polinomios, pero
no es asi cuando se consideran funciones trigonométricas, racionales o
exponenciales, puesto que al evaluar varias veces la integral se generan gran

cantidad de calculos.

El método de solucién de ecuaciones integrales con nticleo separable provee
de soluciones exactas incluso cuando el nicleo esta definido en términos de
funciones trigonométricas, racionales o exponenciales, pero solo si se
considera un ntcleo separable, caso contrario el método no es aplicable para

otro tipo de nvcleo.

El método de sumas finitas provee soluciones aproximadas con minimo error
de aproximacion a la solucién de la ecuaciéon integral, incluso cuando el
nicleo estd definido en términos de funciones trigonométricas, racionales o

exponenciales.
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4. Como conclusioén final del presente trabajo se puede sefialar a partir de la
comparacion de los métodos de solucién considerados, que el método eficiente
para resolver ecuaciones integrales lineales de Fredholm no homogéneas de
segunda especie, es el método de sumas finitas puesto que logra una buena
aproximacién de la solucién con menos iteraciones que el resto de métodos y
no presenta problemas o limitaciones al considerar niicleos que dependan de

funciones trigonométricas, racionales o exponenciales.
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RECOMENDACIONES

1. Extender los métodos estudiados, para la solucién de ecuaciones
integrales lineales de Fredholm de segunda especie definidas en regiones

mis generales.

2. Aplicar el método de sumas finitas, para la solucién de ecuaciones

integrales lineales de Fredholm de primera especie.

3. Incluir en la curricula de estudios de la carrera profesional de
Matematica cursos sobre el manejo de herramientas de simulacién
numérica, es decir cursos sobre el manejo adecuado de un sistema de

algebra computacional.
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ANEXO A

Definiciéon A 1.1. Sea K un subconjunto de los niimeros reales R. Se dice que K es un
campo, si verifica las siguientes condiciones:

a. Six,y€ K entoncesx+y,xyeK.

b. Six € K, entonces —x € K.

c. Six€K, x#0,entonces x ! € K.

d. Loselementos 0,1 € K.

Definicibn A 1.2. Una métrica sobre un conjunto M es una funcién
d:M x M - R que cumple las siguientes propiedades.

Para todo x,y,z € M,

a) dx,y) = 0;

b) dx,y)=0 ®x=y;

o d(x,y) = d(y,x);

d) d(x,z) <d(x,y) +d(y,z) (Desigualdad Triangular).

Sid es una métrica sobre M, entonces el par (M, d)se llama Espacio Métrico.

Definicién A 1.3. Una sucesién {x,} en un Espacio Métrico (M,d) converge a
x € M (o 1a sucesién {x,} es convergente) si, para cada &£ > 0, existe N € N tal que
d(x,x,;) < &, paratodon = N.

Usualmente se usa la notacién:

limx,=x (/] Xy, X

n-—-00
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Una sucesion {x,} en (M, d)es una sucesién de Cauchy si, para cada & > 0, existe
N € N tal que
d(xp,, x,) <&, paratodomn > N.
Teorema A 1.1.3 Sea {x,} una sucesion convergente en un Esgpacio Métrico
(M, d). Entonces:
a) El limite x = lim,,_,o, X, es Gnico;
b) Cualquier subsucesién de {x,} también converge a x.
© {x,)}es una sucesién de Cauchy.
Definicién A 1.4. Sean (M,dy) y (N,dy) Espacios Métricos y sea f:M —» N una
funcion.
a) f es continua en un punto x € M si, para cada & > 0, existe un & > 0 tal que,
paray €M,
dy(x,y) <& = dy(f(x).f(M) <&
b) f es continua en M si ésta es continua en cada punto de M.
¢) f es uniformemente continuo en M si, para cada &£ > 0, existe un § >0 tal
que, para todoun x,y € M,
dy(x,y) <8= dy(f(0).f () <e
Es decir, el nimero & > 0 puede ser elegido independientemente de x,y € M.
Teorema A 1.2¢ Sean (M,dy) y (N,dy) Espacios Métricos y sea f:M — N una
funcién. Entonces f es continua en x € M si y solo si, para cada sucesion {x,} en

(M, dy) con x,, = x, la sucesion {f(x,)} en (N,dy) satisface f(x,) - f(x).

3Ver [9] pagina 13.
Ver [9] pagina 15.

95



Definicion A 1.5. Una combinacién lineal de un conjunto de vectores
{x1, %5, .., x,} de V es un vector de la forma
A% + Az X3 + -+ ayx,,
donde a,,a,, ..., a, € F.
El conjunto de todas las combinaciones lineales de {x,;, x5, ...,x,} se llama span
de {x;, x5, ..., x,}, denotado por span({x,, x3, ..., x,}).En otras palabras,

span({xy, x5, ..., xp}) = {ayx; + azx; + =+ + apx,: a4, @y, ..., a, € Fl.

Definicién A 1.6. Un conjunto {x;,xy,...,x,} de vectores de V es linealmente
dependiente si hay escalares a; € F,1 < i < n, con por lo menos un a; no nulo tal

que

n
Z aix; = 0. (1)
i=1

Un conjunto {x4, %, ...,X,} de vectores de V es linealmente independiente si este
conjunto linealmente dependiente, en otras palabras, si (1) implica que

a=0parai=12,..,n

INTERPOLACION POLINOMICA

En esta seccién se considera el problema de la interpolacién polinémica, que
consiste en encontrar un polinomio que coincide exactamente con alguna
informacién que tenemos acerca de una funcién f con valores reales de una sola
variable real x. Esta informacién podria en la forma de valores

f(x1), f(x3), ....f(x,) de la funcién sobre un conjunto finito de puntos
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{x1,%3, ..., %} de la recta real, y el polinomio correspondiente asociado a esta

informacién se llama polinomio de interpolacion de Lagrange.

INTERPOLACION DE LAGRANGE

Sea P, el conjunto de todos los polinomios (de valor real) de grado menor o igual
a n, donde n es un enero positivo, definidos sobre el conjunto de los niimeros
realesR.

El problema de interpolacién se establece como:

Sea n =1, y considérese que x;, i = 0,1,2,...,n, son nimeros reales distintos
(esto es, x; # X; para i # j) v que y;, i=0,1,2,...,n, son ntmeros reales, el
objetivos es hallar p, € P,, tal que p,(x) =¥y,i=0,1,2,...,n.

Para probar que este problema tiene una tunica solucién, se considera el

siguiente lema.

Lema A.1.1. Sea n = 1. Existen polinomios Ly € P,, k = 0,1,2, ...,n tal que

1, i=j,

para todo i,k = 0,1,2, ...,n. Ademas

Pa®) = ) L&)y
k=0

satisface las condiciones de interpolacion p, € P,, tal que p,(x;) = y;,

i=0,12,..,n
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Teorema A.1.3 (Teorema de la interpolacién de Lagrange). Sean x; ntimeros
reales distintos con i =0,1,...,n, e y;, i=0,1,2,...,n, son nimeros reales con
kn = 0, entonces existe un tnico polinomio p,, € P, tal que

Pn(x) =y, para i=0,1,2,..,n
Definicion A.1.7 Sean x; numeros reales distintos con i=0,1,..,n, e y,,

i=0,1,2,..,n, son nmimeros reales con n = 0. El polinomio p,, definido por

n

Pa(® = ) L@y
k=0

con Ly(x),k=0,1,..,n, definido en Lema 4, cuando n>1, y Ly(x) =1 cunado
n =0, se llama polinomio de interpolacion de Lagrange de grado n para el
conjunto de puntos {(x;y;):i=0,1,...,n}. Los nimeros x;, i=0,1,..,n son

llamados puntos de interpolacién.

Definicién A.1.8. Sea f una funcién real de valor real, definida y continua sobre
un intervalo real cerrado [a, b], y los distintos puntos de interpolacién x; € [a, b],

i=01,..,n, el polinomio p, definido por

n

Pa(®) = ) Li®f (1)
k=0

es el polinomio de interpolacién de Lagrange de grado n ( con puntos de

interpolacion x;,i = 0, 1, ..., n) para la funcién f.
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Ejemplo. Determinar el polinomio de interpolacién de Lagrange de grado 2 para
la funcién f:[-1,1] —» R, definida por f(x) = €*, con los puntos de interpolacién
X=—-1,%=0yx, =1,

Como n = 2, se tiene

(x—x)(x—x;) 1

Lotx) = (%0 — X1)(xo — x2) -2-x(x ~ b
Similarmente;
Li(x) =1-x%,
y
Ly(x) = %x(x + 1),
Por tanto

1 1
p2(x) = ix(x —De 1+ (1-x2e® + -ix(x + 1)el
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ANEXO B

Introduccién a Mathematica

Mathematica es un paquete computacional para la realizacién de matematicas
en una computadora. Es soportado por diversos sistemas de hardware: PC's,
Macintosh, Sistemas Unix. Su desarrollo parte de los setentas y desarrollado
por Stephen Wolfram y lanzado comercialmente en 1988 como Mathematica.

Ademaés con el uso de Mathematica, se pueden realizar calculos numéricos y
simbélicos, simplificar expresiones matematicas complicadas, graficar funciones
en dos y tres dimensiones, crear animaciones y escribir programas para

representar cualquier algoritmo.

Estructura de Mathematica

Mathematica es un gran sistema computacional, la instalaciéon ocupa
aproximadamente 1.3 gigabytes (Gb) de espacio en el disco duro. Los siguientes

elementos son partes esenciales de Mathematica:

a) El kernel

El componente principal de Mathematica es el kernel; este interpreta los
ingresos del usuario y realiza todos los calculos, el kernel estd escrito
principalmente con el lenguaje de programacion C y es uno de los sistemas
matematicos mas grandes alguna vez escrito. El ntmero total de lineas de

cbdigo en el kernel es aproximadamente 2.5 millones.

100



b) El Front end
Es la interface entre el usuario y el kernel y es usado para mostrar los ingresos
y resultados generados por el kernel. El medio del Front end es el notebook de

Mathematica.

Las celdas
El FRONT-END tiene una caracteristica importante a su derecha: las barras
limitadoras de celda. Estas barras limitan las acciones al interactuar con el

KERNEL. La {nica forma en que el FRONT-END interactiia con el KERNEL,

es mediante las teclas<Shift><Enter>. En Mathematica se tienen las siguientes

convenciones con respecto a los comandos que el usuario escribe:

a. Se distingue entre minisculas y mayusculas. Toda funcién predefinida inicia
con mayusculas.

b. Mathematica considera los espacios. Un espacio entre variables algebraicas
representa un signo de multiplicacion.

c. Los corchetes [ ] se reservan para limitar el argumento de funciones. Las
llaves {} para limitar listas y los paréntesis (), para indicar prioridad en las

operaciones. Todo aquello limitado por (* y %), serd omitido por el

KERNEL.
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Los Notebooks

E1 Notebook es el conjunto de todas las celdas que tienen los calculos de una
sesi6bn. Los Notebooks pueden ser salvados como archivos con extensién
"nb". Pueden tenerse abiertos al mismo tiempo varios Notebooks, y se les puede

cambiar el tipo de letra, asi como copiar y pegar con otros programas como

Word.

Lista de funciones
En el desarrollo del presente trabajo se usaron las siguientes funciones que
estan implementadas en Mathematica (consiltese el Menu Help para mas

informaci6n):

A

Abs
Abs {Z]

retorna el valor absoluto de un niimero real o complejo z.

Apply (@@
Apply [f, expr]

o fl@@expr reemplaza el encabezamiento de la expresién expr por f.

C

Cancel
Cancel [expr]

cancela los factores comunes en el numerador y denominador de la

expresién expr.
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D

DifferentialD
DifferentialD[X]

retorna como dx.

Do
Do [expr, {imax}]

evalua expr iy.x veces.

Do [expr, {i, imax}]
evalua expr con la variable i sucesivamente tomando los valores desde 1
hasta ip.¢{en incremento de 1).

Do [expr, {i,imins imax}]
evalua expr con la variable i sucesivamente tomando los valores desde
imin hasta im.c(en incremento de 1).

Do [expr, {i, imin imax di}]
evalua expr con la variable i sucesivamente tomando los valores desde
imin hasta ima,(en incremento de dy).

Dot(.)

Dot[a,b,c]o a.b.c

retorna el producto punto de vectores, matrices y tensores.

E

Expand
Expand [expr]

desarrolla productos y potencias de enteros positivos en expr.
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I

If
If[condicién, t, ]

retorna t si la condicién es verdadera, y f si la condicion es falsa.

If{condicidn, t, £f,u]

retorna u si la condicién no es verdadera ni falsa.

Integrate
Integrate[f, Xx]

retorna la integral indefinida [ fdx.
Integratelf, { X, Xmaxs Xmax}]

retorna la integral definida f;"::" fdx.

L

Length
Length [expr]

retorna el nimero de elementos de expr.

M

Module
Module[({Xx,y,...},expr]

especifica que las ocurrencias de los simbolos x,y, ... en expr deben ser

tratados como locales.
Module [ {x=Xxp, ...}, expr]

define valores iniciales para x,... .
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N

N
N [expr]

retorna el valor numérico de la expresion expr.
N [expr, n]

retorna un resultado con n digitos de precisién

p

Position
Position[expr, pattern]

retorna una lista de las posiciones de los objetos que coinciden con el
patrén pattern que aparece en la expr.

Print

Print [expr]

imprime la expresién expr como resultado.

S

Set(=)
ths=rhs

evalia el rhs y asigna el resultado como valor de lhs. A partir de entonces,
lhs se sustituye por rhs, siempre que aparezca.

“11121 v =i, e, 0

evaliia r;, y asigna los resultados como valores de los correspondientes |;.

Sqrt
Sqrt[z]
0 Vz retorna la raiz cuadrada de z.
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Subscript
Subscript(X,y]

es un objeto que da formato de subindice, por ejemplo x;.
Subscript[X,y,Z,..]

es un objeto que da formato de subindice, por ejemplo xy, .
SubsuperscriptBox
SubsuperscriptBox[X,Y,Z]

es la representacién de cuadro para x; en las expresiones de un

notebook.

Sum
Sum[fr {17 imax}‘]

evaliia la suma Z:’;:‘ .
sum[f, {i,imins imax}]

evalda la suma 2;::’: f.
sunlf, {i, imins imaxs di} ]

evalta la suma Z:Z?: f, usando incrementos d;.

T

Table
Table [expr, {imax}]
genera una lista de iy,,, copias de expr.

Table [expr, {i,imax}]

genera una lista delos valores de expr cuando i recorre desde 1 hasta

lmax .
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genera una lista delos valores de expr cuando i recorre desde iy;, hasta

imax-

TrigExpand
TrigExpand {expr]
desarrolla las funciones trigonométricas en expr.

. /
While
While [test, body]

evalia la prueba test, después el cuerpo body, repetidamente, hasta que

la prueba no sea verdadera.
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ANEXO C

CODIGO MATHEMATICA

En este anexo se muestra el codigo, implementado en Mathematica, de los
diferentes métodos de solucién expuestos para resolver ecuaciones integrales

lineales de segunda especie no homogénea.

METODO DE APROXIMACIONES SUCESIVAS

b
0@ = f) + 4 [ Kot

(***METODOS DE SOLUCION DE ECUACIONES INTEGRALES LINEALES DE
FREDHOLM DE SEGUNDA ESPECIE NO HOMOGENEAS***)

(***OBJETIVO: METODO DE APROXIMACIONES SUCESIVAS**+*)

(***DICCIONARIO DE VARIABLES: **%)

(***VARIABLES DE ENTRADA:f,kernel,A,a,b,n, £0*+¥)

(***VARIABLES DE SALIDA:¢p **%)

(***REALIZACION: ##+)

(***BR. NESTOR RODRIGO LOAYZA ROJAS**kkkkkkkik)

(***CARRERA PROFESIONAL DE MATEMATICAS**%*)

(***UNIVERSIDAD NACIONAL DE SAN ANTONIO ABAD DEL CUSCO**%*)
(***NOVIEMBRE DE 2011***)

AproximacionSucesivalf ,kernel , 4 ,a _,b_,n _, f0_1:=
Module[{B},

Subscript [\[CurlyPhi], 0]([x_] := £0;

k = 0;

B=1/Sqrt[\!\(

\*SubsuperscriptBox [\ (\[Integrall\), \(a\), \(b\)]\(
\*SubsuperscriptBox [\ (\ [Integrall\), \(a\), \(b\)]

\*SuperscriptBox [\ (Abs [kernell\), N (2\)] \[DifferentialD]x
\[DifferentialD}t\}\)1//N;

If{Abs[\[Lambdal 1<B,
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Print["|\[Lambda]=", \ [Lambda],"| < ",B];

Print[Subscript["\[CurlyPhi]", k],"(x) = ",Subscript[\[CurlyPhi],
01[x}1+

While [k<n,

Module[{},

gg=Subscript [\ [CurlyPhil], 0]I[x1/.x->t;
Subscript[\[CurlyPhi], 1]1[x ] = f+ \[Lambda] \!\(

\*SubsuperscriptBox [\ (\ [Integral]\}), \(a\), \(b\)I\ \{(\((kernel)\)
gg \[DifferentialDit\)\);

k = k+1;

Print [Subscript{"\[CurlyPhil]", k]l,"(x) = ",Subscript[\[CurlyPhi],
11 (x]1 //Expand];

Subscript[\[CurlyPhi]( 0}[x_1 = Subscript[\[CurlyPhi], 13ixlr 15 1:
Print({" "1;

Print["La Ecuacidén integral lineal de Fredholm de segunda especie
no homogéneas es:"};

Print ["\ [CurlyPhi] (x) = "SE" +
", \[Lambda], "Subsuperscript[\[Integral], a,
bl (", kernel, ")\ [CurlyPhi] (t)\[DifferentialD]t"];

Print ["Después de ",k," iterations, Tenemos la aproximacién"];

{Print{"\[CurlyPhi] (x) ", Subscript [\ [CurlyPhi],
01[x]//Expand], Prlnt["\[CurlyPhl](x) \[TildeTilde]
", Subscript[\[CurlyPhi], 0][x]//Expand//N]; } '

 {Print["No converge la solucidén”],Print{"|\[Lambdal=",\[Lambda]l, "]
> ",Bl}l;

13
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METODO DE SOLUCION DE ECUACIONES INTEGRALES CON
NUCLEO SEPARABLE

b
P(x) = G+ f K(x )o(t)dt

(***METODOS DE SOLUCION DE ECUACIONES INTEGRALES LINEALES DE
FREDHOLM DE SEGUNDA ESPECIE NO HOMOGENEAS*#+*)

(***OBJETIVO: METODO DE SOLUCION PARA UN NUCLEO SEPARABLE™**)

(***DICCIONARIO DE VARIABLES: #*%%)

(***VARIABLES DE ENTRADA: f£,kernel, A,a,b¥***)

(***VARIABLES DE SALIDA: @ **%)

(***REALIZACION; ****kkhkkkkk)

(***BR. NESTOR RODRIGO LOAYZA ROJAS**%)

(***CARRERA PROFESIONAL DE MATEMATICAS***)

(**+*UNIVERSIDAD NACIONAL DE SAN ANTONIO ABAD DEL CUSCO**%)

(***NOVIEMBRE DE 2011*%%) '

NucleoSeparable[f ,kernel ,4 ,a_,b _]:=
Module|

{Sep,A,Ex,1,T,8S8,£f1,£2,%k,CA={},CC={},c,x1,Eqll,Eql, Fo,Ff,F, sy
s={},Sol},

Sep[A 1:=If[Length{A]l==2, {A[[ Position[a,x][[1,11111,Al]
Position[A,t]1[[1,11]111},If[Length[A]==3,{A[{[1]]A[I
Position[A,x][[1,11]1]1],A[[ Position[A,t]1[{1,11111}1];

Ex[A_]:i=If[Length[A]==0&&Position[A
(t1=={},{A,1},If[Length{A]==2&&Position[A

fEl1=={}, {A,1},If[ (Length[A]l==0| |Length[A}==2) &&Position[A
,t1=={},{1,A},If[Position[A ,t]l=={}&&Position[A
x}¥={},{A,1},If[Position[A ,x]=={}&&Position{A
E1'={},{1,A},Sep[A]1]11]:

k=kernel//TrigExpand;
l=Lengthl[k];
T=Table[k[[i]1],{i,1,1}]:
SS=Table[Ex[T[[i1]1,{4i,1,1}1;
fl=Table[SS{[i,11],{i,1,1}1:
f2=Table([SS{[i,211,{i,1,1}]:
£f1.£2;
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If[fl.£f2==k,

{CA=Arraylc,1,1],CC=Array{xl,1,11};

EqllsF[x]-
Sum[\[Lambdal*f1[[i]]*Integrate[£f2[[i]]*F[t], {t,a,b}],{i,1,1}
==f;

ClearAttributes|[{Times, Plus}, Ordexrless];
Eql=F[x]-

sum{\[Lambdal*fl1[[i]]*Integrate[f2[[i]1]1*F[t],{t,a,b}],{i,1,1}
]==f;

Table[CC[[i]]=Integrate[f2[[i]]1*F[t],{t,a,b}],{i,1,1,1}];
Fo=Table[\[Lambdal*f1[[i]]*CA[[i]],{i,1,1,1}];
Ff=Apply[Plus, Fol+£;

F[X ]:=Ff£/.{x->X};

Six1:

Do[CC[[i]];sys=Union[sys, {CA[[1]]==CC[[i]]1}],{i,1,1}];
{sys,S=Solve[sys,CAl};

Sol[X ]:=Cancel[(F[x]/.S[[1]1])/.{x~>X}1;

Print[" "];

Print["La Ecuacién integral lineal de Fredholm de segunda
especie no homogéneas es:"];

Print["\[CurlyPhi] (x) = ",£," +
",\[Lambda], "Subsuperscript[\[Integrall, a,
bl (", kernel, ") \[CurlyPhi] (t)\[DifferentialDit"];

Print["Tiene por solucidn: \{CurlyPhij(x) = ",801[x1]:11:
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METODO DE SUMAS FINITAS

b
o) = F(X) +2 f K(x o)t

(***METODOS DE SOLUCION DE ECUACIONES INTEGRALES LINEALES DE
FREDHOLM DE SEGUNDA ESPECIE NO HOMOGENEASH**+*)

(***OBJETIVO: METODO DE SUMAS FINITAS**%)

(***DICCIONARIO DE VARIABLES: %*#%)

{***VARIABLES DE ENTRADA: f,kernel, A,a,b,n%**¥)

(***VARIABLES DE SALIDA: ¢ *%¥)

(***REALIZACIéN:***********)

(***BR. NESTOR RODRIGO LOAYZA ROJAS***)

(***CARRERA PROFESIONAL DE MATEMATICAS***)

(***UNIVERSIDAD NACIONAL DE SAN ANTONIO ABAD DEL CUSCO***)

(***NOVIEMBRE DE 2011*%*%)

<<NumericalDifferentialEquationAnalysis"
Sumasfinitas[f_,kernel ,\[Lambdal]_,a ,b_,n ]:=

Module[{i,F, integral, raices,ecuaciones, Vr, solusistema, imagane
s, Puntos, soluaprox},

z=Table[GaussianQuadratureWeights[n,a,b,22]1[[i,11]},{i,1,n,1}]

-
[4

w=Table[GaussianQuadratureWeights[n,a,b,221[(1i,21],{i,1,n,1}]

r

(*———— Reemplazo de Raices y Coeficientes en
kernel[x,t]\[CurlyPhi] [t]:

NN (\*
SubsuperscriptBox|[
StyleBox["\[Integral]®",
SpanMinSize->1.,

SpanMaxSize->1.], "b", "b"]\(kernel[X, t] \[CurlyPhi][t]
\[DifferentialD]t\)\)\[TildeTilde]\!\(

\*UnderoverscriptBox [\ (\[Sum]l\), \(i = 1\), \N{n\)]\(

\*SubscriptBox[\(c\), \(n, i\)] kernellx, \*
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TagBox|[

SubscriptBox["r",
RowBox[{"n", ",", "i"}1],
"MathMLPresentationTag",
AutoDelete->Truel] \[CurlyPhi] [\*
TagBox |

SubscriptBox["r",

RowBox [{"n", ",", "i"}]1,
"MathMLPresentationTag",
AutoDelete->True] 1\)\)———=%)
integral=\1\/{

\*UnderoverscriptBox [\ (\[Sum]l\), \(j = 1\), \(n\)I\(w[[j]]
Evaluatelkernel /. t -> z[[j]1]] \CurlyPhillz[[3111\)\);

(*--~- Raices Subscript[r, n,i}] =----%)

raices=Table[GaussianQuadratureWeightsn,a,b,22]1[[i,11],{i,1,
nll}];

(*----Sistema de ecuaciones ----%)

ecuaciones=Table[\[CurlyPhi] [x]==f+\[Lambdal] integral/.x->
raices([[i]ll,{i,1,n,1}1];

(*~===\[CurlyPhi] [Subscript(r, n,i]]=-~—-=%*)
Vr=Map [\ [CurlyPhi], raices];

(¥*-~~-—Soliucion del sistema de ecuaciones —----%)
solusistema=Solve[ecuaciones, Vr];

(*Imaganes:\[CurlyPhi] [Subscript(r, n,i]]l=Subscript[t, i]
coord*)

imaganes=Table[solusistema[[1,i,2]1],{i,1,n,1}1;
(*Soluciones: (X,t) coord*)
Puntos=Table[{raices[[i]],imaganes[{i]l},{i,n}];

(*Solucion aproximada*)
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soluaprox=Fit [Puntos, {1, x,x"2,x"3,x"4,x"5,x"6,x*7,x"8,x79,x"1
O}IX];

Print (" "1;

Print{"La Ecuacién integral lineal de Fredholm de segunda
especie no homogéneas es:"];

Print["\[CurlyPhi]l (x) = ",£," +
",\[Lambda], "Subsuperscript[\[Integrall, a,
b] (",kernel,")\[CurlyPhi] (t)\[DifferentialD]t"];

Print["Después de ",n," iteraciones, Tenemos la
aproximacién"];

Print["\[CurlyPhi] (x) \[TildeTilde] ", soluaprox//Expand//N]
1:
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TABLAS DE RESULTADOS NUMERICOS

Tabla 3.4.1.1:

ANEXOD

Solucion Aproximada: ¢, (x)!

Error maximo: ||@(x)—@, ()|

10

. 61  162x
P10lX) =43 " 243

2.0576131 x 1073

20

. 14762 44287
$201%) = 59049 " 59049

8.4675437 x 107°

3587227 10761680x

30 = 3.4845859 x 10~8
30(¥) = To=78907 T 14348907
871696100 2615088301«
40 = 1.4339874 x 10~10
Pa0(X) = 30 ac784401 T 3486784401

50

211822152361 635466457082x

950(%) = 517788600443 T 847288600443

5.900280x 10713




Tabla 3.4.1.2:

n Error miximo:
. s '} Jr ‘ 1 1
Soluciéon Aproximada: ¢,(x) 9 (X) - ( 143 f (t = D), B dt )”
i =1 |
10 | @40(x) = 0.2499997 + 0.75x + 0.00001443316x2 + 0.x 10™14x3
—0.0001250874x* + 1.0663437 x 1076
0 x 10~14x5 + 0.0003752622x6 + 0.x 10~ 14x7 — 0.0004556755x8 +
0.x 10~*x? + 0.0001923963x10-
20 | @z0(x) = 0.25+ 0.75x + 0. 10~13x2 + 0.x 10713x3 + 0.x 10™13x* + 0. 16
x 10-13x5 + 0. 10~12x6 + 0.X 10-13%7 + 0.x 10~12x8 4 0. 8.8817842 x 10
X 10713x% + 0.x 10~ 13x10
30 | @30(x) = 0.25+ 0.75x + 0.X 107 13x2 + 0.X 107 12x3 + 0.X 10712x* + 0. 16
% 10~12%5 + 0.X 10-12x6 + 0.X 10~22x7 + 0.X 10~12x8 + 0. 8.8817842 x 10
X 10712x92 + 0.x 10~12x10
40 | @40(x) = 0.25 + 0.75x + 0.X 10712x2 + 0.x 1012x3 + 0.x 1071x* + 0.x 10711x5 + 0. 8.8817842 x 10-16
X 107 11x6 + 0.X 10-11x7 + 0.x 1011 x8 + 0.x 10~ 11x% + 0.x 10~ 11x10
50 | @so(x) = 0.25 + 0.75x + 0.X 10~12x2 4 0.x 10113 + 0.x 107 11x* + 0.

X 1071 %5 + 0. 1071%6 + 0.x 10~ 11x7 + 0.x 10~1%x8 41 0.
X 107 1x% 4 0.x 10~ 11x10

8.8817842 x 1016
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Tabla 3.4.2.1:

n Solucion Aproximada: ¢, (x) Error miximo: || (x)—@,(x)]
10 (x) = 46631237 + 393806x2 1.9437729 % 10-1
P10\%) = 1509375 * 151875
20 ) = 9229305391217713 +2055143169698258x2 16316828 x 10-2
$208%) = 17350209638671875 ' 756680642578125;
30 ) = 1712740428776097715529837 380673831958431782595722x2 13697015 x 10-3
P30\X) = 5094432902981048583984375 ' 139628860198736572265625
_ 316198630810523815601922900701113!
40 | 70 = 35¢281776525399805736541748046875 1.1497836 x 10~*
, 234224556325505123832062136917662°
8588483922786662349700927734375
0 = 58349861668297 124486608388775141905364437
5o | 750 T 71316757568901041027928292751312255859375 9.6517553 X 10-5

12966651485968794661620793498004455998682x2
4754450504593402735195219516754150390625
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Tabla 3.4.2.2:

0.X 107%5 4+ 0.x107%% + 0.X 107 %7 + 0.X 107%x% + 0.x 107°x? + 0.x 10710510

n o . Error 11néximo:
Solitcién Aproximada: ¢, (x) ou®) — (xz +1 J‘ o2 + ). (D) dt )”
1]
x) = 0.8181818 + 1.309589.% 10~7x + 2.727269x2 + 0.0000408592x3 ~
10 #10() — 0.0002502626x* + 0.0009009455x5 — 0.002002101x5 1.1905383 x:107
+ 0.002778426x7 — 0.002344296x8 + 0.001099793x° — 0.0002199587x1°
20 | @p0(x) = 0.8181818 + 0.X 10 x + 2.727272x2 + 0.x 10711x% + 0.x 107 12x% + 4.4408921 x 10715
0.X 10710x5 4 0.x 107195 + 0.x 107207 + 0.x:10"%x8 + 0.x 1071%%% + 0.x 1011510
30 | @30(x) = 0.8181818 + 0.x 10~ 13x + 2.727272x2 + 0.X 107 11x3 4 0.x 10~1%x* + 4.4408921 x 10715
0.X 107195 + 0.x 107 1%x® + 0.x 10 %x7 + 0.x 107%x% + 0.X 10™1%%® + 0.x 10710510
40 | @u0(x) =:0.8181818 + 0.x 10~ 13x + 2.727272x% + 0.x 10711x? + 0.x 10710x* + 0.x 10710x5' 4.4408921 x 10715
+0.X 10795 + 0.X 107%x7 + 0.x 107%x8 + 0.x 10710%? + 0.x 1010410
50 | @sox) = 0.8181818 + 0.x 107 13x + 2,727272x2 + 0.X 10711x3 + 0.x 10710x% + 4.4408921 x 10715
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Tabla 3.4.3.1:

n Errorlméximo:
Soluciéon Aproximada: ¢, (x) @) — ( 14 ;12 ﬂ lms t - D@D dt)"
10 | @,0(x) = 1.99761 + 0.x 10~ *x — 0.4978684x2 + 0.x 10~3x3 + 0.03337438x* + s '
0.x 10~13%5 + 0,02319473x + 0.x 10~13x7 — 0,0298228x% + 0.x 10~13x? 6.9847354 x 10
+ 0.01260202x1°
20 | @y0(x) = 1.997627 + 0.x 10~ 3x — 0.4988138x2 + 0.x 10™22x3 + 0.04156782x* + 14750423 X 10-12
0.x 10~ 12x5 — 0100138559x5 + 0.x 10722x7 +.0.00002473593x8 + 0:x 10712x° ~ : 23 X
2.6878 x 10~ 7x1°
30 | pg0(x) = 1.997627 + 0.x 10™13x — 0.4988138x2 + 0.x 10™12x® + 0.04156782x* +
0.x 10~21x5 — 0.00138559x% + 0.x 10~ 11x7 +'0.0000247358x8 + 0.X 10~12x% — 1.2500001 x 10712
2.687 x 10~ 7x10
40 | @g0(x) = 1.997627. + 0.x 10~11x ~ 0.4988188x2 + 0.x 10~2%%3 + 0.04156782x* + 0.x 10~ 10x5 11702861 x 10-12
— 0.00138559x5 +.0.X 10~1%x7 + 0.00002473x® + 0.x 10~1%x° — 2.69 ¥
x 10~7x10
50 | @so(x) = 1.997627 + 0.x 10712x — 0.4988138x2 + 0.x 10~11x3 + 0.04156782x* +

0.X 109> — 0100138559x° + 0.x 10~1%x7 4 '0.000024736x8 + 0.x 10~ 11x? —
2.68 x 1077 x10

1.1287637 x 10712
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Tabla 3.4.4.1:

n Error maximo:
y Yy . . 1
Soluciéon Aproximada: @,(x) on() - (x +;g f sin(etypy(®) di )”
. 2Jg
10 | ¢19(0) = —1.362179 x 10~ + 2.033035x — 4.045704 X 10~7%2 — 010270813
— 0:00002863537x* + 0.003759752x° — 0.0002290973x5 1.3621760 x 10~10
+ 0.0002503707x7 — 0.0002682979x® + 0.0001266618x°
— 0.00002519553x1¢
20 | @y(x) = —3.x 10715 +2.033035x — 2.6 x 10™11x% — 0.1027128x3 — 3.1 x 107%x* 4107 15
+ 0.003656676x5 — 4.2 X 10~8x — 0,000067499x” — 9.6 X 10~8x8 + 1078252 X 10
8.392 x 1077x% — 3,11 x 10~ 8x10
30 | 9ag(x) = —3.x 1015 +2.033035x — 2.5 x 10~ T1x2 — 0.1027128x° — 3.1 x 10 °x* 2o e
+ 0:003656676x5 — 4.2 X 10~8x5 — 0.0000675%7 — 9.6:X 10~8x® + 6637360 x 10
839 x 107 7x° — 3.11 x 107 8x10
20 | 9ma(x) = 2.033035% — 2.x 10~ 12— 0.1027128x° — 3.1 x 10~x* + 0.003656676x5 — 42 37747583 % 10-15
% 10-8% — 0.0000675x7 — 9.6 X 10~8x8 + 839 X 10772 — 3.11 X 10~8x10
50 | @og(x) = 2.033085x — 2.x 10~ 1x% — 0.1027128x — 3ix 10-°%* + 0.003656676x° —4.2 3.6637360 x 10~ 15

X 1078x6 — 0.0000675x7 — 9.6 X 1078x® + 8.39 x 10~ 7x° — 3.1 x 10~8x10
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Tabla 3.4.5.1:

n Error maximo:
Solucién Aproximada: ¢, (x) _ 1t ( 1 ) )
l @ul) (1 += fo el
10 | @10(x) = 1.919028 + 0.X 10~%5x — 0.3115063x2 + 0.X 10~15x3 + 0.01372526x* + 1.0690093 x 1073
0.x 10~ x5 + 0.02601825x% + 0.x 10~ *x7 ~ 0.009024961x% + 0.x 10~14x?
+ 0.001465686x1°
20 | @z0(x) = 1.919031 + 0.X 10~15x — 0.3116932x2 + 0.x 10~1*x3 + 0.01530559x* + 7.1825654 x 1077
0.x 10713%5 + 0.02136732x% + 0.x 10713x7 — 0.003462886x° + 0.x 10~13x°
— 0.0008538199x1°
30 | @30(x) = 1.919031 + 0.X 10~ *x — 0.3116925x2 + 0.x 1073x3 + 0.0152994x* + 6.0921370 x 10~
0.x 10~13x5 + 0.02138699x% + 0.x 10~13x7 — 0.00348802x® + 0.x 10~13x°
— 0.0008427148x1°
40 | @u0(x) = 1.919031 + 0.x 10~ 1*x — 0.3116923x2 + 0.x 10~ 3% + 0.01529733x* + 0. 5.7031736 x 107
X 10712%5 + 0.02139361x6 + 0.X 10~ 12x7 — 0.003496517x8 + 0.x 10~13x?
— 0.0008389476x°
50 | @so(x) = 0.8181818 + 0.x 107 13x + 2.727272x2 + 0.x 107 1x3 + 0.x 10710x* + 5.5022141 x 1077

0.x 107°x5 + 0. 107%x% + 0.%X 10~%x7 + 0.X 102x8 + 0.x 10~9%° + 0.x 1010510
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