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Resumen

Una imagen reconstruida es obtenida a partir de sinogramas, los cuales son proyeccio-

nes realizadas por equipos especializados. Estos sinogramas, por lo general son afectados

por varias fuentes de ruido. En esta tesis se desarrolla un método para segmentar una

imagen reconstruida a partir de un sinograma afectado por ruido de Poisson, basado en

los operadores fundamentales de la morfoloǵıa matemática fuzzy. El método consiste en

utilizar una combinación especifica de los operadores apertura fuzzy y cierre fuzzy como

filtro del ruido de la imagen reconstruida, y posteriormente realizar su segmentación

mediante el uso del gradiente morfológico fuzzy basado en los operadores de erosión

fuzzy y dilatación fuzzy. Con este propósito, se estudió la morfoloǵıa matemática fuzzy

como extensión de la morfoloǵıa matemática binaria, resaltando sus principales opera-

dores algebraicos, también, fue realizada la implementación computacional del método

mencionado y el análisis de los resultados obtenidos. Aśı, la utilización del método desa-

rrollado produce mejores resultados en la segmentación de la imagen, al compararlo con

la utilización directa del gradiente morfológico fuzzy.

Palabras Clave: Morfoloǵıa Matemática fuzzy, Operadores Morfológicos, Gradiente

Morfológico, Imágenes reconstruidas, Sinograma.
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Introducción

La morfoloǵıa matemática (MM) es una teoŕıa empleada en el procesamiento y

análisis de objetos (imágenes) que utiliza operadores y funciones basados en conceptos

topológicos y geométricos [23]. Esta teoŕıa fue desarrollada por Matherom [23] y Serra

[34] a inicios de la década de 1960, y está basada en los trabajos de Minkowski y

Hadwiger [17]. Durante la década de 1980, la MM adquirió relevancia en áreas como

procesamiento de imágenes, reconocimiento de patrones y visión computacional.

Los primeros operadores de la MM eran apenas dirigidos a imágenes binarias, luego,

usando la noción de umbra, Sternberg [38] generalizó los operadores de la morfoloǵıa

binaria para el caso de imágenes en escala de grises. Posteriormente, De Beats [8],

Nachteagel et al. [28] también extienden la MM binaria (MMB) utilizando conceptos de

la teoŕıa de conjuntos fuzzy. La MM binaria, la MM en escala de grises, la MM basada en

teoŕıa de conjuntos fuzzy llamada MM fuzzy (MMF), etc., poseen como base la estructura

algebraica de ret́ıculos completos. En efecto, los ret́ıculos completos representan un

contexto mas general donde la morfoloǵıa matemática puede ser conducida [12, 29].

De este modo, la MMF puede ser tratada desde un punto de vista algebraico, donde

adquiere interesantes propriedades incluyendo la noción de dualidad entre operadores.

Vale resaltar que en MM existen dos formas de entender la dualidad entre operadores, a

decir: la dualidad por medio de la negación y la dualidad por medio la adjunción [44].
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Los operadores básicos de la MMF son: la erosión fuzzy, la dilatación fuzzy, la apertura

fuzzy y el cierre fuzzy. Estos operadores pueden ser expresados a partir de medidas

de inclusión e intersección fuzzy, siendo aplicadas a una imagen digital bidimensional.

Una imagen digital bidimensional en escala de grises es representada como una función

a : X → G, donde G ⊆ R o G ⊆ Z es el conjunto de valores de la imagen a, y X puede

ser R2 o Z2. De esta forma, cada a(x) representa el nivel de intensidad de luz en el pixel

x ∈ X. En la Figura 1 se presenta una imagen digital en escala de grises (G = [0, 1]) y

una imagen binaria (G = {0, 1}).

Figura 1: a) Imagen digital en escala de grises. b) Imagen binaria.

Basada en los operadores morfológicos básicos de erosión, dilatación, apertura y cie-

rre, la MMF puede ser utilizada en diferentes aplicaciones en procesamiento de imágenes

digitales, con destaque para la detección de bordes de imágenes digitales [11, 12, 39, 42],

y para la segmentación de imágenes digitales reconstruidas [14, 41]. En este trabajo nos

enfocaremos en la aplicación de la MM fuzzy en la segmentación de imágenes digita-

les reconstruidas, utilizando los operadores de apertura fuzzy y cierre fuzzy sobre una

imagen digital. Recordemos que la segmentación de imágenes digitales consiste en loca-

lizar regiones con significado [41]. El resultado de la segmentación de una imagen es un
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conjunto de segmentos (o regiones) que cubren toda la imagen sin superponerse.

La organización general del presente trabajo adopta la siguiente secuencia:

1. En el Caṕıtulo 1, se presenta el planteamiento, descripción, formulación, justifica-

ción y metodoloǵıa del trabajo de tesis.

2. En el Caṕıtulo 2, se presenta los antecedentes de la investigación y la base teórica

enfocada en el concepto de ret́ıculos completos y aplicaciones entre ret́ıculos com-

pletos, estos conceptos serán utilizados para desenvolver la morfoloǵıa matemática

fuzzy.

3. En el Caṕıtulo 3, se introduce la MM binaria para el desarrollo y entendimiento

de la morfoloǵıa matemática fuzzy. En la MM binaria definimos sus principales

operadores morfológicos, como son: la erosión, la dilatación, el cierre y la apertura

de una imagen binaria y exploramos algunas de sus principales propiedades, las

cuales son aplicadas a imágenes binarias.

4. En el Caṕıtulo 4, se introduce la MMF como extensión de la MMB y sus principales

operadores morfológicos fuzzy como son: la erosión fuzzy, la dilatación fuzzy, el

cierre fuzzy y la apertura fuzzy de una imagen en escala grises. Además, exploramos

algunas de sus principales propiedades aplicadas a imágenes en escala de grises.

5. En el Caṕıtulo 5, se presenta la aplicación de la MMF en la segmentación de

imágenes reconstruidas a partir de sinogramas afectados por ruido de Poisson.

6. Después de los caṕıtulos mencionados, se presenta las conclusiones y las recomen-

daciones del trabajo de tesis.

7. Finalmente, son incluidas las referencias bibliográficas y el anexo del trabajo que
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comprenden los programas computacionales utilizados para el desarrollo de la apli-

cación.



Caṕıtulo 1

Planteamiento del Problema

1.1. Descripción del Problema

Una imagen tomográfica bidimensional es esencialmente una imagen reconstruida a

partir de un sinograma, siendo este un conjunto de proyecciones obtenidas por equipos

especializados (por ejemplo un tomógrafo). Por medio de técnicas de reconstrucción

sobre el sinograma obtenemos una imagen reconstruida (en escala de grises) que se

proporciona al usuario para su posterior análisis. En la práctica, el sinograma a menudo

se ve afectado por diversas fuentes de ruido, por ejemplo: limitaciones de detección,

defectos en equipos de medición, condiciones ambientales, etc.. Estos ruidos pueden

afectar la segmentación de las imágenes reconstruidas y en consecuencia su análisis. En

este trabajo abordaremos ese problema utilizando la morfoloǵıa matemática fuzzy.

1.2. Formulación del Problema

Problema General

¿Es posible aplicar la morfoloǵıa matemática fuzzy en la segmentación de imágenes

6
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reconstruidas a partir de sinogramas afectados por ruido?

Problemas Espećıficos

1. ¿Qué operadores morfológicos fuzzy pueden ser utilizados para el tratamiento en

la segmentación de las imágenes digitales reconstruidas?

2. ¿Es posible implementar computacionalmente el funcionamiento de los operadores

morfológicos fuzzy en segmentación de imágenes reconstruidas?

3. ¿Puede la morfoloǵıa matemática fuzzy mejorar la segmentación de imágenes re-

construidas?

1.3. Objetivos

Objetivo General

Aplicar la morfoloǵıa matemática fuzzy en segmentación de imágenes reconstruidas

a partir de sinogramas afectadas por ruido.

Objetivos Espećıficos

1. Utilizar los operadores morfológicos para el tratamiento en segmentación de imá-

genes digitales reconstruidas;

2. Implementar computacionalmente los operadores morfológicos fuzzy para la seg-

mentación de imágenes digitales reconstruidas;

3. Mejorar la segmentación de imágenes reconstruidas mediante la morfológica ma-

temática fuzzy.
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1.4. Justificación

En la vanguardia de la nueva tecnoloǵıa, donde la matemática juega un papel im-

portante, la morfoloǵıa matemática fuzzy a mostrado un gran potencial en el campo del

procesamiento de imágenes, en especial en la detección de bordes y la segmentación de

imágenes digitales. A diferencia de los métodos tradicionales como Canny, Sobel, etc.,

la MMF posee una formulación matemática mas completa e intuitiva, lo que se traduce

(desde el punto de vista del especialista) en un análisis y en resultados más confiables.

1.5. Limitaciones de la Investigación

Escasa referencias bibliográficas respecto al tema propuesto;

No existe base de datos de sinogramas.

Costo excesivo de art́ıculos referentes al tema;

Costo excesivo del material informático (software).

1.6. Metodoloǵıa

El presente trabajo de investigación inicia con una revisión bibliográfica sobre los

temas abordados. Se analizaron formalmente los conceptos a ser utilizados, siendo reali-

zadas las demostraciones mas relevantes para el desarrollo del método para segmentación

a ser propuesto. En seguida, se estableció la manera en que se usaŕıan operadores fuzzy

apropiados con el fin de mejorar la segmentación de una imagen reconstruida a partir

de un sinograma ruidoso. Con esto, se realizaron la implementación y los experimentos
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computacionales correspondientes. Finalmente, se realizaron los análisis y discusiones de

los resultados obtenidos.

1.7. Tipo de Investigación

Utilizaremos el tipo de investigación anaĺıtico, descriptivo y deductivo.



Caṕıtulo 2

Marco Teórico Conceptual

2.1. Antecedentes de la Investigación

Una aplicación más completa sobre este trabajo se encuentra el art́ıculo “Some ap-

proaches based on interval-valued images and L-fuzzy mathematical morphology for

segmenting images reconstructed from noisy sinograms” [41], recientemente publicado

por Sussner et al., en el cual se simuló imágenes reconstruidas a partir de un sinogra-

ma con ruido de Poisson. En seguida, sobre esas imágenes reconstruidas se utilizaron

diferentes enfoques, siendo uno de los enfoques el que será presentado en esta tesis. En

el art́ıculo mencionado, se utilizó la extensión de la morfoloǵıa matemática fuzzy para

segmentación de imágenes reconstruidas basada en la extensión de los cuatro operadores

fundamentales de la MMF. Vale señalar que uno de los pilares de esos enfoques es la

utilización de algún filtro de ruido basado en la extensión de la MMF sobre una imagen

digital corrompida, ya utilizados por diferentes autores destacándose González et al. [14]

y Sussner et al. [43] por presentar, en la práctica, buenos resultados.

10
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2.2. Bases Teóricas

En esta sección se presentan los principales conceptos de la teoŕıa de ret́ıculos com-

pletos donde la morfoloǵıa matemática puede ser conducida. Estos conceptos pueden ser

encontrados en Birkhoff [4], Davey [7] y Gratzer [15].

2.2.1. Relación de Orden Parcial

Definición 2.2.1. [7] Sea L un conjunto diferente del vaćıo. Una relación de orden ≤

sobre L es llamada orden parcial se satisface las siguientes condiciones:

1. Reflexividad: x ≤ x;

2. Antisimetŕıa: Si x ≤ y e y ≤ x implica x = y;

3. Transitividad: Si x ≤ y e y ≤ z implica x ≤ z,

para todo x, y, z ∈ L. El conjunto L con el orden parcial ≤ es llamado conjunto parcial-

mente ordenado o poset y es denotado por (L,≤).

Sea (L,≤) un conjunto parcialmente ordenado e Y ⊆ L. Un elemento l ∈ L es

llamado cota inferior de Y si l ≤ y, para todo y ∈ Y , y el mayor de las cotas inferiores

x, en caso de existir, es llamado ı́nfimo, esto es, ∀l ∈ L : (∀y ∈ Y : l ≤ y) ⇒ l ≤ x.

De forma similar, un elemento u ∈ L es llamado cota superior de Y si y ≤ u, para todo

y ∈ Y y el menor de la cotas superiores x, en caso de existir, es llamado supremo, esto

es, ∀u ∈ L : (∀y ∈ Y : y ≤ u) ⇒ x ≤ u. El śımbolo
∧
Y denota el ı́nfimo de Y y el

śımbolo
∨

Y denota el supremo de Y .

Si Y = {x, y}, entonces el ı́nfimo de Y (
∧
Y ) será denotado por x∧ y y el supremo

de Y (
∨

Y ) será denotado por x ∨ y. Si Y = {yj | j ∈ J} para algún conjunto de
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ı́ndices J , entonces el ı́nfimo de Y (
∧
Y ) será denotado por

∧
j∈J yj y el supremo de Y

(
∨

Y ) será denotado por
∨

i∈J yj.

2.2.2. Ret́ıculos Completos

Definición 2.2.2. [7] Un poset (L,≤) es llamado:

1. Poset acotado, si L posee ı́nfimo y supremo.

2. Ret́ıculo, si cada subconjunto finito no vaćıo de L posee ı́nfimo y supremo en L.

3. Ret́ıculo completo, si cada subconjunto no vaćıo de L posee ı́nfimo y supremo en

L.

Si L satisface los Itens 1. y 2., es llamado ret́ıculo acotado.

Lema 2.2.3. [7] Sea L un ret́ıculo y x, y ∈ L. Entonces las siguientes afirmaciones son

equivalentes:

1. x ≤ y;

2. x ∨ y = y;

3. x ∧ y = x

Teorema 2.2.4. [7] Sea L un ret́ıculo. Entonces la relaciones binarias ∨, ∧ : L2 → L

satisfacen los siguiente:

1. (x ∨ y) = (y ∨ x) (conmutatividad);

2. (x ∧ y) = (y ∧ x) (conmutatividad);

5. x ∨ (x ∧ y) = x (absorción);
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6. x ∧ (x ∨ y) = x (absorción);

3. (x ∨ y) ∨ z = x ∨ (y ∨ z) (asociatividad);

4. (x ∧ y) ∧ z = x ∧ (y ∧ z) (asociatividad).

para todo x, y, z ∈ L.

Aśı, alternativamente, un ret́ıculo puede ser visto como una estructura algebraica

(L,∨,∧) .

Ejemplo 2.2.5. Sea P (X) el conjunto potencia de X ̸= ∅. La relación de inclusión ⊆

es una orden parcial sobre P (X), aśı, (P (X),⊆) es un poset acotado, siendo su ı́nfimo

∅ y su supremo X. También, note que (P (X),⊆) es un ret́ıculo completo.

Ejemplo 2.2.6. Para todo x ≥ 0, x ∈ R, se tiene que el intervalo [0, x] es un ret́ıculo

completo con el orden usual heredado de R. En particular, si x = 1, el intervalo [0, 1] es

un ret́ıculo completo.

Ejemplo 2.2.7. Sea L un poset. El producto Ln = L× ...×L es un poset con el orden

parcial dado por:

(x1, x2, ..., xn) ≤ (y1, y2, ..., yn) ⇔ xi ≤ yi, ∀i ∈ {1, 2, ..., n}. (2.1)

Ejemplo 2.2.8. Sea X ̸= ∅. La clase de funciones LX = {f : X → L} es un poset con

el orden parcial dado por:

f ≤ g ⇔ f(x) ≤ g(x), ∀x ∈ X, (2.2)

donde g, f ∈ LX .
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2.2.3. Aplicaciones entre Posets.

Definición 2.2.9. [7] Sean (L,≤L) y (M,≤M) posets. La aplicación f : L → M, para

todo x, y ∈ L, es llamada:

Creciente o isótona si x ≤L y implica f(x) ≤M f(y). En este caso, se dice que f

preserva el orden.

Decreciente o ant́ıtona si x ≤L y implica f(y) ≤ f(x). En este caso, se dice que

f revierte el orden.

Definición 2.2.10. [7] Sean L y M posets. La aplicación f : L → M es llamada

isomorfismo de orden si es biyectiva y si f y su inversa f−1 preserva el orden, esto es:

x ≤ y ⇔ f(x) ≤ f(y), (2.3)

para todo x, y ∈ L. Si L y M son ret́ıculos (o ret́ıculos completos), entonces el iso-

morfismo de orden f es llamado isomorfismo de ret́ıculos (o isomorfismo de ret́ıculos

completos).

Ejemplo 2.2.11. Sea X ̸= ∅. Entonces P(X) ≃ {0, 1}X .

Definición 2.2.12. [20] Sea L un poset. Una aplicación ϕ : L → L es llamada (o

llamado)

idempotente, si ϕ ◦ ϕ = ϕ;

extensiva, si x ≤ ϕ(x), para todo x ∈ L;

anti-extensiva, si ϕ(x) ≤ x, para todo x ∈ L;

apertura, si ϕ es creciente, anti-extensiva e idempotente;
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cierre, si ϕ es creciente, extensiva e idempotente;

Supongamos que ω y κ son, respectivamente, una abertura y un cierre sobre un

poset L. Desde que ω es anti-extensiva y idempotente y κ es extensiva e idempotente,

observamos las siguientes relaciones:

ω = ω ◦ ω ≤ ω ◦ κ ≤ κ ◦ κ = κ (2.4)

ω = ω ◦ ω ≤ κ ◦ ω ≤ κ ◦ κ = κ. (2.5)

Por tanto se tiene que:

ω ≤ ω ◦ κ, κ ◦ ω ≤ κ. (2.6)

2.2.4. Morfoloǵıa en Ret́ıculos Completos

La morfoloǵıa matemática basada en ret́ıculos completos presenta dos enfoques no

necesariamente excluyentes, los cuales son:

1. La MM en el sentido geométrico y topológico basados en los operadores básicos de

erosión y dilatación utilizados para extraer información de la imagen, esos operado-

res son generalmente asociados a un elemento estructurante S (ver [23, 34, 36]).

2. La MM en sentido algebraico, usualmente definida sobre ret́ıculos completos, te-

niendo como base los operadores de erosión y dilatación (ver [19, 32, 33, 34]).

Los siguientes conceptos son utilizados en la MM en el sentido algebraico.

Definición 2.2.13. [20] Sean L y M ret́ıculos completos. Un operador δ : L → M que

conmuta con la operación de supremo es llamado dilatación, esto es

δ
(∨

X
)
=
∨
x∈X

δ(x). (2.7)
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para todo subconjunto X ⊆ L.

De forma análoga, una erosión es un operador ε : M → L que conmuta con la operación

de ı́nfimo, esto es

ε
(∧

Y
)
=
∧
y∈Y

ε(y). (2.8)

para todo subconjunto Y ⊆ M.

Los operadores de dilatación y erosión generalmente están relacionados mediante una

relación de dualidad. La noción de dualidad difiere entre los investigadores de la MM.

Investigadores como BLoch y Maitre [5], Sinha y Dougherty [35], Nachetegal y Kerre [29],

emplean una dualidad basada en el concepto de negación. Otros investigadores, como

Maragos [22], Ronse [32], Denge e Heijmans [9], defienden el concepto de adjunción

siendo este último el enfoque que utilizaremos en este trabajo.

Definición 2.2.14. [20] Sean δ : L → M y ε : M → L donde L y M son ret́ıculos

completos. El par (ε, δ) representa una adjunción, si y solo si

δ(x) ≤ y ⇔ x ≤ ε(y). (2.9)

La adjunción, considerada por muchos autores como sinónimo de conexión de Galois

[7], representa un papel importante en la MM al garantizar que un par de operadores

adjuntos es formado, necesariamente, por una única dilatación y una única erosión [20],

siendo esta particularidad garantizada por la siguiente proposición:

Proposición 2.2.15. [20] Sean L e M ret́ıculos completos y considerando los operadores

δ : L → M y ε : M → L.

1. Si (ε, δ) forma una adjunción, entonces δ es una dilatación y ε es una erosión.
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2. Para toda dilatación δ existe una única erosión ε tal que (ε, δ) forma una adjunción.

La erosión adjunta es dada por

ε(y) =
∨

{x ∈ L : δ(x) ≤ y} (2.10)

para todo y ∈ M.

3. Para toda erosión ε existe una única dilatación δ tal que (ε, δ) es una adjunción.

La dilatación adjunta es dada por

δ(x) =
∧

{y ∈ M : ε(y) ≥ x} (2.11)

para todo x ∈ L.

El siguiente teorema muestra como construir aberturas e cierres a partir de erosiones

y dilataciones sobre ret́ıculos completos.

Teorema 2.2.16. [18] Sean L e M ret́ıculos completos. Si δ : L → M y ε : M → L

son adjuntos, entonces las siguientes afirmaciones son verdaderas:

1. La composición δ ◦ ε : M → M es una apertura.

2. La composición ε ◦ δ : L → L es un cierre.

3. Si L = M, entonces δ(ε(x)) ≤ x ≤ ε(δ(x)), para todo x ∈ L.



Caṕıtulo 3

Morfoloǵıa Matemática Binaria

A principios de la década de 1960, Matheron [23] y Serra [34] inventaron la morfoloǵıa

matemática (MM) como parte del procesamiento de imágenes binarias, confiando en gran

medida en los primeros trabajos de Minkowski [26] y Hadwiger [16].

Matheron y Serra lograron desarrollar una colección de herramientas llamados opera-

dores morfológicos, los cuales son extremadamente útiles para el análisis de las imágenes

binarias.

3.1. Imagen Binaria

Una imagen binaria puede ser descrita en términos de un subconjunto de X (X

denota el espacio euclidiano R2 o el espacio digital Z2) cuyos valores son cero o uno. Es-

pećıficamente, una imagen binaria, por el isomorfismo que existe entre P(X) ≃ {0, 1}X ,

está definida como el conjunto:

A = {x | Af (x) = 1} (3.1)

18
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El vector x representa la coordenada del pixel (x, y) mientras que Af ∈ {0, 1}X es

una imagen binaria que tiene valores cero o uno . Aśı, el término “imagen binaria” se

identifica con el término ”conjunto” y los pixeles que poseen valor de 1 son llamados

pixeles de primer plano (forman parte del conjunto), mientras que los pixeles con valor

0 son llamados pixeles del plano de fondo.

Dado un subconjunto A ⊆ X y un vector x ∈ X, denotamos por Ax a la traslación

de A por el vector x ∈ X tal que,

Ax = {a+ x | a ∈ A}, (3.2)

y el śımbolo Â denota una reflexión de A alrededor del origen dado por

Â = {−a ∈ X | a ∈ A}. (3.3)

a) b)

Figura 3.1: Traslación (a) y reflexión (b) de una imagen binaria

La suma de Minkowski de los subconjuntos A, S ⊂ X es definido por

A⊕ S = {a+ s|a ∈ A, s ∈ S}, (3.4)

y a la diferencia de Minkowski de dos subconjuntos A, S ⊂ X es definido por

A⊖ S = {x : s+ x ∈ A,∀s ∈ S} = {x|Sx ⊆ A} (3.5)

El subconjunto S ⊂ X es llamado elemento estructurante. Este subconjunto general-

mente es usado para extraer informaciones topológicas o geométricas de una imagen.
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3.2. Erosión y Dilatación de una Imagen Binaria

Definición 3.2.1. [20] Sean A ⊂ X una imagen binaria y S ⊂ X un elemento estruc-

turante. Se define la erosión binaria εS(A) por:

εS(A) = A⊖ S (3.6)

En la Figura 3.2 se muestra un ejemplo de erosión de una imagen binaria de acuerdo

con la Definición 3.2.1

Figura 3.2: a) Elemento estructurante. b) Imagen binaria. c) Erosión de una imagen

binaria.

Teorema 3.2.2. Dado A ⊂ X una imagen binaria y S ⊂ X un elemento estructurante.

La erosión binaria εS(A) puede también ser escrito como

εS(A) =
⋂
s∈S

A−s. (3.7)
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Demostración.

x ∈ εS(A) ⇔ Sx ⊆ A

⇔ x+ s ∈ A,∀s ∈ S

⇔ ∃a ∈ A tal que a = x+ s,∀s ∈ S

⇔ ∃a ∈ A tal que a− s = x,∀s ∈ S

⇔ x ∈ A−s,∀s ∈ S

⇔
⋂
s∈S

A−s.

Definición 3.2.3. [20] Sean A ⊂ X una imagen binaria y S ⊂ X um elemento estruc-

turante. Se define la dilatación binaria δS(A) por:

δs(A) = A⊕ S. (3.8)

En la Figura 3.3 se muestra un ejemplo de dilatación de una imagen binaria de

acuerdo con la Definición 3.2.3.

Figura 3.3: a) Elemento estructurante. b) Imagen binaria. c) Dilatación de una imagen

binaria.

Teorema 3.2.4. Dado A ⊂ X una imagen binaria y S ⊂ X elemento estructurante.

La dilatación binaria, δS(A), puede también ser escrito como

δS(A) =
⋃
s∈S

As.
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Demostración. Para todo A, S ⊂ (X). Sea x ∈ X,

x ∈ A⊕ S ⇔ ∃ a ∈ A, ∃ s ∈ S tal que x = a+ s

⇔ ∃ s ∈ S tal que x ∈ As

⇔ x ∈
⋃
s∈S

As.

Teorema 3.2.5. Dado A ⊂ X una imagen binaria y S ⊂ X elemento estructurante.

La dilatación binaria, δS(A), puede también ser escrito como

δS(A) = {x | Ŝx ∩ A ̸= ∅} (3.9)

Demostración.

A⊕ S = {x = a+ s|a ∈ A, s ∈ S}

= {x | a ∈ A, x− a ∈ S}

= {x | a ∈ A, a− x ∈ Ŝ}

= {x| a ∈ A, a ∈ Ŝx}

= {x | Ŝx ∩ A ̸= ∅}.

3.3. Propiedades de la Erosión y la Dilatación de una

Imagen Binaria

Proposition 3.3.1. Sean A,B, S,R ⊂ X y h ∈ X. Entonces las siguientes afirmaciones

son verdaderas:
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1. (A⊖ S)h = Ah ⊖ S;

2. (A⊖ S)⊖R = A⊖ (S ⊕R);

3. A ⊆ B ⇒ A⊖ S ⊆ B ⊖ S;

Demostración.

1. Sea h ∈ X, se tiene que

x ∈ (A⊖ S)h ⇔ ∃y ∈ (A⊖ S) tal que x = y + h

⇔ y + s ∈ A, ∀s ∈ S tal que x− h = y

⇔ x− h+ s ∈ A, ∀s ∈ S tal que x− h = y

⇔ x+ s− h ∈ A, ∀s ∈ S

⇔ x+ s ∈ Ah, ∀s ∈ S

⇔ x ∈ (Ah ⊖ S).

2.

z ∈ (A⊖ S)⊖R ⇔ z + r ∈ A⊖ S, ∀r ∈ R

⇔ z + r ∈ A⊖ S, ∀r ∈ R

⇔ (z + r) + s ∈ A, ∀s ∈ S, ∀r ∈ R

⇔ z + (r + s) ∈ A, ∀s ∈ S, ∀r ∈ R

⇔ z + y ∈ A, ∀y ∈ R⊕ S

⇔ z ∈ A⊖ (R⊕ S).

3. Sea x ∈ A⊖S. Aśı, x+s ∈ A, para todo s ∈ S. Como A ⊆ B entonces x+s ∈ B,

para todo s ∈ S, luego x ∈ B ⊖ S. Por tanto A⊖ S ⊆ B ⊖ S.
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Proposition 3.3.2. Sean A,B, S,R ⊂ X y h ∈ X. Entonces las siguientes afirmaciones

son verdaderas:

1. (A⊕ S)h = Ah ⊕ S;

2. (A⊕ S)⊕R = A⊕ (S ⊕R);

3. A ⊆ B ⇒ A⊕ S ⊆ B ⊕ S.

Demostración.

1. Sea h ∈ X, se tiene que

x ∈ (A⊕ S)h ⇔ ∃ a ∈ A, ∃ s ∈ S tal que x = (a+ s) + h

⇔ ∃ a ∈ A, ∃ s ∈ S tal que x = (a+ h) + s

⇔ ∃ y ∈ Ah, ∃ s ∈ S tal que x = y + s

⇔ x ∈ Ah ⊕ S.

2.

z ∈ (A⊕ S)⊕R ⇔ ∃r ∈ R, ∃y ∈ A⊕ S tal que z = r + y

⇔ ∃r ∈ R, ∃a ∈ A, ∃ s ∈ S tal que z = r + (s+ a)

⇔ ∃r ∈ R, ∃a ∈ A, ∃ s ∈ S tal que z = (r + s) + a

⇔ ∃n ∈ R⊕ S, ∃a ∈ A tal que z = n+ a

⇔ z ∈ A⊕ (R⊕ S).

3. Suponga que A ⊆ B. Si x ∈ A ⊆ B entonces existen a ∈ A y s ∈ S tal que

x = a + s. Como a ∈ A entonces a ∈ B. Aśı, x = a + s ∈ B ⊕ S, por tanto

A⊕ S ⊆ A⊕ S.
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3.4. Dualidad entre la Dilatación y la Erosión

Heijmans [20], Bloch y Máıtre [6], Sinha y Dougherty [35] relacionan la dilatación y la

erosión de acuerdo a la noción de dualidad, la cual considera las siguientes perspectivas:

La noción de dualidad basada en el complemento de conjuntos:

� (X ⊕ A)c = Xc ⊖ Â, Eso debido a que,

(X ⊕ A)c =

(⋃
a∈A

Xa

)c

=
⋂
a∈A

Xa
c

=
⋂

{Xc + a|a ∈ A}

=
⋂

{Xc − (−a)| − a ∈ Â}

=
⋂

{Xc − a′|a′ ∈ Â}

=
⋂
a′∈Â

Xc
−a′ = Xc ⊖ Â.

� (X ⊖ A)c = Xc ⊕ Â.

2. La noción de dualidad basada en la adjunción:

� δS(A) ⊆ B ⇔ A ⊆ εS(B), esto es A⊕ S ⊆ B ⇔ A ⊆ B ⊖ S.

A⊕ S ⊆ B ⇔
⋃
s∈S

As ⊆ B

⇔ As ⊆ B, ∀s ∈ S

⇔ A ⊆ B ⊖ S.

3.5. Apertura y Cierre de una Imagen Binaria

Definición 3.5.1. [20] Sean A ⊂ X una imagen binaria y S ⊂ X um elemento es-

tructurante. La apertura de una imagen binaria A por un elemento estructurante S es
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definida por:

γS(A) := δS (εS(A)) = (A⊖ S)⊕ S = A ◦ S (3.10)

En la Figura 4.29 se muestra dos ejemplos de aplicaciones de la apertura. En la parte

superior de la Figura 4.29, el cierre elimina pequeñas salientes. En la parte inferior, la

apertura elimina ruido de la imagen corrompida por ruido.

Figura 3.4: Ejemplo de apertura de una imagen binaria

Definición 3.5.2. [20] Sean A ⊂ X una imagen binaria y S ⊂ X un elemento es-

tructurante. La cerradura de una imagen binaria A por un elemento estructurante S es

definida por:

ϕS(A) := εS (δS(A)) = (A⊕ S)⊖ S = A • S (3.11)

Una aplicación del operador cierre es que puede eliminar pequeños huecos. Esto puede

ser observado tanto en la parte superior como en la parte inferior de la Figura 3.5.
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Figura 3.5: Ejemplo de cierre de una imagen binaria

Tanto la apertura como la cerradura son idempotentes, esto es:

(A ◦ S) ◦ S = A ◦ S

(A • S) • S = A • S.

La demostración de estas dos última propiedades están sujetas al siguiente lema

Lema 3.5.3. Sean A,B ⊂ X. Las siguientes relaciones entre la erosión, la dilatación,

apertura y cerramiento son válidas

A⊕B = (A •B)⊕B = (A⊕B) ◦B. (3.12)

Demostración. Sea G = A ⊕ B, H = G ⊖ B e I = H ⊕ B. Por la adjunción entre la

dilatación y la erosión se tiene que:

G = A⊕B ⇒ A ⊆ G⊖B ⇒ G = A⊕B ⊆ H ⊕B = I

e H = G⊖B ⇒ H ⊕B ⊆ G ⇒ I ⊆ G.
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Por tanto G = I, esto implica que:

A⊕B = H ⊕B = (G⊖B)⊕B

= ((A⊕B)⊖B)⊕B

= (A •B)⊕B = (A⊕B) ◦B.

En el siguiente teorema se muestra que el cierre es una operación indempotente.

Teorema 3.5.4. Sean A,B ⊂ X. Entonces

(A •B) •B = A •B (3.13)

Demostración. Sean A,B ⊂ X.

A⊕B = (A •B)⊕B ⇒ (A⊕B)⊖B = ((A •B)⊕B)⊖B

⇒ A •B = (A •B) •B.

La importancia de la idempotencia es que la apertura y el cierre no cambian después

de realizar más de una iteración.



Caṕıtulo 4

Morfoloǵıa Matemática Fuzzy

(MMF)

En esta sección serán presentados los principales conceptos de la teoŕıa de conjuntos

fuzzy y en la secuencia la MMF. En la MMF, enfocaremos en la relación de adjunción

entre los operadores de dilatación y la erosión, como consecuencia la apertura es anti-

extensiva y el cierre es extensivo.

4.1. Extensión de la MM Binaria

Tradicionalmente las imágenes binarias son representadas por subconjuntos de X

(Zd o Rd), mientras que las imágenes en escala de grises se pueden representar por

funciones X → [0, 1]. Aśı, la teoŕıa de conjuntos fuzzy parece ser una opción lógica

para la extensión de la MM binaria a la MM en imágenes en escala de grises, pues

las imágenes en escala de grises pueden ser representadas por conjuntos fuzzy. Aśı,

las herramientas dadas por la teoŕıa de conjuntos fuzzy se pueden utilizar para definir

operadores morfológicos fuzzy. Este enfoque, fue introducido por De Baets en [8], quien
29
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propuso el uso de conjunciones e implicaciones fuzzy para definir operadores morfológicos

fuzzy. De Baets consideró como un primer paso las t-normas como conjunciones fuzzy, y

sus implicaciones residuales como implicaciones fuzzy. El concluyó que la pareja formada

por una t-norma y su implicación residual genera una “buena” morfoloǵıa matemática

fuzzy, satisfaciendo propiedades algebraicas deseables.

4.2. Teoŕıa de Conjuntos Fuzzy

La teoŕıa de los conjuntos fuzzy extiende la teoŕıa clásica de conjuntos. Esta teoŕıa

matemática fue introducida por Lotfi Zadeh [46] como una herramienta para modelar

la imprecisión y la ambigüedad que surge en sistemas complejos. Un estudio más deta-

llado de la teoŕıa de conjuntos fuzzy puede ser encontrada en las siguientes referencias

bibliográficas: [1, 2, 21].

Definición 4.2.1. [46] Un conjunto fuzzy es definido como una función a : X → [0, 1],

donde a es llamada de función de pertenencia y el valor de a(x) representa el grado de

pertenencia de x en el conjunto fuzzy a.

Observación 4.2.2.

La clase de los conjuntos fuzzy en X es denotado por F(X) = [0, 1]X = {a :

X → [0, 1]}.

Se identifica un conjunto clásico A ∈ P(X) como un conjunto fuzzy a ∈ F(X)

de la siguiente forma:

a(x) =


1, si x ∈ A

0. caso contrario

(4.1)
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De esta manera, un conjunto clásico A puede ser interpretado como un caso

particular de un conjunto fuzzy, donde el valor de la función de pertenencia se

encuentra en el conjunto {0, 1}.

Como fue comentado a un inicio, la teoŕıa de conjuntos fuzzy puede ser usada para el

desarrollo de los operadores básicos de la MM fuzzy desde que una imagen es represen-

tada como un función a : X → [0, 1], la cual puede ser interpretada como un conjunto

fuzzy a en X. En adelante nos referiremos a una imagen a ∈ F(X) como un conjunto

fuzzy.

4.3. Operadores Fuzzy

Entre los operadores básicos de la teoŕıa de conjuntos fuzzy que extienden los opera-

dores lógicos booleanos, se tiene la conjunción y la implicación fuzzy. Vale resaltar que,

en esta sección solo se enfocará en esos dos operadores, aunque existen otros operadores

fuzzy como el operador s-norma y el operador de negación fuzzy.

Definición 4.3.1. [46] Una conjunción fuzzy C : [0, 1]× [0, 1] → [0, 1] es un operador

creciente en cada argumento que satisface C(0, 0) = C(0, 1) = C(1, 0) = 0 y C(1, 1) =

1. En particular, si C es conmutativa y asociativa que satisface C(x, 1) = x, para todo

x ∈ [0, 1], es llamada norma triangular o simplemente t-norma.

Note que, la conjunción C extiende la conjunción clásica, también llamada conjunción

Booleana ”∧” en {0, 1}×{0, 1}, esto es: {0∧0} = {0∧1} = {1∧0} = 0 y {1∧1} = 1.
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Ejemplo 4.3.2.

TM(x, y) = x ∧ y Ḿınimo

TLK(x, y) = 0 ∨ (x+ y − 1)  Lukasiewicz

TnM(x, y) =


0 si x+ y ≤ 1

x ∧ y caso contrario Ḿınimo Nilpotente

TP (x, y) = xy Producto.

Las conjunciones de TM , TLK , TnM y TP , son ejemplos de t-normas.

Definición 4.3.3. [46] Un operador I : [0, 1] × [0, 1] → [0, 1] decreciente en el primer

argumento, creciente en el segundo argumento es llamado implicación fuzzy I y satisface

I(0, 0) = I(0, 1) = I(1, 1) = 1 y I(1, 0) = 0. En particular, si la implicación fuzzy

satisface I(1, x) = x, para todo x ∈ [0, 1], I es llamada implicación de frontera.

Note que, la implicación de frontera I extiende la implicación clásica ” → ” en

{0, 1} × {0, 1}, i.e., {0 → 0} = {0 → 1} = {1 → 1} = 1 y {1 → 0 = 0}.

Ejemplo 4.3.4.

ILK(x, y) = 1 ∧ (y − x+ 1),  Lukasiewicz

IKD(x, y) = (1− x) ∨ y, Kleene-Dienes

IFD(x, y) =


1, si x ≤ y,

(1− x) ∨ y x > y Fodor

IGD(x, y) =


1, si x ≤ y,

y x > y Gödel.

Otros ejemplos de conjunciones incluyendo t-normas e implicaciones de frontera fuzzy,

pueden ser encontrados en [1, 2, 21].
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Una conjunción fuzzy puede estar relacionada con una implicación fuzzy a través de

una relación de dualidad con respecto a la adjunción [10]. Aśı se define el concepto de

adjunción entre la conjunción y la implicación como sigue:

Definición 4.3.5. Sea CF una conjunción fuzzy e IF una implicación fuzzy tal que el

par (CF , IF) son adjuntos si, y solamente si, (CF(a, ·), IF(a, ·)), para todo a ∈ [0, 1],

son adjuntos en el sentido de la Ecuación (2.9).

Definición 4.3.6. Una función I : [0, 1]2 → [0, 1] es llamada R-implicación si existe

una t-norma T tal que:

I(x, y) =
∨

{t ∈ [0, 1] | T (x, t) ≤ y}, ∀x, y ∈ [0, 1]. (4.2)

Proposición 4.3.7. Sea T una t-norma fuzzy. Las siguientes afirmaciones son equiva-

lentes:

i. T es continua a izquierda (continua en el segundo argumento).

ii. T e IT formar un par adjunto (o son adjuntos), esto significa que, T e IT satisfacen

el siguiente principio residual:

T (x, z) ≤ y ⇔ z ≤ IT (x, y), ∀x, y, z ∈ [0, 1].

iii. El supremo en la Ecuación (4.2) es el máximo, i.e.,

I(x, y) = máx{t ∈ [0, 1] | T (x, t) ≤ y}, ∀x, y ∈ [0, 1].

Demostración.

i.) ⇒ ii.) Suponiendo que T es una t-norma continua a izquierda y asumimos

que, para algún x, y, z ∈ [0, 1],

T (x, z) ≤ y ⇒ z ∈ {t ∈ [0, 1] | T (x, t) ≤ y}, (4.3)

⇒ IT (x, y) ≥ z. (4.4)
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Ahora, para algún x, y, z ∈ [0, 1], consideramos los siguientes casos

� z < IT (x, y).

En este caso, como

z < IT (x, y) ⇒ ∃ t′ > z tal que T (x, t′) ≤ y (4.5)

⇒ T (x, z) ≤ y (4.6)

� z = IT (x, y).

En este caso, como z = IT (x, y) entonces z ∈ {t ∈ [0, 1] | T (x, t) ≤ y} o

z /∈ {t ∈ [0, 1] | T (x, t) ≤ y}.

Desde que

z ∈ {t ∈ [0, 1] | T (x, t) ≤ y} ⇒ T (x, z) ≤ y. (4.7)

Para z /∈ {t ∈ [0, 1] | T (x, t) ≤ y}. En este caso, existe una sucesión

creciente (ti)i∈N tal que ti < z, T (x, ti) ≤ y, ∀i ∈ N y ĺımx→∞ ti = z. Por

la continuidad a izquierda, tenemos

T (x, z) = T (x, ĺım
i→∞

ti) = ĺım
i→∞

T (x, ti) ≤ y. (4.8)

ii.) ⇒ iii.) Asumimos que T e IT forman una adjunción, entonces

z = IT (x, y) ≥ IT (x, y) ⇒ T (x, z) = T (x, IT (x, y)) ≤ y. (4.9)

Por tanto, el supremo en la Ecuación (4.2) es el máximo.

iii.) ⇒ i.) Desde que a T -norma es creciente y conmutativa es suficiente mostrar

que T satisface:

T (x, sup
s∈S

ys) = sup
s∈S

T (x, ys) (4.10)
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donde x, ys ∈ [0, 1] para cada s ∈ S (S conjunto de ı́ndices).

Para mostrar esta afirmación, observe en primer lugar que de la monotocidad de

T se tiene la siguiente desigualdad:

T (x, sup
s∈S

ys) ≥ sup
s∈S

T (x, ys). (4.11)

Por otro lado sea y = sups∈S T (x, ys), implica que

T (x, ys) ≤ y, s ∈ S ⇒ ys ∈ {t ∈ [0, 1] | T (x, t) ≤ y}, s ∈ S

⇒ ys ≤ IT (x, y), s ∈ S

⇒ sup
s∈S

ys ≤ IT (x, y)

Por la monotocidad de T , se tiene:

T (x, sup
s∈S

ys) ≤ T (x, IT (x, y)) ≤ y = sup
s∈S

T (x, ys). (4.12)

De las desigualdades anteriores se tiene que T es continua a izquierda.

Ejemplo 4.3.8. [1, 44] Como ejemplos de pares adjuntos se tienen (TM , IGD), (TP , IP ),

(TLK , ILK), y (TnM , IFD).

Por la Proposición 4.3.7, si T es una t-norma e I es una implicación fuzzy tal que T

e I forman una adjunción, entonces I(x, ·) es una erosión e T (x, ·) es una dilatación en

[0, 1], para todo x ∈ [0, 1].

Note que, existen implicaciones fuzzy que no representan erosiones y conjunciones

fuzzy que no son dilataciones.

Ejemplo 4.3.9. Considere la siguiente implicación fuzzy:

ICE(x, y) =


0, x = 1 e y = 0

1, caso contrario

(4.13)
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Note que ICE(1, ·) no satisface la Ecuación (2.8) pues

ICE

(
1,
∧
n∈N

1

n

)
= ICE(1, 0) = 0

mientras que, ∧
n∈N

ICE

(
1,

1

n

)
=
∧
n∈N

1 = 1

Aśı, ICE es una implicación fuzzy pero ICE(x, ·) no representa una erosión.

4.4. Operadores Básicos de la MMF

La erosión binaria de un conjunto A por elemento estructurante S, EB(A, S), es

definida como el conjunto de todos los puntos x tal que el traslado del elemento estruc-

turante Sx está contenido dentro del conjunto A (ver Ecuación (3.6)). Formalmente, se

tiene la siguiente relación:

EB(A, S) = {x ∈ X : Inc(Sx, A)} , (4.14)

donde Inc : P(X)× P(X) → {0, 1} representa la inclusión de conjuntos, esto es

Inc(Sx, A) = 1 ⇔ Sx ⊆ A. (4.15)

De la misma forma, se formula la dilatación binaria de un elemento estructurante A por

S, DB(A, S) (ver Ecuación (3.8)), de acuerdo con la siguiente relación:

DB(A, S) = {x ∈ X : Sec(Sx, A)} , (4.16)

donde Sec : P(X)× P(X) → {0, 1} representa la intersección de conjuntos

Sec(Sx, A) = 1 ⇔ Ŝx ∩ A ̸= ∅. (4.17)

La MMF está basada en la definición de erosión y dilatación fuzzy las cuales son ex-

tensiones de la erosión y dilatación binaria. Aśı, Sussner y Valle en [44] incorporan las
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definiciones de medida de inclusión y medida de intersección fuzzy permitiendo visualizar

la generalización de la MM binaria para la MMF.

Definición 4.4.1. [44] Sea X el espacio Euclidiano R2 o el espacio digital Z2. Una

medida de inclusión fuzzy IncF : F(X) × F(X) → [0, 1] tal que la restricción para

P(X)×P(X) coincide con la inclusión para conjuntos clásicos, esto es, que para todo

A,B ∈ P(X) y sus correspondientes conjuntos fuzzy a,b ∈ F(X), se tiene

A ⊆ B ⇒ Inc(A,B) = IncF(a,b) = 1

A ⊈ B ⇒ Inc(A,B) = IncF(a,b) = 0

Definición 4.4.2. [44] Sea X el espacio Euclidiano R2 o el espacio digital Z2. Una

medida de intersección fuzzy SecF : F(X)× F(X) → [0, 1] tal que la restricción para

P(X) × P(X) coincide con la intersección para conjuntos clásicos, esto es, que para

todo A,B ∈ P(X) y sus correspondientes conjuntos fuzzy a,b ∈ F(X), se tiene:

A ∩ B ̸= ∅ ⇒ Sec(A ∩B) = SecF(a,b) = 1

A ∩ B = ∅ ⇒ Sec(A,B) = SecF(a,b) = 0.

A seguir veremos como la implicación fuzzy y la conjunción fuzzy permiten definir

medidas de inclusión e intersección fuzzy.

Definición 4.4.3. [44] Sean los conjuntos fuzzy a, s ∈ F(X). Una medida de inclusión

fuzzy IncF se denomina como una intersección Inf-I si y solo si es dada por:

IncF(s, a)(x) =
∧
x∈X

IF(s(x), a(x)), (4.18)

donde IF : [0, 1]× [0, 1] → [0, 1] es una implicación fuzzy.

Definición 4.4.4. [44] Sea X el espacio Euclidiano R2 o el espacio digital Z2 y sean los

conjuntos fuzzy a, s ∈ F(X). Una medida de intersección fuzzy SecF es una medida de
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intersección fuzzy Sup-C si, y solo si, SecF es dada por la ecuación:

SecF(s, a)(x) =
∨
x∈X

CF(s(x), a(x)), (4.19)

donde CF : [0, 1]× [0, 1] → [0, 1] es una conjunción fuzzy.

Se define a la traslación de un elemento estructurante s por x, denotado por sx,

como

sx(y) = s(y − x), ∀y ∈ X (4.20)

y a la reflexión de s en torno de origen, denotado por s̄, como:

s̄(y) = s(−y), ∀y ∈ X. (4.21)

A seguir son definidos los operadores fundamentales de la MMF

Definición 4.4.5. [44] Sea X el espacio Euclidiano R2 o el espacio digital Z2 y sean

a, s ∈ F(X). Se define EF : F(X)×F(X) → F(X) como:

EF(a, s)(x) = IncF(sx, a), (4.22)

El operador EF es una erosión fuzzy si IncF(s, ·) conmuta como el ı́nfimo para todo

s ∈ F(X), en este caso el operador EF(s, ·) representa una erosión para todo elemento

estructurante s.

Definición 4.4.6. [44] Sea X el espacio Euclidiano R2 o el espacio digital Z2 y sean

a, s ∈ F(X), se define DF : F(X)×F(X) → F(X) como:

DF(a, s)(x) = SecF(sx, a), (4.23)

El operador DF es una dilatación fuzzy si SecF(s, ·) conmuta como el supremo para

todo s ∈ F(X), en este caso el operador DF(s, ·) representa una dilatación.
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Definición 4.4.7. [10] Sea X el espacio Euclidiano R2 o el espacio digital Z2, y sean

DF , EF : F(X) × F(X) → F(X). Decimos que el par (EF ,DF) forma una adjunción

si, y solamente si, (EF(·, s),DF(·, s)) forma una adjunción, para todo s ∈ F(X).

Teorema 4.4.8. Sea el operador EF inducida por la medida de inclusión Inf-I, esto es,

EF es dado por las Ecuaciones (4.22) y (4.18). Entonces las siguientes afirmaciones son

equivalentes:

1. Los operadores EF(·, s) son erosiones, para todo s ∈ F(X).

2. Los operadores IncF(s, ·) son erosiones, para todo s ∈ F(X).

3. Los operadores IF(s, ·) son erosiones, para todo s ∈ [0, 1].

Demostración. Sean K = {1, 2, ..., k, ..} conjunto de indices, ak, s ∈ F(X) y x ∈ X tal

que

EF

(∧
k∈K

ak, s

)
(x) =

∧
k∈K

EF (ak, s) (x). (4.24)

Equivalentemente,

IncF

(
sx,
∧
k∈K

ak

)
=
∧
k∈K

IncF (sx, ak) , (4.25)

entonces esta medida de inclusión IncF es una erosión en el segundo argumento.

Ahora asumimos que IncF(s, ·) son erosiones para todo s ∈ F(X). Aśı, mostraremos

que

IF

(
s,
∧
k∈K

ak

)
=
∧
k∈K

IF (s, ak) , (4.26)

para todo s, ak ∈ [0, 1].

En efecto, sean s y ak ∈ [0, 1] constantes tal que s(x) = s y ak(x) = ak para todo

x ∈ X y k ∈ K, por tanto:
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IF

(
s,
∧
k∈K

ak

)
=

∧
x∈X

IF

(
s(x),

∧
k∈K

ak(x)

)

= IncF

(
s,
∧
k∈K

ak

)

=
∧
k∈K

(∧
x∈X

IF (s(x), ak(x))

)
=

∧
k∈K

IF (s, ak) .

Finalmente, suponiendo que IF es una erosión en el segundo argumento. Será probado

que IncF representa una erosión en el segundo argumento. En efecto, sean s, ak ∈ F(X),

entonces:

IncF

(
s,
∧
k∈K

ak

)
=

∧
x∈X

IF

(
s(x),

(∧
k∈K

ak

)
(x)

)

=
∧
x∈X

IF

(
s(x),

(∧
k∈K

ak(x)

))

=
∧
x∈X

(∧
k∈K

IF (s(x), ak(x))

)

=
∧
k∈K

(∧
x∈X

IF (s(x), ak(x))

)
=

∧
k∈K

IncF (s, ak) .

Por tanto IncF es una erosión.

Teorema 4.4.9. Sea X el espacio Euclidiano R2 o el espacio digital Z2 y sea el operador

DF inducida por la medida de intersección Sup-C, esto es, DF es dado por las Ecuaciones

(4.23) y (4.19). Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. Los operadores DF(·, s) son dilataciones, para todo s ∈ F(X).

2. Los operadores SecF(s, ·) son dilataciones, para todo s ∈ F(X).

3. Los operadores CF(s, ·) son dilataciones, para todo s ∈ [0, 1].
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Demostración. La demostración es de forma similar al teorema anterior.

Para aspectos prácticos, en este trabajo utilizaremos un elemento estructurante s

centrado en el origen (0 = (0, 0)) tal que s(0) = 1, y sus valores distintos de cero son

dados por la matriz:

s =
1

255


219 219 219

219 255 219

219 219 219

 . (4.27)

Note que, para facilitar la notación, este elemento estructurante será identificado

apenas con la matriz s. Desatacamos también que, dicho elemento estructurante es muy

utilizado en diferentes investigaciones en procesamiento de imágenes, ver [12, 13, 40, 43].

Ejemplo 4.4.10. En este ejemplo consideramos la imagen rice.jpg de dimensión 256×

256, la cual pertenece a la base de datos del software MATLAB, y el elemento de es-

tructurante dado por la matriz (4.27). Aśı, utilizando las Ecuaciones (4.22) y (4.23),

determinamos la erosión fuzzy y dilatación fuzzy de la imagen rice.jpg basada en los ope-

radores IFD y TnM . La figura 4.1 muestra la erosión y la dilatación fuzzy de la imagen

rice.jpg por el elemento estructurante s.

a) b) c)

Figura 4.1: a) Imagen original b) Dilatación fuzzy de la imagen original por elemento

estructurante s. c) Erosión fuzzy de la imagen original por el elemento estructurante s.
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Además de la erosión y la dilatación, la apertura fuzzy y la cerradura de una imagen

en escala de grises de una imagen a por un elemento estructurante s pude ser definido

como sigue.

Definición 4.4.11. [24] Sea X el espacio Euclidiano R2 o el espacio digital Z2. El

cierre fuzzy CT,I(a, s) de una imagen en escala de grises a ∈ F(X) por un elemento

estructurante s ∈ F(X) está definida por:

CT,I(a, s) = EF(DF(a, s), s). (4.28)

La apertura fuzzy OT,I(a, s) de una imagen en escala de grises a ∈ F(X) por un

elemento estructurante s ∈ F(X) está definida por:

OT,I(a, s) = DF(EF(a, s), s). (4.29)

Proposición 4.4.12. Sea X el espacio euclidiano R2 o el espacio digital Z2 y a, s ∈

F(X) tal que s(0, 0) = 1. Si T es una t-norma fuzzy e I una implicación de frontera

entonces

EF(a, s) ≤ a ≤ DF(a, s). (4.30)

Demostración. Para todo x ∈ X, por un lado

EF(a, s)(x) =
∧
y∈X

I(sx(y), a(y))

≤ I(sx(x), a(x))

= I(1, a(x)) = a(x),

visto que I es una implicación de frontera.
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Por otro lado

DF(a, s)(x) =
∨
y∈X

T (sx(y), a(y))

≥ T (sx(x), a(x))

= T (1, a(x)) = a(x).

Aśı, se tiene que EF(a, s)(x) ≤ a(x) ≤ DF(a, s)(x),∀x ∈ X. Por tanto,

EF(a, s) ≤ a ≤ DF(a, s). (4.31)

Además de eso, la erosión fuzzy y dilatación fuzzy puede ser expresada por medio de

la adjunción, esto visto en la siguiente proposición.

Proposición 4.4.13. Sea X el espacio euclidiano R2 o el espacio digital Z2 y sean T

una t-norma fuzzy e I una implicación fuzzy. Si par (I, T ) es una adjunción entonces el

par (EF(·, s),DF(·, s)) es una adjunción, para todo s ∈ F(X).

Demostración. En efecto, para todo a, s, t ∈ [0, 1] tenemos que T (a, t) ≤ s ⇔ t ≤

I(a, s). Para todo a, s,h ∈ F(X),

DF(a, s) ≤ h ⇔ ∀x ∈ X, DF(a, s)(x) ≤ h(x)

⇔ ∀x ∈ X,
∨
y∈X

T (sx(y), a(y)) ≤ h(x)

⇔ ∀x ∈ X, ∀y ∈ Y, T (sx(y), a(y)) ≤ h(x)

⇔ ∀x ∈ X, ∀y ∈ Y, a(y) ≤ I(sx(y),h(x))

⇔ ∀y ∈ Y, a(y) ≤
∧
x∈X

I(sx(y),h(x))

⇔ ∀y ∈ Y, a(y) ≤
∧
x∈X

I(sy(x),h(x))

⇔ a ≤ EF(h, s)
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Ejemplo 4.4.14. En este ejemplo consideramos la imagen rice.jpg corrompida por un rui-

do de Poisson en el software de MATLAB con la función imnoise(′rice.jpg′,′ poisson′),

y el elemento de estructurante s dado por la matriz (4.27). Aśı, utilizamos las Ecuacio-

nes (4.28) y (4.29), para determinar la apertura y cierre fuzzy de la imagen corrompida.

Estos operadores basados en los operadores fuzzy de IFD y TnM . La figura (4.1) muestra

la erosión y la dilatación fuzzy de la imagen rice.jpg por el elemento estructurante s.

a) b) c)

Figura 4.2: a) Imagen corrompida por ruido de Poisson. b) Apertura de la imagen co-

rrompida por ruido de Poisson. c) Cierre Apertura de la imagen corrompida por ruido de

Poisson.

Observación 4.4.15. Considerando el par (EF ,DF) es una adjunción, para todo s ∈

F(X), note que:

1. si h = EF(a, s) entonces DF(h, s) ≤ a, esto significa que

DF(EF(a, s), s) ≤ a. (4.32)

2. si r = DF(a, s) entonces a ≤ EF(r, s), esto significa que

a ≤ EF(DF(a, s), s). (4.33)

Por los Itens 1. y 2. se tiene que

DF(EF(a, s), s) ≤ a ≤ EF(DF(a, s), s) (4.34)

OT,I(a, s) ≤ a ≤ CT,I(a, s). (4.35)



45

4.5. Gradiente Morfológico Fuzzy

En MM, el operador clásico gradiente morfológico de una imagen en escala de grises,

también llamado gradiente de Beucher [3], se define como la diferencia aritmética entre

los operadores morfológicos de dilatación y erosión por un elemento estructurante [31,

37]. Expresado de esta manera, el gradiente morfológico devuelve la máxima variación

de intensidad entre dos ṕıxeles de la imagen dentro de una vecindad definida por el

elemento estructurante. Vale resaltar, que si el elemento de estructurante es el mismo

para la dilatación y la erosión, de modo que contiene el origen (0 ∈ R2), entonces la

erosión de la imagen por el elemento estructurante es menor que la dilatación de la

imagen por el elemento estructurante [37].

Basado en concepto de gradiente morfológico, González-Hidalgo et al. [11, 13] define

el gradiente morfológico fuzzy como la diferencia entre la dilatación fuzzy y la erosión

fuzzy por el elemento estructurante s. En este caso, la dilatación fuzzy se basa en la t

-norma T , y la erosión fuzzy en una implicación frontera I, en ambos casos se considera

el elemento de estructurante centrado en el origen tal que s(0) = 1, de esta manera el

gradiente morfológico fuzzy se define como:

G(a, s)(x) = DF(a, s)(x)− EF(a, s)(x),∀x ∈ X. (4.36)

donde DF(a, s), EF(a, s) ∈ F(X), y − una diferencia usual. Note que definida de esta

forma, por la Proposición 4.4.12, se garantiza que la dilatación siempre es mayor que la

erosión.

Ejemplo 4.5.1. En este ejemplo, consideramos la dilatación y erosión fuzzy determina-

dos en el Ejemplo 4.4.14. Aśı, utilizando la Ecuación (4.36) determinamos el gradiente

morfológico fuzzy de la imagen rice.jpg por el elemento estructurante s.
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a) b)

Figura 4.3: a) Imagen original. b) Gradiente morfológico fuzzy de la imagen original por

el elemento estructurante s.



Caṕıtulo 5

Segmentación de Imágenes

Reconstruidas basada en MMF

En esta sección será presentada la aplicación de la MMF en la segmentación de

imágenes reconstruida a partir de sinogramas afectados por ruido de Poisson.

5.1. Segmentación de una Imagen Digital

La segmentación de una imagen digital se refiere al proceso de dividir dicha imagen

en múltiples regiones (conjuntos de ṕıxeles) u objetos, con el fin de simplificar y/o

cambiar la representación de una imagen para facilitar su análisis. Como resultado, cada

uno de los ṕıxeles en la misma región es similar con respecto a alguna caracteŕıstica o

propiedad computacional, como el color, la intensidad, la textura o la continuidad. Existen

diversos métodos para segmentar una imagen por ejemplo limiarización, algoritmo de

watershed, etc.. El algoritmo de watershed [3] se basa en encontrar los ĺımites de una

regiones conexas en una imagen. Existen varias versiones de este algoritmo, incluyendo

la transformación de inmersión de Vincent y Soille [45] y el método topográfico de F.
47
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Figura 5.1: Imágenes segmentadas

Meyer [25]. Generalmente en este algoritmo se aplica la transformada h-ḿınima que

suprime todos los ḿınimos de la imagen cuya profundidad es menor que h.

En este trabajo utilizaremos la MMF para determinar las bordas de una imagen

utilizando el gradiente morfológico fuzzy seguido del algoritmo de watershed, de esta

forma disminuir posibles problemas de segmentación.

5.2. Imágenes Reconstruidas

Las imágenes reconstruidas generalmente son obtenidas a partir de un examen de

tomograf́ıa. Una tomograf́ıa es un método muy usado en medicina para el estudio de

cáncer del corazón, del cerebro, etc.. La tomograf́ıa es realizada en dos pasos:

Primer paso: Consiste en utilizar un medicamento que lleva una sustancia radio-

activa que se introduce en el organismo a través de una vena. Al ir transportado en

la sangre, llega al órgano que queremos estudiar. El radiofármaco no tiene efectos

secundarios y la radiación que emite es ḿınima. El radiofármaco es captado por

un tomógrafo, que realizará un examen de la zona a estudiar (cabeza, tórax, abdo-
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men, pelvis, etc.) para después almacenarlas en un sinograma. Un sinograma es

el resultado de un conjunto de proyecciones angulares captadas por el tomógrafo.

Segundo paso: Reconstrucción de imágenes a partir de métodos de reconstrucción

en los que destacan los métodos anaĺıticos como “filtered backprojection” (FBP)

[30].

Para el análisis de las imágenes reconstruidas es utilizado el Phantom (ver Figura

5.2). Un Phantom (imagen original) es una imagen en escala de grises diseñado especial-

mente para evaluar, analizar y ajustar el rendimiento de varios dispositivos de imágenes.

Un Phantom proporciona resultados más consistentes que usar un sujeto vivo o un ca-

dáver, y también evita someter a un sujeto vivo a un riesgo directo.

Con el fin de analizar el método propuesto, realizamos experimentos utilizando el

Phantom (ver Figura 5.2) empleado por Miqueles et al. [27] para el análisis de imágenes

médicas.

a) b)

Figura 5.2: a) Phantom. b) Sinograma

En este trabajo nos enfrentaremos al ruido de generado por el tomógrafo que afec-

tan al sinograma, siendo llamado sinograma ruidoso la cual puede afectar de manera

significativa análisis de la imagen reconstruida. Para experimentos prácticos y simular la
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realidad de los sinogramas ruidosos, decidimos introducir el ruido de Poisson al sinogra-

ma utilizado en [27] (ver Figura 5.4) y posteriormente utilizar el FBP para reconstruirla

de esa forma generar una imagen reconstruida aproximada (ver Figura 5.3). El objetivo

de este trabajo es utilizar la MMF para segmentar una imagen reconstruida a partir de

un sinograma con ruido de Poisson, este proceso será explicado en la siguiente sección.

a) b)

Figura 5.3: a) Imagen reconstruida a partir de un sinograma con ruido de Poisson. b)

Sinograma.

En los experimentos computacionales utilizamos un sinograma ruidoso que es una

matriz P de 512 × 512. El Ruido de Poisson introducido sobre el sinograma, el cual es

determinado por el parámetro λi,j =
kpij∑512
i,j=1 pij

, donde k=1957945205.4794521 y pij son

la entradas de la matriz P .
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Figura 5.4: Sinograma con ruido de Poisson

5.3. Utilización de la MMF en Segmentación de Imá-

genes Reconstruidas

Como comentado en la sección anterior, en la práctica las imágenes reconstruidas

se ven afectadas por el ruido durante su adquisición. Este es un problema importan-

te para analistas que procesan esas imágenes. En consecuencia, es necesario un pre-

procesamiento para lidiar con este ruido. Aśı, Utilizaremos um método de remoción de

ruido basado en los operadores fuzzy de apertura y cierre fuzzy que, en la práctica, han

demostrado eficientes resultados [14, 43].

El filtro morfológico fuzzy de remoción de ruido basado en los operadores de apertura

y cierre fuzzy (MMF-CO) y está dada por [43]:

ImR =
CT,I +OT,I

2
. (5.1)

Recuerde por la Ecuación (4.34) que se cumple la siguiente relación:

OT,I(a, s) ≤ a ≤ CT,I(a, s) (5.2)



52

EL método estudiado sigue la siguiente secuencia: Sobre la imagen representante ImR,

la cual es una imagen aproximada a la imagen a (ver Ecuación (5.2)), es calculado el

gradiente morfológico fuzzy dado por la Ecuación (4.36); A partir del gradiente morfo-

lógico fuzzy, es utilizado el algoritmo de watershed, este algoritmo está disponible en el

software MATLAB (o PYTHON). Este proceso está ilustrado en la Figura 5.5.

Figura 5.5: Secuencia para segmentar una imagen reconstruida a partir de sinogramas

afectadas por ruido de Poisson.

La determinación del gradiente morfológico fuzzy de una imagen reconstruida está

basada en el par (TnM , IFD). Esto debido a que, utilizando este par en el cálculo del

gradiente morfológico fuzzy sobre el Phantom dado en la Figura 5.2 (imagen original

no corrompida), se observó que, es posible determinar todas las regiones de interés del

Phantom. Esta afirmación que se puede observar en la Figura 5.6 (note que el Phantom

tiene 9 regiones de interés). Además de eso, existen en detección de bordas donde este

par muestra tener buenos resultados [12, 40].
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Figura 5.6: Segmentación del Phantom

Para ver el impacto de este método propuesto, realizaremos los siguientes experi-

mentos.

Primer experimento

Este experimento consiste en ver si efectivamente es necesario la utilización de

un filtro de remoción de ruido. La secuencia de este experimento es la siguiente:

Sobre la reconstrucción del sinograma afectado por ruido de Poisson, utilizamos la

MMF basado en el par (TnM , IFD) para determinar el gradiente morfológico fuzzy,

seguido del algoritmo del watershed con diferentes h-ḿınimas para determinar los

segmentos o las regiones de dicha imagen reconstruida. Los resultados de este

experimento son observados en la Figura 5.7, donde claramente se puede ver una

sobre-segmentación para h ∈ { 3
255

, 4
255

, ..., 11
255

}, es decir una cantidad enorme de

regiones, de la imagen reconstruida; y para h ∈ { 9
255

, .., 11
255

} falta de regiones. Por

lo tanto em ambos casos el análisis de esa imagen reconstruida puede ser afectada.
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Figura 5.7: Segmentación de una imagen ruidosa utilizando MMF basada en el par

(TM , IGD).

Segundo experimento

Debido a lo expuesto en el primer experimento, se hace necesario la utilización de un

filtro de remoción de ruido. Aśı, en este segundo experimento es utilizado el filtro de

remoción de ruido basado en los operadores de apertura y cierre fuzzy (MMF-CO)

dado en la Ecuación (5.1), que su vez están basados en el par adjunto (TM , IGD).

De esta forma generamos una nueva imagen imagen ImR, sobre está imagen

utilizamos la MMF basado en el par (TnM , IFD) para determinar el gradiente

morfológico fuzzy, seguido del algoritmo de Watershed con diferentes h-ḿınimas
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para determinar los segmentos o las regiones de dicha imagen reconstruida. Los

resultados de este experimento son observados en la Figura 5.8, donde claramente

se puede ver una mejora significativa en la segmentación de la imagen reconstruida,

por ejemplo para h = 7/255 y h = 8/255 son determinados todos los segmentos

de la imagen reconstruida .

Figura 5.8: Segmentación de una imagen ruidosa utilizando MMF-CO, seguido de la

MMF basada en el par (TM , IKD).

Del primer y segundo experimento donde los resultados son expuestos en las Figuras
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5.7 y 5.8, podemos concluir que, utilizar el filtro morfológico fuzzy MMF-CO basado

en el par (TM , IKD) seguido del gradiente morfológico fuzzy basado en el par (TnM,FD)

generó mejores resultados que sin utilizar dicho filtro.



Conclusiones

1. Se aplicó la morfoloǵıa matemática fuzzy para la segmentación de imágenes re-

construidas a partir de sinogramas afectados por ruido de Poisson. Este método

consiste en utilizar un filtro de ruido basado en los operadores de apertura fuzzy

y cierre fuzzy sobre la imagen reconstruida, seguido del cálculo del gradiente mor-

fológico fuzzy sobre la imagen filtrada, y finalmente, por medio del algoritmo de

watershed, se determinó las regiones para su posterior análisis. Para el desarrollo

del método mencionado fue necesario estudiar la morfoloǵıa matemática fuzzy co-

mo extensión de la morfoloǵıa matemática binaria, enfatizando en sus principales

propiedades algebraicas. Vale resaltar que ambas teoŕıas están definidas sobre una

estructura algebraica llamada ret́ıculos completos. En efecto, se observa que los

ret́ıculos completos son la base para estudiar la morfoloǵıa matemática de forma

más general.

2. El método antes mencionado está basado en los cuatro operadores fundamentales,

los cuales son: la erosión fuzzy, dilatación fuzzy, apertura fuzzy y cierre fuzzy,

ya que el método desarrollado está basado en estos cuatro operadores. También

resaltamos la importancia de la propiedad algebraica de adjunción entre la dilación

fuzzy y la erosión fuzzy.

3. Se realizó la implementación y los experimentos computacionales correspondientes,
57
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junto al análisis de los resultados obtenidos.

4. Se compararon cualitativamente los resultados de la aplicación del método desa-

rrollado con y sin filtro de ruido, observándose que la utilización del filtro de ruido

genera mejores resultados.



Recomendaciones

Para trabajos futuros, se propone realizar computacionalmente una fase de entrena-

miento y otra de prueba para determinar el h-ḿınimo que genere mejores resultados en

ambos experimentos, luego utilizar algún método de comparación, por ejemplo la me-

dida de Jaccard, para hacer un análisis cuantitativo. Si los resultados son significativos

podŕıamos aplicar este método en tomograf́ıas de pacientes con alguna enfermedad y

ver si realmente genera buenos resultados, esto en colaboración de especialistas.
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Implementación Computacional

Función para calcular la erosión y la dilatación fuzzy

function [DilatacaoF ErosaoF]=DilatacaoErosaoFuzzy(im,w,r,A)

OpA=A{1};

OpB=A{2};

OFtnorma=str2func(OpA);

OFImplic=str2func(OpB);

im=(double(im));

[i,j]=size(im);

vertical=ones(1,i);

horizontal=ones(1,j+2);

imModidown=[0*vertical’ im 0*vertical’];

f=[0*horizontal;imModidown; 0*horizontal];

im1Modidown=[r*vertical’ im r*vertical’];

f1=[r*horizontal;im1Modidown; r*horizontal];

[x,y]=size(f);

for s=2:x-1

for t=2:y-1

w2=[f(s-1,t-1) f(s-1,t) f(s-1,t+1);...
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f(s,t-1) f(s,t) f(s,t+1);...

f(s+1,t-1) f(s+1,t) f(s+1,t+1)];

w3=[f1(s-1,t-1) f1(s-1,t) f1(s-1,t+1);...

f1(s,t-1) f1(s,t) f1(s,t+1);...

f1(s+1,t-1) f1(s+1,t) f1(s+1,t+1)];

%Operadores t-normas--------

p1=OFtnorma(w,w2,r);

dila=max(max(p1));

p2(s,t)=dila;

%Operadores implicaciones--------

r1=double(OFImplic(w,w3,r));

eros1=min(min(r1));

r2(s,t)=eros1;

end

end

[v1,v2]=size(p2);

DilatacaoF=imcrop(p2,[2 2 v2 v1]);

ErosaoF=imcrop(r2,[2 2 v2 v1]);

%Figuras----------------------------

%figure, imshow(p2-r2,[])

%figure, imshow(Erosao,[]);

%figure, imshow(Dilatacao,[]);

Función para determinar el gradiente morfológico fuzzy y su segmentación

function [GradForIm, waGrad]=gradienteFuzzy(dilatacionF,erosionF,hh)
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%hh==h-minima

borde=dilatacion-erosion;

conn= conndef(3,’maximal’);

%figuras-------

figure, imshow(p2,[]);

figure, imshow(r2,[]);

figure, imshow(borde,[])

%gradiente y algoritmo de watershed---

GradHmin = imhmin(GradForIm,hh,conn);

waGrad = watershed(GradHmin,conn);

Programa para segmentar una imagen reconstruida

clear all

clc

A2=["maxC_nM","minI_KD"]; Operdores Fuzzy

A1=["maxC_M","minI_GD"];

B=ones(3,3);

w=[219 219 219;219 255 219;219 219 219]/255;

r=1;

%% Image original

load ’phantom.dat’

Ior = mat2gray(phantom);

image1=image.jpg %image corrompida por ruido de Poisson

[DilatacaoF ErosaoF]=DilatacaoErosaoFuzzy(image1,B,r,A2);

[D1 E1]=DilatacaoErosaoFuzzy(DilatacaoF,B,r,A2);
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[D2 E2]=DilatacaoErosaoFuzzy(ErosaoF,B,r,A2);

Media= (E1+D2)/2;

%imagen segementada y gradiente MMF de la imagen corrompida

[dilatacion,erosion]=DilatacaoErosaoFuzzy(Media,w,A1);

[GradForIm, waGrad]=gradienteFuzzy(dilatacion,erosion,hh);

63



Bibliograf́ıa

[1] Baczynski, M., Beliakov, G., Sola, H. B., and Pradera, A. Advances in Fuzzy

Implication Functions. Springer, 2013.

[2] Barros, L. C. d. Teoria fuzzy e biomatemática. Campinas: IMECC-UNICAMP
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