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Resumen

El presente trabajo aborda el andlisis de la estabilidad de sistemas dindmicos lineales no
autéonomos con coeficientes periddicos, un problema que no puede resolverse directamente
mediante los autovalores de la matriz de coeficientes, como ocurre en los sistemas lineales
autéonomos con coeficientes constantes. En este contexto, el principal objetivo del trabajo
consiste en el uso de los exponentes de Floquet como herramienta fundamental para caracterizar
la estabilidad e inestabilidad del sistema dindmicos lineales no autébnomos con coeficientes
periddicos, es decir, se obtiene un criterio de estabilidad en términos del signo de la parte real
de los exponentes de Floquet, posteriormente se aplica al estudio de modelos fisicos, como
el péndulo de Kapitza, y a un modelo bioldgico de poblacién estructurada con reproduccion
estacional. Para alcanzar este propdsito, se emplea un enfoque analitico basado en la teoria de
Floquet, que permite transformar el sistema no auténomo original en un sistema equivalente
autonomo con coeficientes constantes. Asimismo, dado que en general no es posible obtener
soluciones explicitas, se emplean métodos numéricos para el cdlculo de la matriz fundamental y
de la matriz de monodromia, los cuales son implementados mediante el lenguaje Python.

Palabras Clave: Sistemas dindmicos no auténomos, Matriz de monodromia, Exponentes de

Floquet, Péndulo de Kapitza, Modelos poblacionales estacionales.
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Abstract

This thesis addresses the stability analysis of nonautonomous linear dynamical systems with
periodic coefficients, a problem that cannot be resolved directly through the eigenvalues of the
coefficient matrix, as is the case for autonomous linear systems with constant coefficients. In
this context, the primary objective of this work is to employ Floquet exponents as a fundamental
tool to characterize the stability and instability of nonautonomous linear dynamical systems with
periodic coefficients. Specifically, a stability criterion is established in terms of the sign of the
real part of the Floquet exponents. This criterion is subsequently applied to the study of physical
models, such as the Kapitza pendulum, and to a biological model of a structured population with
seasonal reproduction. To achieve this objective, an analytical approach based on Floquet theory
is developed, allowing the original nonautonomous system to be transformed into an equivalent
autonomous system with constant coefficients. Furthermore, since explicit solutions cannot
generally be obtained, numerical methods are employed to compute the fundamental matrix and
the monodromy matrix, which are implemented using the Python programming language.

Keywords: Nonautonomous dynamical systems, Monodromy matrix, Floquet exponents,

Kapitza pendulum, Seasonal population models.
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Capitulo 1

Planteamiento del problema

1.1. Situacion problematica

Sabemos que dada una ecuacion diferencial ordinaria, en muchas de estas ecuaciones
diferenciales no se puede determinar de manera explicita las soluciones, pero si se puede analizar
el comportamiento de manera cualitativa sin la necesidad de obtener las soluciones.

Dada la ecuacidn diferencial ordinaria auténoma de la forma

X = f(x), (L.1)

con x = x(t), el comportamiento de la solucién se puede determinar a partir de los valores
propios de la matriz A asociada al sistema lineal auténomo x’ = Ax, sistema que se puede obtener
a partir de (1.1). Los valores propios de A juegan un papel importante en el andlisis cualitativo
de la solucion del sistema (1.1) alrededor de un punto singular x = xp, y también se puede
determinar si el sistema (1.1) es o no estable. Pero, cuando uno estudia la estabilidad de un

sistema dinamico lineal no autéonomo de la forma

X =A(t)x, (1.2)



Los valores propios de la matriz A(¢) ya no son suficientes para determinar las propiedades

cualitativas de estabilidad ni la convergencia uniforme de las soluciones. En el sistema lineal

—1+3 cos?(¢) 1— 3 sen(t) cos(t)
X (t) = x(t), (1.3)
—-1- % sen(r)cos(t) —1-+ % sen’(t)

los valores propios de la matriz A(t), asociada a (1.3), estan dados por A = }l(—l ++/7i) que
no dependen de la variable ¢, con parte real negativa, y a pesar de ello el sistema (1.3) no es
asintéticamente estable, puesto que su matriz fundamental ®(z) dada por

(1) = ezcos(r) e 'sen(r)

—ezsen(r) e cos(r)
no converge cuando t — 40 0 cuando t — —oo, esto muestra que los valores propios instantdneos
de A(¢) no reflejan de manera directa el comportamiento global del sistema. De manera particular
estudiaremos la estabilidad de un sistema (1.2), cuando A(¢) es peridédico. Por medio de un
cambio de variables, se puede transformar el sistema (1.2) en un sistema lineal auténomo de la

forma

y/ =By (1.4)

y en este trabajo de investigacion buscaremos condiciones para determinar la estabilidad del

sistema (1.2).



1.2. Formulacion del problema

1.2.1. Problema general

(De qué manera los exponentes de Floquet permiten caracterizar la estabilidad exponencial
del sistema dindmico lineal no auténomo con coeficientes periddicos alrededor de la solucién
trivial, y como puede aplicarse este enfoque al andlisis de modelos matematicos provenientes de

la fisica y la biologia con comportamiento periédico?

1.2.2. Problemas especificos

1. (Qué propiedades de la teoria de Floquet permiten transformar un sistema dindmico
lineal no auténomo con coeficientes periddicos en un sistema dindmico lineal autbnomo

equivalente mediante la solucién fundamental y la matriz de monodromia?

2. (Como se determinan los exponentes de Floquet a partir de la matriz de monodromia

asociada a un sistema dindmico lineal no auténomo con coeficientes periédicos?

3. (Se pueden aplicar los criterios cldsicos de estabilidad exponencial para sistemas di-
namicos lineales auténomos con coeficientes constantes al analisis de la estabilidad de
sistemas dindmicos lineales no auténomos con coeficientes periddicos, a través del sistema

auténomo equivalente obtenido mediante la teoria de Floquet?

4. (De qué manera puede analizarse la estabilidad exponencial, mediante la teoria de Floquet
y con apoyo de herramientas computacionales, de modelos mateméticos con coeficientes

periddicos que describen fenémenos fisicos y biol6gicos?



1.3. Justificacion de la investigacion

En el andlisis de estabilidad de sistemas dindmicos lineales auténomos con coeficientes
constantes, dicha estabilidad puede determinarse a partir de los valores propios de la matriz de
coeficientes. Sin embargo, este criterio no es suficiente en el caso de sistemas dindmicos lineales
no auténomos con coeficientes periddicos, donde los valores propios de la matriz instantdnea no
garantizan la estabilidad del sistema.

Por otra parte, en muchos problemas de ecuaciones diferenciales no es posible obtener
soluciones explicitas que permitan describir de manera directa el comportamiento del sistema.
En estos casos, resulta necesario recurrir a herramientas tedricas que permitan realizar un
andlisis cualitativo de las soluciones. En este contexto, los exponentes de Floquet constituyen
una herramienta fundamental para el estudio de la estabilidad de sistemas dindmicos lineales
no auténomos con coeficientes periddicos, al permitir caracterizar la estabilidad del sistema
alrededor de la solucion trivial x(¢) = 0.

El presente trabajo se justifica por la necesidad de estudiar y aplicar de manera rigurosa
los fundamentos tedricos de la estabilidad en sistemas periddicos, asi como por su relevancia
en el andlisis de fendmenos fisicos con comportamiento periédico, donde la teoria de Floquet

proporciona criterios precisos de estabilidad e inestabilidad.



1.4. Objetivos de la investigacion

1.4.1. Objetivo general

Analizar la estabilidad exponencial de sistemas dindmicos lineales no auténomos con
coeficientes periddicos alrededor de la solucidn trivial mediante los exponentes de Floquet, y

aplicar este enfoque al estudio de modelos matemdticos provenientes de la fisica y la biologia.

1.4.2. Objetivos especificos

1. Analizar las propiedades de la teoria de Floquet que permiten transformar un sistema
dindmico lineal no auténomo con coeficientes periddicos en un sistema dindmico lineal

autobnomo equivalente mediante la solucién fundamental y la matriz de monodromia.

2. Determinar los exponentes de Floquet a partir de la matriz de monodromia asociada a un

sistema dindmico lineal no auténomo con coeficientes peridédicos.

3. Establecer criterios de estabilidad exponencial para sistemas dindmicos lineales no au-
ténomos con coeficientes periddicos, aplicando los criterios clasicos de estabilidad de
sistemas dindmicos lineales autébnomos con coeficientes constantes al sistema autonomo

equivalente obtenido mediante la teoria de Floquet.

4. Analizar la estabilidad exponencial, mediante la teoria de Floquet y con apoyo de he-
rramientas computacionales, de modelos matemaéticos con coeficientes periddicos que

describen fendmenos fisicos y bioldgicos.



Capitulo 2

Marco tedrico conceptual y metodologia

2.1. Bases teoricas

En esta seccion presentamos algunos resultados que serdn fundamentales para el desarrrollo

de esta tésis.

2.1.1. Espacio vectorial

Esta seccidn define el espacio vectorial V sobre un cuerpo K.
Definicion 2.1. (Coelho y Lourenco, 2018, p. 40) Un conjunto no vacio V es un espacio vectorial
sobre un cuerpo K si, sobre sus elementos estdn definidas las operaciones

+: VXV =V, KXV =V,

y estas satisfacen las propiedades siguientes:

EV1l. u+v=v+u, Vu,veV.
EV2. u+Wv+w)=(u+v)+w, VYuvweV.
EV3. 30V VueV: u+0=0+u=u.

EV4d. YuecV I(—u) eV : u+(—u)=0.



EVS. a(f-u)=(af)-u, Voa,BeK,VueV.
EV6. d1€eK YueV: l-u=u.
EV7. (a+B) u=a-u+p-u, Vo,BeK,VueV.

EV8. a-(u+v)=0-u+a-v, VoecK,VuveV.

A los elementos de un espacio vectorial se les denomina vectores.

En este trabajo de investigacion utilizaremos los siguientes espacios vectoriales

1. El conjunto V = R" es un espacio vectorial real n dimensional sobre el cuerpo R.
2. El conjunto V = C" es un espacio vectorial complejo n dimensional sobre el cuerpo C.

3. El conjunto V = M (n,K) de las matrices sobre el cuerpo K (R o C), junto con las
operaciones adicion de matrices y la multiplicacién de una matriz por un escalar, es un

espacio vectorial.

4. Dados un conjunto cualesquiera no vacié X, K un cuerpo y .7 (X, K) el conjunto de todas

las funciones f : X — K. Se definen las siguientes operaciones

a) Para cualesquier f, g € .Z (X,K), la adicién de fy g, denotada por f+g:X — K
estd dada por (f+g)(x) = f(x) +g(x); Vx € X.
b) Para cualesquier f € .#(X,K) y o € K, la multiplicacién de un escalar por una

funcién, denotada por ¢ - f : X — K esta dada por (- f)(x) = a- f(x); Vx € X.

con estas operaciones, .% (X,K) es un espacio vectorial sobre K

Definicion 2.2. (Coelho y Lourengo, 2018, p. 49) Sea V un espacio vectorial sobre el cuerpo K.

Una base de V es un conjunto de vectores linealmente independientes que generan el espacio V.

Definicion 2.3. (Coelho y Lourencgo, 2018, p. 51) Sea V un espacio vectorial sobre el cuerpo K.

Se dice que V es de dimension finita si admite una base finita.



Definicion 2.4. (Castilla Pefiate y Vidal Esquivel, 2014, p. 16) Sea V un espacio vectorial sobre
el cuerpo K. Una norma es una funcioén || - || : V.— RT U {0} tal que para todo x,y € V y todo

A € K se verifican las siguientes propiedades:
N1. ||x|| >0,
N2. |x[[=0<x=0,

N

(98]

- Ax] = 1Al

N

~

Ayl <l + -
Observacion 2.1.

1. Laaplicacion || - ||, : C" — RTU{0}, con 1 < p < oo definida por

1

n P
Ixllp = | X bl
i=1

n
= Sip=1,lanorma/; estd definida por ||x||; = Z |xi| y es llamada norma de la suma
i=1

es una norma, llamada norma 1,

1
n b
= Si p =2, la norma [, estd definida por ||x|] = (Z \x,-]2> y es llamada norma
i=1
Euclidiana o norma dos.

2. Lanorma || || : C — RT U {0} definida por ||x||. = lrgé<x |xi| es la llamada norma
<i<n

uniforme.

3. Sea M(n,C) el espacio de todas las matrices cuadradas con entradas complejas. La

aplicacion || - ||F : M(n,C) — R U{0} definida por

JAllp = (Z Y au2>é

i=1j=1

es una norma matricial, llamada norma de Frobenius.



Sea || - ||, una norma vectorial en C"* y A € M(n,C). La norma matricial inducida por la

norma vectorial, denotada por || - ||;, es una funcién || - ||; : M(n,C) — R+ U {0}, definida por

H Ax|
1A]li = 5
x;éO || ||P

Sea A = (ajj) € M(n,C) y x € R". De la norma matricial inducida por || - || en R" tenemos

que
IIAXIlz
|Alli = mdx [4;],
xﬂ) ||| 1<i<n
donde A1, s, -, A, son los valores propios de la matriz A A. Esta norma es llamada norma

Euclidiana o norma espectral.

Proposicion 2.1. (Castilla Pefiate y Vidal Esquivel, 2014, p. 23) Para todo A,B € M (n,C), se

cumple que |[AB|| < [|A]|[|B|

Demostracion. Como en espacios vectoriales de dimension finita todas las normas son equiva-
lentes, considerando la norma de Frobenius y por definicién del producto de matrices se tiene

que

a8 = (55| ¥ anb|)'.

i=1j=1"k=1

entonces,

IAB||* =

zkbk]‘ .
i=1j=1 k=1

Por desigualdad triangular y la desigualdad de Cauchy—Schwarz en R”,

n

n n N2 & »\ /2
ikbkj‘ < Z |air| |bxj| < (Z |air] > <Z |bkj| )
=1 k=1 k=1

Sustituyendo y reordenando las sumas finitas,

janP < ¥ ¥ (3 o) (L s
i b

Y Y laul?) (ki

i=1k=1

)

2) = 11A]? |BIP.

I
VRS



IAB|1* < [|A]I*[|BII*.

Por tanto, ||AB|| < ||A]| ||B]|- O

Observacion 2.2. Sean A € M(n,C) y k € Z*. Se tiene que, ||A*|| < ||A]|¥.

2.1.2. Exponencial de una matriz

Definicion 2.5. (Barreira y Valls, 2008, p. 63) Sea A € M(n,C). La exponencial de la matriz A

se denota como la matriz e € M(n,C) y esté definida por la serie

La exponencial de una matriz permite expresar soluciones explicitas de sistemas lineales de
ecuaciones diferenciales ordinarias en el caso autonomo. Asimismo, constituye una herramienta
fundamental para el anélisis de estabilidad de dichos sistemas, tanto en el caso autéonomo como

en el no auténomo con coeficientes periddicos.

Teorema 2.1. (Castilla Pefiate y Vidal Esquivel, 2014, p. 31) Sea {Ay} una sucesion de matrices
mx n tal que Y';°_, ||Ak|| converge para alguna norma matricial || - ||. Entonces, la serie matricial

Y i1 Ak converge.

Proposicion 2.2. (Sideris, 2013, p. 6) Sean A,B € M(n,C) dos matrices. Se tienen las siguientes

propiedades:
1. La exponencial e estd definida para todo t € R, y ||e"]| < el'llAll
2. Si AB = BA, entonces eA 8 = /e,
3. lIT9)A — gtAgsA — SAA it ¢ e R,
4. ¢4 esinvertible WVt € R, y (e’A)_l =e A
5. Si P € M(n,C) es invertible, entonces (P_IAP)k =P 1A*P, Vk e N,
6. % (e) = Ae't = e A.
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Considerando la Definicién 2.5, A(f) una funcion matricial y # € R se define lo siguiente.

Definicion 2.6. Sea A : R — M (n,C) una funcién matricial continua en R. La matriz exponencial

de una funcion matricial A(t) esta definida por:

Observacion 2.3. Es de observar que:

1. A(-) = [aij(-)] ., es continua, si a;;(-) : R — C es continua, Vi, j = 1,2,...,n.
ok
t
2. A0 £ e ya que ¢ = Z EAk , mientras que (") se refiere a la exponencial de la

k=0""
matriz evaluada en cada instante ¢.

2.1.3. Forma canodnica de Jordan y los bloques de Jordan

En esta seccion se define la matriz canénica y los bloques de Jordan para una matriz
arbitraria de orden n X n, conceptos que serdn ttiles, de manera particular, la estabilidad de

sistemas dindmicos lineales no auténomos con coeficientes periddicos.

Definicion 2.7. (Coelho y Lourengo, 2018, p. 86 ) Sea A € M(m x n,C). El subespacio nulo de

A, denotado por Ker(A), es el conjunto
Ker(A) = {x e C": Ax=0}.

Este conjunto constituye un subespacio vectorial de C”, cuya dimensién se denomina nulidad

de A.

Definicion 2.8. (Coelho y Lourencgo, 2018, p. 141 ) Sea A € M(n,C) y sea A un valor propio de
A. Supdngase que el polinomio caracteristico de A se factoriza como pa(x) = (x —A)"g(x), con
q(4) #0.

El nimero m se denomina multiplicidad algebraica de A y se denota por my(A).

La multiplicidad geométrica de A, denotada por mg(A ), es la dimensién del espacio propio

asociado a A, es decir, mg(A) = dimker(A — A1).

11



Observacion 2.4. Cuando la multiplicidad geométrica de un valor propio A es menor que su
multiplicidad algebraica, la matriz A no es diagonalizable. En tal caso, se introducen los vectores

generalizados para completar una base del espacio y obtener la forma candénica de Jordan.

Definicién 2.9. (Perko, 2001, p. 32) Sea A € M(n,C) una matriz con valor propio A y un vector
no nulo w € C". Se dice que w es un vector generalizado asociado a A si existe un entero k > 1
tal que

(A—ADkw =0.

El menor entero k que cumple esta condicion se llama el orden del vector generalizado. Si k =1,

el vector w es un vector propio ordinario.

Teorema 2.2. (Barreira y Valls, 2008, p. 64) Sea A € M(n,C). Entonces existe una matriz

invertible P € M(n,C) tal que

Rnl(ll) 0 0
| 0 Ru() o |
0 0 o Ry (M)

donde Ay, ..., A son valores propios de A, nj > 1, le‘zl nj=nyk<n.

La matriz J = P~'AP se denomina forma canénica de Jordan de A. Estd constituida por
bloques R, j(ﬂtj), cada uno de los cuales es una matriz cuadrada de orden n; < n asociada al

valor propio A; de A, cada bloque puede escribirse en la forma

10 0

0 A |1 0
Ry;(Aj) = :

0 0 A1

0 0 0 A

simg(A) <ma(A).

12



La forma candnica de Jordan la denotaremos por:
J =P 'AP = diag[Ry, (M), Ruy(A2), - .-, Ru (A1)

Proposicion 2.3. (Barreira 'y Valls, 2008, p. 65) Sea R € M (n,C) una matriz que tiene la forma
R = AI+N, donde

010 -- 00

0 01 00
N = ;

000 - -- 01

00O 00

entonces

1 1

R A 2 n—1
= I+N+—-N"+---+— N

¢ ¢ ( + +2! + +(n—1)! )’

donde N es la matriz nilpotente de indice n, tal que N = 0 es la matriz nula.

Para ilustrar el procedimiento de obtencidn de la forma canénica de Jordan, se considerara

la matriz
3 101
-1 5 4 1
A= ,
0O 020
0O 0 0 4

los valores propios de A se determinan a partir de la ecuacion caracteristica

det(A — A1) =0,

13



@-2)@-2)7 = o

asi los valores propios de A son: A; = 2, de multiplicidad algebraica ma(A;) =1y A, =4,
multiplicidad algebraica ma(A,) = 3.
Para A, debido a que ma(A;) = 1, se tiene un bloque de Jordan de orden 1 x 1. Mientras que

para A;, se tendrd un super bloque con las siguientes posibilidades:

= Si la multiplicidad geométrica de A, es 3, el super bloque tendra tres bloques de orden

uno.

= Si la multiplicidad geométrica de A, es 2, el super bloque tendra dos bloques, uno de

orden dos y otro de orden uno.

= Si la multiplicidad geométrica de A, es 1, el super bloque serd un tnico bloque de orden

tres.

La multiplicidad geométrica de A; es la dimensién de ker[A — A,1]:

-1 1 0 1
-1 1 4 1
ker[A — A21] = ker :
0O 0 -2 0
0O 0 0 O
transformando a la forma escalonada, se tiene:
-1 1 01
0 0 40
— ker
0 00O
0 00O

14



Asi, la dimensidn del nicleo es:

mg(Ay) = dimker[A — A1) =2,

Dado que la multiplicidad geométrica del valor propio A, = 4 es igual a 2 y que la multi-
plicidad algebraica de A, es 3, entonces el nimero de bloques de Jordan asociados a A, esta
compuesta por dos bloques, de tamafios 2 y 1, respectivamente. Por tanto, el super bloque

correspondiente a A es de la forma:

por lo tanto, la forma candnica de Jordan es la matriz:

N
P
B~ O O | O

S 1O O N
(@]
n

Definicién 2.10. (Coelho y Lourenco, 2018, p. 31 ) Sea P € M(n,C). Se dice que P es invertible

si existe una matriz P~ € M(n,C) tal que

ppl=plp=yp,

domde [, es la matriz identidad de orden n. De manera equivalente, P es invertible si y solo si

det(P) #0.

Lema 2.1. (Viana y Espinar, 2021, p. 198) Sean A,P € M(n,C) con P invertible, entonces

1 _
eP AP:P leAP
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Proposicion 2.4. (Barreira y Valls, 2008, p. 65) Sean A,P € M(n,C), con P invertible, y sea

J = P~'AP la forma canédnica de Jordan de A. Entonces, para todo t € R, se cumplen:

1. A =pet/p1,

By (M) 0 0
0 e B(R) 0
2. ¢ = , donde Ry, (A;) es un bloque de Jordan de
0 0 v R (M)
orden nj asociado al valor propio A; de A, para j=1,...,k <n.

Observacion 2.5. Sea A € M (n,C).

1. Si A es una matriz diagonal con n valores propios diferentes A1, A,, - -, A,, entonces la

matriz exponencial de A estd dada por

M0 ... 0
0 eM ... 0

A = , VteR.
0 0 P

2. Si A es un valor propio real de A, de multiplicidad algebrdica m < n, y R un bloque de

Jordan de orden k, correspondiente a A, entonces la matriz exponencial de 7R estd dada

por
A (k—]2)!lk72 (k—ll)!tkf1
o1 r - (k—ls)!tk_3 (k—lz)!tk_2
R=erM| : : . VieR.
00 O 1 t
00 O 0 1

3. Si A es una matriz real y Ry, (4;) es un bloque de Jordan de orden g correspondiente al
valor propio complejo A; = o +if3, entonces existe un bloque Ry, (4;+1) de orden g

(¢ =nj =njy1 > 1) correspondiente al valor propio conjugado 441 = a —if.
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Considérese el bloque complejo Ry, de orden 2g, que forma parte de la diagonal de

J =P AP, de la forma

La matriz Ry, es semejante a la matriz R; q (forma candnica real de Ry,), definida por

_ Je(o) —BI,
Ry = P2q1R2qP2q = ’
Bl, Jy(@)
donde
I, il [ L I
q q _ q q
P2q = ) P2 = 5 )
I, —il, —il, i,

constituyen las transformaciones estdndar que permiten determinar la forma candnica real

de Ry, siendo I la matriz identidad de orden q.

Finalmente, la forma candnica real de la matriz A viene dada por

J'= dlag Rn| (11)7 T 7an(lj)aR>(k2q)j+l (A’j'i‘l)? T 7R>(k2q)k71 (lk,l) )
y la exponencial de J* estd dada por

¢" = diag R (A1) ’eR"j(}LJ),e ey /“),... e Cay_ Pe-1) )

4. SiR;, = P{ququzq para algin valor propio complejo A = a+if3 de la matriz A, entonces:

cos(Bt)l, —sen(Pt)l,

Ry — diag [ eth((x), oRq(@)
sen(fBr)l, cos(PBr)l,
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Observacion 2.6. Sea A € M(n,R). Si J = P~'AP es la forma canénica de Jordan compleja de
A, con P una matriz compleja no singular, entonces, agrupando los bloques asociados a pares
de valores propios complejos conjugados, se obtiene una matriz real J*, denominada forma

canénica real de A. En consecuencia, existe una matriz real no singular P, tal que J* = F,’ AP,

2.1.4. Ecuacion diferencial ordinaria de orden &

Definicion 2.11. (Viana y Espinar, 2021, p. 2) Una ecuacién diferencial ordinaria es una

expresion de la forma

X0 = F (1,2 kD) 2.1)

donde F : % — R? es una funcién continua definida en un conjunto abierto % C R!** La
variable ¢ toma valores en R, mientras que x, x(l), cee, x®) toman valores en R?. Los enteros

k> 1yd > 1 se denominan, respectivamente, el orden y la dimension de la ecuacion diferencial.

La ecuacion (2.1) se dice auténoma si f no depende de la variable 7. En adelante, se empleard
la notacion x’ y x” en sustitucién de x) y x2), respectivamente, para simplificar la escritura de

las derivadas de primer y segundo orden.

Observacion 2.7. De manera particular, para x: I C R — R, la ecuacion (2.1) serd lineal, si f
es lineal en x, x’, x”, -+, x*~1)_Es decir, la ecuacién (2.1) es lineal si dicha ecuacién se puede

reescribir de la siguiente forma:

ar(1)x® +ap_y (0)x*D 4y ()X 4 ag(r)x = g(1) (2.2)

Las ecuaciones diferenciales lineales tienen la siguientes caracteristicas:

a) La variable dependiente x y las derivadas x, x’, x”, - -, x¥) son de grado uno.
b) Las funciones coeficientes ag, ai, - , ag, de x, x’, x”, -+, x¥)| dependen tGnicamente de
t.
Una ecuacién diferencial x¥) = F(r,x,x’,x",--- . x*~1) con x € R, donde k es el orden y d la

dimension del espacio vectorial al cual pertenece la variable x, siempre se puede escribir como

una ecuacion diferencial matricial de primer orden, s6lo tenemos que considerar
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k—1 /

k) _ /1 _
\x( ) =x,_ =F(t,x,x1,x2,...,X_1).

Luego el sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden

(
X =xy,

/
x] = X2,

/
Xi—2 = Xk—1,

/
\xkfl - F(I,X,XI,XZ, i ,kal)-

es equivalente a la ecuacion diferencial matricial de orden uno y dimensién kd, y = G(t,y),
donde y= (X,X1,X2, T ,Xk_]) y G(t7y) = (x7x17x27 T 7xk_1,F(t,x,x1,x2, oo ,X/(_l)

La ecuacion diferencial del oscilador lineal amortiguado forzado dado por:
y'+ky + @y = F cos(wt), (2.3)

donde k > 0 representa el coeficiente de amortiguamiento, @y la frecuencia natural del sistema y
F cos(mr) el término de excitacion externa, puede reescribirse como un sistema equivalente de

dos ecuaciones diferenciales de primer orden. Para ello, se definen las nuevas variables de estado

y=2Xxi,
r
Y =X =X,

/! /
y =Xx.
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Despejando y” de (2.3) se obtiene:

V' = —ky — w§y+Fcos(a)t).

Luego

xy = —kxy — @3x) + F cos(ot).
Por tanto, el sistema equivalente de primer orden queda expresado como

/

X1 = X2,

xhy = — x| — kxy + F cos(wr),
0, de manera abreviada, en forma vectorial x' = f(¢,x), donde

X1 X2

X —@3x1 — kxy + F cos(ot)

2.1.5. Solucion de la ecuacion diferencial ordinaria

Dada la funcién continua f : D — R" definida en el conjunto abierto D C R x R" y una

ecuacion diferencial ordinaria de primer orden de la forma:

X = f(t.x), (2.4)

donde x = (x17x27 e 7xn) y f(trx) - (fl (l’,.X'),fz(l',X), e 7fn(t7-x))'
El estudio de la ecuacion (2.4) y sus variaciones involucran la llamada condicién de Lipschitz,
tal condicion toma la forma de una desigualdad y es la piedra angular para obtener informacién

sobre las soluciones de la ecuacion (2.4), tales como la existencia y la unicidad de soluciones.
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Definicién 2.12. (Viana y Espinar, 2021, p. 28 ) Sea f : D C R**! — R” una funcién definida

en el conjunto D. Se dice que f es localmente Lipschitz en la variable x, si para todo (¢, xo) € D,

existen & = 0(tp,x0) >0y C = C(ty,x09) > 0 tal que Bg(tp) X Bs(xg) C Dy

1 (5,x) = f (&, 3) || < Llx—ll

para todo ¢ € Bg(ty) y cada x,y € Bg(xp).

Consideremos la funcién f : R x R? — R? definida por
f(t,x) = (xo, —wix| — kxy + Fcos(wt)),

donde x = (x,x2), @ > 0y k > 0 son constantes reales. Para todo (¢,x) y (¢,y) pertenecientes

a un conjunto compacto K C R x R?, se verifica que

Hf(l‘,X) _f(tvy>H SL”X—yH,

es decir, f satisface una condicion de Lipschitz respecto de la segunda variable. En efecto, se

tiene:

I£(t,x) = FE I = [l(x2, —wgx1 — kxa + Feos(wt)) — (v2, —wgy1 — kyz + Fcos(wt)) |
= | (%2 —y2, —w§(x1 —y1) —k(x2 — y2)) |

TR

2
—wy —k] \x2—»

1F(x) = fEn = A=y

1 x| — Y1
donde: A = X—y=
—w% —k X2 —y

Por tanto,

1F () = £ (9] = [|AGe =) < lAf} be = y][-
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Como la norma inducida de A es finita, se concluye que la funcion f es Lipschitz continua en la

segunda variable, con constante de Lipschitz L = ||A||.

Definicién 2.13. (Barreira y Valls, 2012, p. 4) Sean f : D C R"*! — R” una funcién continua
definida en el abierto D C R x R" y x : (a,b) C R — R" una funcién de clase C'. Se dice que x

es solucion de la ecuacion (2.4) si verifica las siguientes condiciones.
a) (t,x(t)) € D;Vt € (a,b)
b) X' (¢t) = f(t,x(¢));Vr € (a,b)

Teorema 2.3. (Viana y Espinar, 2021, p. 28) Consideremos la funcién f : D C R'™" — R”"

continua en el abierto D y localmente Lipschitz en x € R". Entonces se tiene lo siguiente:

a) Para todo (ty,x0) € D existe un intevalo abierto I C R y una solucién x : I — R" de la

ecuacion (2.4) tal que ty € I y x(ty) = xo.

b) Six;:[ CR—R"yxy: I CR — R" son soluciones de la ecuacion (2.4) y existe

to € I} NI tal que x1(ty) = x2(tp), entonces x1(t) = x,(t) para todot € Iy N I.
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2.2. Marco conceptual

= Sistema de ecuaciones diferenciales lineales no auténomos con coeficientes periodicos.
= Solucién fundamental del sistema x’ = A(t)x

= Teoria de Floquet.

Los conceptos presentados en este marco conceptual se encuentran estrechamente relacio-
nados en el desarrollo de la presente investigacion. El punto de partida es el estudio de
sistemas de ecuaciones diferenciales lineales no auténomos con coeficientes periddicos,
los cuales surgen de manera natural en la modelacion de fendmenos fisicos y bioldgicos

con comportamiento periddico.

La solucién fundamental del sistema x'(¢) = A(¢)x(¢) desempefia un papel central en el
analisis, ya que describe la evolucidn del sistema en el tiempo y permite definir la matriz
de monodromia asociada al periodo de los coeficientes. La teoria de Floquet establece
que dicha solucién puede descomponerse en el producto de una matriz periédica y una
exponencial matricial, lo que posibilita relacionar la estabilidad del sistema con los valores

propios de la matriz de monodromia y, en consecuencia, con los exponentes de Floquet.

De este modo, el marco conceptual proporciona la base necesaria para el andlisis de la
estabilidad del sistema alrededor de la solucidn trivial x(¢) = 0, que constituye el objetivo
central del estudio. En este trabajo, la estabilidad del sistema se entiende en el sentido de
estabilidad exponencial de la solucidn trivial, dado que los criterios obtenidos mediante la

teoria de Floquet proporcionan cotas exponenciales para las soluciones.
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2.3. Antecedentes empiricos de la investigacion

Antecedentes internacionales

Michael Faraday (1831) realiz6 uno de los primeros estudios experimentales relacionados con
fendmenos de inestabilidad paramétrica en sistemas fisicos sometidos a excitaciones periddicas.
Sus observaciones sentaron las bases para el estudio de sistemas con comportamiento periddico,
evidenciando que excitaciones temporales pueden inducir inestabilidad incluso en sistemas
aparentemente estables.

Posteriormente, Mathieu (1868) formul6 una ecuacién diferencial lineal con coeficientes
periddicos para modelar el comportamiento de ondas superficiales en lagos de forma eliptica.
La denominada ecuacién de Mathieu se convirtié en uno de los ejemplos clasicos de sistemas
dindmicos periddicos variantes en el tiempo y en un modelo fundamental para el estudio de
estabilidad paramétrica.

Un aporte fundamental fue realizado por Floquet (1883), quien estableci6 los fundamentos
de la teoria que hoy lleva su nombre. En su trabajo, introdujo una descomposicién de la
matriz fundamental de sistemas lineales con coeficientes periddicos, proporcionando un marco
tedrico riguroso para el andlisis de la estabilidad de sus soluciones mediante multiplicadores y
exponentes caracteristicos.

Durante el siglo XX, la teoria de Floquet fue aplicada a problemas fisicos concretos. En par-
ticular, Meissner (1918) estudio la estabilidad de las barras laterales de locomotoras, modelando
el problema mediante ecuaciones diferenciales con parametros periddicos en el tiempo. Este
trabajo evidenci6 la relevancia practica de los sistemas dindmicos periddicos en el andlisis de
sistemas mecdnicos reales.

El andlisis general de la estabilidad de sistemas dindmicos no auténomos tiene su base
tedrica en los trabajos cldsicos de Lyapunov (1992), quien desarroll6 una teoria general de
estabilidad del movimiento sin requerir la obtencién explicita de soluciones. Los sistemas con
coeficientes periddicos constituyen un caso particular dentro de este marco general, cuyo estudio
se ve complementado de manera natural por la teoria de Floquet.

Desde un enfoque mds moderno, JoSi¢ y Rosenbaum (2008) presentd una interpretacion
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geométrica de la estabilidad en ecuaciones diferenciales lineales no auténomas, destacando el
papel de los multiplicadores y exponentes caracteristicos en la descripcion del comportamiento
dindmico. Asimismo, el autor discute posibles extensiones tedricas que abren nuevas lineas de
investigacion en el area.

En afos recientes, se han desarrollado contribuciones que amplian y unifican la teoria de
Floquet. El articulo de Da Cunha y Davis (2011) propone una formulacion unificada para
sistemas periddicos discretos, continuos e hibridos, estableciendo una descomposicion candnica
y analizando la relacién entre multiplicadores y exponentes de Floquet mediante la matriz de
monodromia.

Finalmente, la tesis de Vargas Castillo (2022) aplica la teoria de Floquet al modelado y
andlisis de convertidores de potencia, evidenciando la utilidad de esta teoria en sistemas de
ingenieria con coeficientes periddicos y resaltando su aplicabilidad en contextos tecnoldgicos

actuales.

Antecedentes nacionales

En el 4mbito nacional, Mendoza Jiménez (2013) desarroll6 una tesis en la que aplica la
teoria de Floquet al estudio de ecuaciones diferenciales lineales no auténomas con coeficientes
periddicos, con el objetivo de analizar la estabilidad de sus soluciones. En dicho trabajo, el autor
combina la teoria de Floquet con el teorema de Hartman—Grobman, proporcionando un analisis
cualitativo del comportamiento dindmico de los sistemas considerados.

Por otro lado, la tesis de Choque Huamédn (2008), titulada Estabilidad estructural de sistemas
dindmicos autonomos no lineales a través de ciclos limite y su visualizacion computacional,
constituye un antecedente relevante en el estudio de la estabilidad de sistemas dindmicos desde
una perspectiva global. En esta investigacion se analizan las condiciones bajo las cuales pequefias
perturbaciones no alteran la estructura cualitativa del sistema, haciendo énfasis en la estabilidad
estructural y en el uso de herramientas computacionales.

La presente tesis se vincula con estos trabajos en el estudio de la estabilidad de sistemas
dindmicos, pero se diferencia de ellos al centrarse en el andlisis cuantitativo y local de la

estabilidad exponencial de la solucion trivial en sistemas dindmicos lineales no auténomos
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con coeficientes periddicos. En particular, se emplea la teoria de Floquet y el andlisis de los
exponentes de Floquet para caracterizar rigurosamente la estabilidad, estableciendo un enfoque

analitico complementario a los estudios previos realizados en el dmbito nacional.

2.4. Metodologia

Este proyecto de investigacion es de caricter bibliogrifico-descriptivo, basado en una revisién
sistemdtica de libros impresos y articulos cientificos relacionados con el andlisis de sistemas
dindmicos lineales no auténomos con coeficientes periddicos. El objetivo es compilar y organizar
de manera coherente la informacion tedrica mds relevante que permita establecer condiciones
rigurosas de estabilidad.

El estudio se centra en el andlisis de la estabilidad del sistema dindmico alrededor de la
solucién trivial x(¢) = 0, bajo la nocién de estabilidad exponencial. Para ello, se emplea la teoria
de Floquet como herramienta principal, la cual permite transformar el sistema no auténomo
original en un sistema equivalente con coeficientes constantes y relacionar la estabilidad con el
espectro de la matriz de monodromia.

Asimismo, se analizan en detalle las demostraciones de los principales teoremas que condu-
cen a criterios de estabilidad e inestabilidad en términos de los exponentes de Floquet. Dado
que, en general, no es posible obtener soluciones explicitas, el enfoque tedrico se complementa
con métodos numéricos para el cdlculo de la matriz fundamental y de la matriz de monodromia,
los cuales son implementados mediante el lenguaje Python.

Finalmente, la metodologia desarrollada se aplica al estudio de modelos fisicos y biolégicos
con comportamiento periddico, permitiendo ilustrar la aplicabilidad de los resultados tedricos

obtenidos.
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Capitulo 3

Sistema lineal de ecuaciones diferenciales

ordinarias

En este capitulo se estudian los sistemas lineales de ecuaciones diferenciales ordinarias,
con especial atencion al caso homogéneo y auténomo. Se introduce la matriz fundamental de
soluciones y la exponencial matricial, herramientas que permiten expresar la solucion general del
sistema y analizar su comportamiento dindmico. El desarrollo tedrico se orienta a comprender
la estructura del sistema lineal homogéneo, entendida como la forma en que las soluciones
dependen de los valores y vectores propios de la matriz de coeficientes, asi como a estudiar
su estabilidad, determinada por la evolucién temporal de dichas soluciones y caracterizar la

estabilidad de los sistemas lineales homogéneos.

3.1. Solucion de un sistema lineal homogeneo auténomo

Un sistema de n ecuaciones diferenciales ordinarias lineales de primer orden con n variables

estdn dados por:

xp = an(t)xi+an()x+ - +ap(t)x. +g1(t)

Xy = an(t)xi +an(t)x+- - +ay(t)xm+82(1)

\ Xy = am (X1 +an(t)x2+ -+ ann(t)xn + gn(t)
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Considerando las siguientes aplicaciones:

x:R—R" ¢ — x(t) = (x1(2),x2(), ..., xn(2))

x:R—R" t+—x(t) = (x1(2),x2(),...,x(1)),

donde x es de clase C?,

g:R—R" tr—g(t)=(g1(7),82(),---,8x(1)),

aij:R—R, t+—at), i,je{1,2,...,n},

con a;;(t) funciones continuas,

_all(f) ap(t) - aln(t)_
AR — M(R), 1 A(f) = ari(t) axn(t) --- an(t)
| dnl (t) anp(t) -- ann(t)_
tenemos que
xl(t):A(f)x(t)-i-g(t). (3.1)

El sistema (3.1) es homogéneo si g(t) es el vector nulo. En el presente trabajo nos interesaremos

en un sistema homogéneo de la forma

X (1) =A(t)x(t). (3.2)

El sistema homogéneo (3.2) se dice auténomo si todas las entradas de A(¢) son funciones

constantes, es decir, no dependen de la variable ¢, y lo escribiremos de la siguiente forma:

X (1) =Ax(t), (3.3)
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donde A = [q; j]nx,l es una matriz de coeficientes constantes, y x : R — R” es una funcién
vectorial de clase C!.

La solucién del sistema (3.3) se puede determinar utilizando los valores propios de la matriz
Ay sus correspondientes vectores propios y vectores generalizados. De acuerdo a la Definicion

(2.13) se dice que x es una solucion del sistema (3.3) si verifica las siguientes condiciones:
a) (t,x(t)) € D;Vt € (a,b)
b) x'(t) =Ax(t);Vt € (a,b)

Proposicién 3.1. (Robinson, 1995, p. 97) Sea A € M(n,R). La funcién vectorial x(t) = e*'v es

una solucion del sistema (3.3) si y solo si A es un valor propio de A con vector propio v.

Demostracién. Supéngase que x() = e* v es solucién del sistema x’(f) = Ax(r), entonces x(r)

verifica las condiciones a) y b) de la Definiccion (2.13):

X(t) = )»e’“v,

Ax(r) = A(Mv)=eMAy,

igualando ambas expresiones:

por lo tanto:

Av=~2Av,

esta ultima igualdad implica que A es un valor propio de A con vector propio v.

Verifiquemos las condiciones a) y b) de la Definicion (2.13). La ecuacién diferencial que estamos
estudiando es x'(t) = Ax(¢), la funcién f : R x R" — R” definida por f(¢,x) = Ax(t) no depende
explicitamente de ¢, es una funcién lineal en x y tiene por dominio a D = R x R". La funcién

Ay es una funcién de clase C' y estd definida para todo ¢ € R. Por lo tanto

propuesta x(f) = e
(t,x(t)) € D ;Vt € (a,b).

Ahora, supdngase que A es un valor propio de A con vector propio v, Av = A v, multiplicando
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por ¢ tenemos que:

(Av)e* = (Av)et,
Ay = (AeMy),

Ax(t) = X(1),
con este dltimo resultado se concluye que x(7) = e* v es solucién del sistema x' (1) = Ax(r). [
Proposicion 3.2. (Robinson, 1995, p. 99) Sea A un valor propio de A € M(n,R), con multiplici-
dad algebraica m < n, y sea w un vector generalizado tal que

A=AD'w=0, k+1<m.

Entonces
k

x(t) = eV Z

j:()j!

/i _
—(A=AD)'w

es solucion del sistema (3.3).

Demostracién. Para verificar que x(t) = e* Z’J‘-ZO ;—J, (A—AI)’ w es solucién del sistema (3.3),

se tienen que verificar las condiciones a) y b) de la definicion (2.13).

Para verificar la condicion a) es suficiente observar que la funcién f : R x R" — R” definida

por f(t,x) = Ax(t) que no depende explicitamente de 7, es una funcién lineal en x y tiene por

kot (A- AI)] w es una funcién de

dominio a D = R x R”. La funci6n propuesta x(r) = ¢ ¥ =01
clase C' y estd definida para todo # € R. Por lo tanto (¢,x(t)) € D ;Vt € (a,b).
Asi se cumple la condicion a).

Para verificar la condicién b), sea

ki

x(t) = M Y ﬁ

L (A—A1) w.

Luego, derivando y aplicando la regla del producto
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/ At & J oM “ d

x(t)=Ae ~oﬁ(A_)LI)W + dt — ) (A- 7LI)
]:
k 4 .

(1) = AeM %(A—?LI)JW + ’“Z (A—AL) w
j=07"

ahora, en la segunda sumatoria, considerando el cambio de indice r = j— 1, se tiene que j =r+1,

y
' At ‘ At e V+1
X(t)=2Ae ZJ'(A /U) w o+ e Zr‘ (A—AI)
j=0 r=0
factorizando e y ordenando
/ At 5 1 J i
X(it)=e )Lj;)ﬁ(A A)w  + (A=) ;)r'A Al

k+1 . . .
como (A — Al ) w=0,se puede extender la sumatoria del segundo termino hasta k sin alterar
el valor, pues el dltimo término de la sumatoria con r = k es nulo cuando se multiplica por

(A—AI). Por lo tanto:

k

X(t) = [AL+(A—AD)] (M Z (A Al w) =Ax(t),
Jj= OJ
esto prueba que x(¢) es solucion del sistema (3.3). O

Proposicion 3.3. (Perko, 2001, p. 20) Sean A,D € M(n,R) matrices semejantes. Entonces
el cambio de variable lineal y(t) = Px(t) transforma el sistema x'(t) = Ax(t) en el sistema

Y/ (t) = Dy(t) . En particular, las siguientes afirmaciones son equivalentes:
a) x(t) es solucion de x'(t) = Ax(t);
b) y(t) = Px(¢) es solucién de y'(t) = Dy(t).

Donde P € M(n,R) es una matriz invertible, tal que A = P~'DP,
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Demostracion. Supéngase que x(7) es solucion del sistema x' (1) = Ax(t), y definase y(z) = Px(t).
Como P es invertible, se tiene x(t) = P~ 1y(t).

Derivando, se obtiene x'(t) = P~!y/(t). Dado que x'(t) = Ax(t), resulta

PY (1) = AP (1)).
Multiplicando por P,
(1) = PAP™'5(0).
Como A = P! DP, se sigue que PAP~! = D, y por tanto y'(t) = Dy(t).

Reciprocamente, si y(¢) satisface y'(¢) = Dy(t) y se define x(t) = P~'y(t), entonces
y(t) = Px(t) y Y (1) = PX(t).
Sustituyendo en la ecuacion anterior,
Px'(t) = DPx(t).

Multiplicando por P~! se obtiene x’(¢) = P~'DPx(t) = Ax(t). Esto prueba la equivalencia. []

Definicion 3.1. (Perko, 2001, p. 60) SeaA € M(n,R) y @ : R — M(n,R) una funcién matricial.
Se dice que ®(t) es una matriz fundamental de soluciones del sistema x'(r) = Ax(t), si se

cumplen las siguientes condiciones:
a) ®(r) es invertible para todo .
b) (1) = AD(1).
Observacién 3.1.
a) Todas las columnas de la matriz ®(¢) son soluciones del sistema x’(t) = Ax(t).
b) La exponencial ¢4 es una matriz fundamental de soluciones del sistema x'(t) = Ax(t).

En particular, se cumple que (etA)/ =AeA,
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Proposicion 3.4. (Sotomayor Tello, 1979, p. 63) Sea x'(t) = Ax(t) un sistema lineal autono-

mo, con A € M(n,R). Si A tiene n vectores propios linealmente independientes vy, vy, ..., vy,
correspondientes a los valores propios Ay, Ay, ..., A,, entonces
D(r) = [eMly, eMty, ... oMty | € M(n,R)

es una matriz fundamental de soluciones del sistema.

Demostracion. Sea ¢;(t) = ¢*'v; la columna i-ésima de ®(r). Demostrar que ¢;(r) es solucién
del sistema x’(t) = Ax(¢).. Como v; es un vector propio correspondiente al valor propio A;, por

la Proposicion (3.1) se cumple:

0! (1) = LM vi = Agi(r).

Por tanto, cada columna de ®(¢) es solucion del sistema x’(¢) = Ax(r). Ahora demostrar que
d(r) es invertible. Por hipétesis, los vectores vy, vy, ..., v, son linealmente independientes,

entonces, para todo ¢, los vectores

A

My, e

t Ant
Zvo, ey,

también son linealmente independientes (pues la multiplicacion por una funcién escalar no anula
la independencia). Por lo tanto, ®(¢) es invertible. Para verificar que ®'(r) = A®(¢), se calcula

la derivada de ®(¢) con respecto a ¢

()= Ay, AePlvy o Aty
se reescribe cada columna de ®(¢) como

A it V= it (Aivi) = et (Av;),

D (1) = M (Avy) M (Avy) - M (Av,)]
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extrayendo el factor A, se tiene que

D (1) =A |Mly; Mlyy ... oMty | =AD(2).

Por tanto, ®(¢) es una matriz fundamental de soluciones del sistema x'(¢) = A x(z). O

Con el proposito de ilustrar el procedimiento para determinar la matriz exponencial de un

sistema lineal auténomo, considere el sistema

x| = 2x1+5x+x3,
§ X5 = —5x1—6x+4x3,
\ Xy = 2x3,
cuya matriz de coeficientes es
2 5 1
A=1-5 -6 4],
0 0 2

a partir de la ecuacion caracteristica

det(A—AI) =0,

se obtienen los valores propios

M=2, A=-2+43i, A3=-2-3i

y sus vectores propios correspondientes son

28 —4-3{ —4+43i

25 5 5
V1= —% y V2= 1 , V3= 1

1 0 0
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La matriz de paso P formada por los vectores propios es

28 —4-3i —443i

25 5 5
— 1
p=|-1 1 I
10 0

Dado que la matriz A es real, la Observacion (2.6) garantiza la existencia de una matriz real P,

tal que J* = By APy, donde J* corresponde a la forma canénica de Jordan real de A. En este

caso,
100
rR=Plo 1 i|, €*=RePL
01 —i

De este modo, la matriz exponencial se expresa como

B8 &) [ 0 0 00 1
e = -1 2 0 0 e 2cos(3t) —e sen(3r) | [0 § 15
1 0 0 0 e 2sen(3t) e *cos(3t) 2z 4
Después de efectuar el producto matricial, se obtiene:
3cos(3t) + 4sen(3r) 5 sen(3r) 28e% — 28cos(3t) — 29sen(3t)
3e2 3e2t 252
JA — 5 sen(3t) 3cos(3t) — 4sen(3r) —e* + cos(3t) + 8sen(3t)
3 3e2 5 g2t
0 0 e

La matriz obtenida constituye una matriz fundamental de soluciones del sistema, y permite

expresar su solucién general como x(t) = "4 x, donde x( es la condicién inicial.
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Observacion 3.2. Si la matriz A es semejante a la forma candnica de Jordan real J* mediante
una matriz invertible Py, es decir, A = RyJ*Fy 1, entonces se cumple que A = Pyetl Py ' En
consecuencia, la funcion matricial

O(1) = Pye'

es una matriz fundamental del sistema X' (t) = Ax(t), ya que satisface ®'(t) = AP(t) y ®(0) = Py.
Ademds, se cumple la igualdad matricial ®(t) = "4 Py, que relaciona esta matriz fundamental

con la matriz exponencial del sistema.

3.2. Comportamiento de las soluciones de un sistema lineal
autéonomo

Dado el sistema lineal auténomo x’(z) = Ax(¢), donde A es una matriz constante de orden
n X n. Su estudio es importante porque modela muchos fendmenos fisicos y permite aproximar
sistemas no lineales cerca del equilibrio. El comportamiento de las soluciones depende de las
propiedades algebraicas de la matriz A, en particular de sus valores propios y de su estructura
candnica. Los valores propios determinan si las soluciones crecen, decrecen u oscilan a medida
que ¢ — oo. Asi, mediante el estudio del espectro de A es posible clasificar el sistema como

estable, inestable o asintéticamente estable.
Proposicion 3.5. (Sotomayor Tello, 1979, p. 63) Sea oo =Re(A), con o < —u < 0. Entonces
existe una constante ¢ > 0 tal que, para todo t > 0, se cumple:

e < cemH

le™a || < ce™M,

donde R} q €S la forma candnica real del bloque Ry, asociados al valor propio A, visto en la

Observacion (2.5).
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Proposicion 3.6. Sea A un valor propio de A con parte real &« =Re(A) >0, y sea 0 < u < a.

Entonces, existe una constante ¢ > 0 tal que, para todo t < 0, se cumple:
24| < cet,

%
e < cet,
donde R; €S la forma candnica real de Ro4 asociados al valor propio A, visto en la Observacion
(2.5).

Demostracion. El resultado se obtiene aplicando la Proposiciéon 3.5 (Sotomayor Tello, 1979,
p. 63) ala matriz —A. En efecto, si Re(1) > 0, entonces Re(—1) < 0, por lo que la estimacién

exponencial para t > 0 se traduce en la estimacién anterior para ¢ < 0. ]

Proposicion 3.7. (Barreira y Valls, 2008, p. 77) Si una matriz A € M(n,R) tiene todos sus

valores propios con parte real negativa, entonces existen constantes ¢ > 0y u > 0 tales que
H etAH < ce ™, paratodot > 0.

Proposicion 3.8. (Barreira y Valls, 2008, p. 67) Dado (to, xo) € R x R", la solucién del sistema

x'(t) = Ax(t), con condicién inicial x(ty) = xo, estd dada por
x(t) =4, paratodor € R.

Definicion 3.2. (Barreira y Valls, 2008, p. 106) Sea f : D C R x R"” — R” una funcién continua
y considérese el sistema x'(r) = f(z,x).

Sea x(t,19,Xp) una solucién del sistema definida para todo 7 > fy. Se dice que la solucién
x(t,19,%0) es estable si para todo € > 0 existe § > 0 tal que, si ||xo — Xo|| < O, entonces la

solucién x(t, 1y, xg) estd definida para todo 7 > 7 y satisface
||lx(2,20,x0) — x(t,10,%0)|| < €, paratodor > to.

Cuando la solucidn del sistema no es estable, este se llamara inestable.
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Definicién 3.3. (Barreira y Valls, 2008, p. 107) La solucién x(¢,#y, %) del sistema x'(z) = f(¢,x)

se dice asintoticamente estable si:

a) es estable;

b) existe o > 0 tal que si ||xp — Xo|| < &, entonces ||x(¢,%,x0) — x(,%9,%0)|| — O cuando

t — +oo.

En lo que sigue se considerardn sistemas lineales de la forma x'(r) = A(¢)x(z), donde
A:R — M(n,R) es una funcién continua. Obsérvese que en este caso f(z,x) = A(t)x y se
cumple que f(¢,0) = 0, por lo que x(z) = 0 es una solucién del sistema. Por consiguiente, se
estudiard la estabilidad de la solucion trivial.

Un caso particular importante es el sistema lineal auténomo x’ (1) = Ax(t), donde A € M(n,R)

€s una matriz constante.

Teorema 3.1. (Barreiray Valls, 2008, p. 112) Sea A € M(n,C) y x'(t) = Ax(t) un sistema lineal

autonomo. Entonces se tiene:

a) El sistema es estable siy solo si A no tiene valores propios con parte real positiva y, cada

valor propio con parte real cero tiene un bloque de Jordan diagonal.

b) El sistema es asintoticamente estable si y solo si A tiene solo valores propios con parte

real negativa.

c) Elsistema es inestable siy solo si A tiene al menos un valor propio con parte real positiva,

o bien al menos un valor propio con parte real cero con un bloque de Jordan no diagonal.

Demostracion. Para la demostracion, se considera que la matriz A estd en su forma canénica de

Jordan:
R, 0 - 0
| 0 Ry, -~ 0
J=P 'AP= ,
0 0 Ry,
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donde P es una matriz invertible y cada R,; es un bloque de Jordan de orden n; X n;. Entonces,

por la Proposicidon (2.4) se tiene

e 0 .0
0 efm ... 0
eA=p P (3.4)
0 0 e By

Ademas, cada bloque exponencial tiene la expresion:

2 11]—2 nj—l
Lt 5 (rtl,—z)z (zij—l)!
0 1 p tn]73 tnj72
(nj=3)!  (n;=2)!
efi=eht [0 c |, wer (3.5)
00 O 1 t
0 0 O 0 1

Se observa que las entradas situadas por encima de la diagonal principal de ¢'®1i tienen la forma
e*i* p(t), donde p(r) es un polinomio de grado a lo sumo 7 ;j— 1. Bajo estas consideraciones, se
procede con la demostracion del teorema.

Prueba de a) (=) Se busca una estimacion para la matriz e en términos de la parte real de
los valores propios de A.

L[ =[PP~

Por la desigualdad submultiplicativa de la norma, se obtiene:
[ <[Pl e 1| 2~])-

Ademas,

el = mix { || }.

1<j<k
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Por la definicién de exponencial de bloque de Jordan, se tiene

etRj(lj) — eljtel‘Rj(O)

b

donde R;(0) es una matriz nilpotente de la forma

010 - 0

00 1 0
R;(0) =

000 1

000 0

Aplicando la norma, se obtiene

Hele(lj)H S eReAjt HetRj(O)H-

Sea

o= lnglﬁiék{Relj},

entonces

eS| < % 0.

Por otro lado, para cada €; > 0, existe una constante C; = C;(&;) > 0 tal que

||etRJ'(O)H < Cjet', t>0.
En efecto, si se definine
Mj=sup{ || RO eei"],
t>0

entonces, como R;(0) es nilpotente, e'*i(?)

es una matriz polinémica en ¢, y la funcién

|e'Ri(0)||e~i* tiende a cero cuando ¢ — . Por lo tanto, que dicho supremo es finito. En

consecuencia,

HetRf'(O)H < Mjesjt, t>0.
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De este modo, se puede tomar C; = M;. Por tanto,

el < el o { ey}

Sea:

C= mix {C; — miax {&;
g%c{ it P 112%«{ it

entonces

e[ < [P P! flcetsPr.

Finalmente, si se define

K=|P[[lP~]lc,

se concluye que

HetAH < Ke((Hﬁ)’.

Para algtn 75 > 0y xo = x(fp), la funcién

x(t) = e xg
es solucién del sistema
X (t) = Ax(t).
Por lo tanto,
He’Aon < |lxol| K e ¥t i > 15> 0. (3.6)

Por otro lado, si existe o« = Re(A) > 0, entonces, existe un xo # 0 tal que eéxy =M. De la
desigualdad (3.6) se deduce que para cualquier xo # 0, ||e"Axg|| = ||x0[|e* — oo cuando ¢ — o,

lo cual contradice a la hipétesis de la estabilidad del sistema x'(#) = Ax(¢). Por tanto,
o = méx {Re(4;)} <O0.

1<j<k

En consecuencia, la matriz A no tiene valores propios con parte real positiva.
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Ahora, se demostrard que todos los bloques de Jordan asociados a valores propios A; con parte
real nula son diagonales. Por simplicidad, se considera un bloque de Jordan R,,;(A;) de orden

nj =2, para algin j, no diagonal, de la forma

Como Re(A;) =0, se tiene |e*| = 1, por lo que el crecimiento de ¢'®1/ %) Viene determinado
por el término lineal r¢. En consecuencia, al menos una entrada de la matriz fundamental e
crece sin acotacién cuando 7 — +oo. Esto implica que el sistema x’(r) = A x(¢) no es estable, lo
cual contradice la hipétesis de estabilidad. Por lo tanto, para cada valor propio con parte real

cero, el bloque de Jordan correspondiente es necesariamente diagonal.

Prueba de a) (<) Supdngase que la matriz A no tiene valores propios con parte real positiva
y que todos los valores propios con parte real nula tienen bloques de Jordan diagonales. Sea
x(t) = " xp la solucién general del sistema vectorial x’(t) = Ax(¢) para algtin #y > 0, donde

xo=x(t9) y ¢4 la matriz fundamental dada en (3.4) . Por el resultado de (3.6)
lexo < |lxol|Ke'* P e > 10> 0

donde o = lrélijlgk{Re()»j)}, B= lrgja}gk{sj}.

Por hipétesis, Re(A;) < 0 para todo j . Entonces, existe B > 0 tal que 8 < 1r<m'2k{—Re(l i)} De
<j<
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donde se obtiene

Re(Aj)) < —B<0
a < —B<0

o+p < 0
Entonces, existe una constante C = C(f8) > 0 tal que e(**B) < C. En consecuencia,
(@)1l = lle"xo]| < lxol|[KC =&, ¥t > 19 > 0.

Por consiguiente, ||x(7)|| < € para todo ¢ > fy > 0 cuando ||xp|| < d(tp)-
Prueba de b) (=). Considérese la matriz fundamental ®(r) = e dada en (3.4). Para cada

bloque de Jordan R, asociado al valor propio 4;, se tiene
tRy
e

1
j:e/ljz<1+th+_t2N]2+_”+

o t"fle;.”_l) = M N(1).

1

Por hipétesis, el sistema es asintéticamente estable; por lo tanto lim ®(z) = 0. Como ®(z) es
t

~+o0

L tRy .
una matriz diagonal por bloques cuyas componentes son e "/, se sigue que

Ry

, 1.
Iim e ™" = 0.

t—r+o0

En consecuencia, para cualquier norma matricial se tiene IETOO R IN(H)| = 0.

Por otra parte, N(¢) es una matriz polinémica no nula; por lo tanto, existe una entrada p(t) que
es un polinomio de grado m > 0. Para ¢ suficientemente grande se cumple |p(¢)| > Ct™, con
C > 0, y como toda norma matricial es mayor o igual que el valor absoluto de cualquiera de sus

entradas, se tiene

INOI = |nag(0)] = C™.
De aqui se obtiene
eRe(?Lj)tCtm < eRe(lj)tHN(l‘)H.
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Por lo tanto,

lim eRe)icem — 0.
f—>—o0

SiRe(A;) > 0, entonces
lim eReA)IC™ = foo,
f—>+oo

lo cual constituye una contradiccién. Por consiguiente, Re(4;) < 0.

Prueba de b) (<). Se considera la matriz fundamental ®(¢) = ¢4 dada en (3.4). Para

cada bloque de Jordan R,;, asociado a un valor propio 4;, se tiene

Ry, _ Ajt Lo 1 nj—1 ”j_1> At
e 1_e1<1+rN,+2!th+ —}-(nj_l)!tl N; = e™' N(t).

En consecuencia,

"5 = R [N D) .

Ademis, ®(t) = ey e = Mt N (). Por hipétesis, Re(4;) < 0, por lo tanto

lim e'Re(h) — 0,
t— oo

Por consiguiente, para todo bloque de Jordan Ry; se tiene ||eR|| — 0 cuando t — +-c0. Como

e = diag(e®m,... M),

/s O cuando t — —oo.

y cada AT 0, se obtiene que e
Finalmente, ¢4 = Pe’/ P~! — POP~! =0 cuando t — +oo, lo cual implica que el sistema
es asintoticamente estable.

Prueba de c¢). (=) Sea ®(¢) = ¢! 1a matriz fundamental del sistema lineal auténomo x’(¢) =

Ax(r) con ®(0) =1y seaA = PJP~! suforma de Jordan, donde J = diag (Ry, (A1), .., Ru (X))
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Entonces,

O(r) =t =P’ P!, ¢ = diag (etR”I(M), . ,e’R”k(lk)). (3.7)

Cada bloque satisface ( 3.5):

IRy, _ Ajt ) lz 2 . 1 nj—1 ”j_1> — LAt
LT <I+th+2!t Nt V) = N, 6)

donde N es la matriz nilpotente con unos en la superdiagonal y N"/ = 0.

Demostracion del contrarreciproco. Como J es diagonal por bloques, basta acotar cada

tan (Aj)

e parat > 0.

Si Re(A;) < 0, entonces por la Proposicién (3.5) existe ¢; > 0 tal que
|4 <cje M <y, t>0.
Si Re(4;) = 0y el bloque es diagonal, entonces R,;(4;) = A;1 y
R — g R = i = 1.
En consecuencia, existe M > 0 tal que ||e/’/|| < M para todo ¢ > 0. Usando (3.7),
[@@)]| = ([P P7H < (1P|l [P~ < [P M|PY|=:C, >0
Luego, para toda condicion inicial xy,

(@)1 = [|D()xoll < [[@@)[[lxoll < Cllxoll, >0

Esto implica la estabilidad del equilibrio 0, lo cual contradice la hip6tesis de inestabilidad. En
consecuencia, si el sistema es inestable, entonces necesariamente existe un valor propio con
parte real positiva, o bien existe un valor propio con parte real cero cuyo bloque de Jordan no es

diagonal.
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Prueba de c¢) («<=). Supdngase que A tiene al menos un valor propio A con Re(4) > 0, o bien

existe un valor propio A con Re(4) = 0 cuyo bloque de Jordan asociado tiene tamafio n > 2 (es

decir, el bloque no es diagonal).

(1

(1m)

R ()

Si existe A con Re(A4) > 0, entonces por (3.8) el correspondiente ¢ contiene el factor
¢* . Por tanto, existen constantes ¢ > 0 y un vector yo cuyas componentes son no nulas

unicamente en las coordenadas correspondientes a ese bloque de Jordan tales que
leyol| > ce® ™, (1> 0).
Si tomamos xy = Py, de (3.7) se obtiene

1 c
®(t)x0]| = [P yol| > ——— [l yo]| = o RPN o
|| (Z)XOH || e yOH = HP,IH ||€ y0|| = HP71H e ;‘(;) s

de donde existe una solucion no acotada y el sistema es inestable.

Si Re(A) = 0 y el bloque de Jordan Ry; de tamafio n; > 2, entonces el nilpotente N
asociado es no nulo. En la base candénica del bloque tomemos el dltimo vector candnico
€n; (ultimo de la cadena de Jordan en la convencion usada).

Utilizando N*e,, = e,y parak =0,...,n;—1, de (3.8):

t2 tnj—l

enj = €At <€nj +l‘€nj71 +5€nj2+"‘+mel>.
. ]_ .

A)

etan

Como Re(A) =0, el factor eM tiene médulo constante y, por tanto, la norma de ¢Fnj menj

crece polinémicamente con término principal de orden /! Es decir, existen una cons-

tante ¢’ > 0y 1y tales que HelR"f(MenjH >t parat > 1.

Llevandolo al sistema original con xog = Pey, i

C/

leen; || > -
VR IP

IX(1)x0ll = (1P e e, ]| = il

Y

1P~

f—oo

con lo que también existe una solucién no acotada y el sistema es inestable.
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En ambos subcasos obtenemos inestabilidad, por lo que si A cumple alguna de las dos

condiciones del enunciado entonces el sistema es inestable. ]

Los resultados obtenidos en el Capitulo 3, dedicado al estudio de los sistemas lineales de
ecuaciones diferenciales con coeficientes constantes constituye el fundamento para extender
el estudio de la estabilidad al caso de los sistemas lineales no auténomos con coeficientes
periddicos de la forma x'(t) = A(r) x(¢), donde A(t) es una funcién matricial de periodo 7. En
este contexto, el andlisis espectral ya no se basa directamente en los valores propios de la matriz

A(t), sino en los exponentes de Floquet (valores propios de una matriz constante R) tal que

donde ®(¢) es la matriz fundamental del sistema x’(r) = A(¢) x(¢) y P(¢) una matriz periddica de
periodo 7. De esta forma, la estabilidad de los sistemas lineales con coeficientes constantes no
s6lo proporciona un marco conceptual sélido, sino que también sirve como punto de partida para
comprender, generalizar la estabilidad de los sistemas con coeficientes periddicos y analizar la

dindmica y el comportamiento asintético de las soluciones mediante los exponentes de Floquet.
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Capitulo 4

Sistema de ecuaciones diferenciales lineales

no auténomos con coeficientes periodicos

En este capitulo utilizaremos el teorema de Floquet para analizar el comportamiento de las

soluciones de un sistema lineal no auténomo con coeficientes periddicos, de la forma
/
x (1) = A1) x(1), (4.1)

el cual, en muchos casos, surge como la linealizacién de ecuaciones diferenciales no lineales. Las
soluciones del sistema (4.1) se pueden estudiar a través de un sistema de ecuaciones diferenciales
lineal auténomo equivalente al sistema (4.1). El teorema de Floquet muestra que, mediante
un cambio adecuado de coordenadas, existe una transformacién de coordenadas periédica que
reduce el sistema periddico a un sistema lineal con matriz constante en las nuevas coordenadas,

lo que permite describir de manera mds sencilla la evolucién temporal de sus soluciones.

4.1. Solucion fundamental de un sistema lineal no autonomo

Determinar la solucién fundamental o matriz fundamental para el sistema (4.1) ya no es tan
facil como para un sistema de ecuaciones diferenciales lineales autonomos, a partir del concepto
de matriz fundamental y sus propiedades, buscaremos una representacion de tal matriz , esto nos

permitira determinar la estabilidad de las soluciones del sistema (4.1).
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Definicion 4.1. (Barreira y Valls, 2008, p. 78) Sea A : R — M(n,R) una aplicacion continua
con periodo T > 0. Se dice que el sistema lineal no auténomo de la forma x'(¢) = A(7)x(¢) es de

coeficientes periddicos, si A(r+T) = A(t),Vt € R.

No todos los sistemas periddicos admiten soluciones periddicas. El problema de valor inicial

X = cos’(t)x

x(0) = xo

no auténoma de periodo 7" = 27 tiene una solucidn no periddica de la forma:

Definicion 4.2. (Barreira y Valls, 2008, p. 59) Sea A : R — M(n,R) una aplicacién continua
y ®: R — M(n,R) una funcién matricial. Se dice que ®(7) es una matriz fundamental de

soluciones del sistema x'(¢) = A(#)x(¢), si:
a) d(r) es invertible,
b) @'(r) =A(t)D(r).

De aqui en adelante, se considerard como solucion fundamental del sistema (4.1) a la funcién

®: R — M (n,C) definida por la matriz

Q)= 11(t) ¢a(r) - 9ulD)|

donde los vectores columna ¢;(t) = (¢1(t),¢2;(t), -~ ,nj(t));j = 1,2,--- ,n son soluciones

del sistema (4.1).

Proposicion 4.1. (Barreira'y Valls, 2008, p. 61) Si ®(t) y ¢(t) son matrices fundamentales de

soluciones del sistema (4.1), entonces existe una matriz invertible C € M (n,C) tal que

o) =®(r)C, VteR.
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Proposicion 4.2. Si A(t) € M(n,(C) es periodica de periodo T, y & : R — M(n,C) es una

matriz fundamental del sistema (4.1), entonces:

a)

O(t+T), para cadat € R, es también una matriz fundamental del sistema (4.1).

b) Se cumple la relacion ®(t +T) = ®(t) P~ 1(0)D(T).

Demostracion. Utilizando la hipdtesis de que ®(¢) es una matriz fundamental y la periodicidad

de A(t), se tiene que:

a)

b)

Si ¢(t) = ®(t+T), derivando respecto a t:

O () =D (t+T)=At+T)P(t+T)=A(t) o(t),

donde se utilizo la periodicidad A(t + T') = A(t). Esto muestra que ®(¢ + T') es solucion

del sistema (4.1).

Para verificar que es una matriz fundamental, se observa que los vectores columna de
®(r+ T) son linealmente independientes, pues son traslaciones de los vectores columna
de ®(r), que forman una base de soluciones. Por tanto, ®(r + T') es invertible para todo 7,

y en consecuencia, por la Definicion 4.2, (¢ 4 T') es una matriz fundamental.

Como ®(t) y ®(t + T) son matrices fundamentales, entonces por la Proposicién 4.1,

existe una matriz invertible C € M(n,C) tal que

Dt +T) = (1) C.

Evaluando en ¢ = 0, se obtiene:

y como ®(0) es invertible, se deduce:

C = 10)®(T).
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Sustituyendo de nuevo en la relacién anterior, resulta:
O(1+T) =®(1) D (0)D(T),

que era lo que se queria demostrar.

Considerando el siguiente sistema lineal

-1+ %cosz(t) 1— %sen(t) cos(t)
X (1) = x(1),

—1—3sen(t) cost  —1+3sen’(r)
de periodo T = 27. Una matriz fundamental asociada al sistema estd dada por

ezcos(t) e 'sen(r)
(1) =
—esen(t) e 'cos(r)

Dado que el sistema es 27-periédico, se cumple la relacién ®(t +27) = ®(1) @~ (0) d(27), la
cual verifica las propiedades de la Proposicion ( 4.2) En este caso, la matriz ®(27) constituye la

matriz de monodromia del sistema, que lo definiremos mas adelante.

Proposicion 4.3. (Viana y Espinar, 2021, p. 244) Si B es una matriz invertible de orden n X n,

entonces existe una matriz R (posiblemente compleja) de orden n X n tal que
B=¢".

Demostracion. Por el Teorema 2.2, la forma canénica de Jordan de B esta dada por J = P lBP,

donde P es una matriz invertible. Supongamos que J = ¢X, de manera que:
B=pPefpl.

Equivalentemente,

—1
B:€PKP )
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Por tanto, podemos definir:

R=PKP !

y bajo estas consideraciones se cumple que:

B =R,

Ahora, como J es la forma candnica de Jordan, puede escribirse como una matriz diagonal por

bloques
Ji 0 ... 0
0 J ... 0O
J= ,
0 O Ji

donde cada bloque J; tiene la forma
Jj= ;lenj +Nj,

con A; los valores propios distintos de B de multiplicidad algebraica n; , I;; la matriz identidad
de orden nj, y N; una matriz nilpotente tal que N;lj = 0. Para cada bloque J;, se define su

logaritmo matricial como
Aj=log(J;) = log[A;(Iy, + 7-N)].
Definamos
Aj:= (logAj)Iy; +log(; + 7 N i)
Dado que N; es nilpotente, se puede definir el logaritmo matricial mediante su expansion
formal:

log(I+M) = Z

vdlida siempre que el radio espectral p(M) < 1. En nuestro caso, al tomar M = A4 j*IN i, 1a serie



- . ~ . nj .
se trunca en un nimero finito de términos, pues N | /= 0. Luego, se obtiene:

aplicando la exponencial matricial a ambos miembros, se tiene

ni—1 (_1\p+1
eAf o (logﬁ,j)lnj ijzll( 1,)ul+ (%NJ - A, I IN‘ = 7J.
=e e =Aj nj+)Tj i) =i

Esta ultima igualdad muestra que, cada bloque J; puede expresarse como una exponencial de

una matriz A ;, y la matriz de Jordan J se escribe como J = X con

K= diag(Al,Az, .. ,Ak).
Esto demuestra que para toda matriz invertible B existe una matriz
R=P diag(Al,Az, ce ,Ak)P_l,

tal que B = eR O

Definicion 4.3. (Barreira y Valls, 2008, p. 80) Dada la matriz fundamental ®(¢) del sistema

(4.1), una matriz invertible C € M(n,C) que satisface
Or+T)=d(t)C, VieR,

se llama matriz monodromica del sistema (4.1).
Un valor propio u = ¢*"T de la matriz monodrémica se denomina multiplicador caracteristico, y

el nimero A se llama exponente de Floquet (0 exponente caracteristico) del sistema (4.1).

La matriz de monodromia (o matriz de una vuelta o de un periodo) C esta definida por:

C = 10)®D(T).
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Proposicion 4.4. (Barreira y Valls, 2008, p. 80) Sea A : R — M(n,C) una funcion matricial
continua y periddica de periodo T. Si ®(t) y ¢(t) son matrices fundamentales del sistema
(4.1), con matrices de monodromia Cy D respectivamente, entonces existe una matriz invertible
S € M(n,C) tal que:

s 'cs=n.

Teorema 4.1. (Viana y Espinar, 2021, p. 244) Si A : R — M(n,C) es una funcion matricial
continua y periddica de periodo T, entonces para toda matriz fundamental ®(t) del sistema

(4.1) existe una matriz invertible P(t), de periodo T, y una matriz constante B, tales que:

o) =P(t)e'B, VieR.

Demostracion. Por hipdtesis, ®(¢) es una matriz fundamental. Por la Proposicion (4.2), la
matriz:

o(t) = D(t+T)

también es una matriz fundamental. Entonces, por la Proposicién (4.1), existe una matriz
invertible C € M(n,C) tal que:
O(t+T)=®(t)C. 4.2)

De este resultado se deduce que C es una matriz de monodromia asociada a ®(z). Por otro lado,

como C es una matriz invertible, por la Proposicién (4.3) existe una matriz constante B tal que:

C=e¢8

Esto establece la existencia de una matriz exponencial asociada a C. Ahora se debe demostrar

que existe una matriz invertible P(¢) tal que:

tB

como e '® es una matriz invertible (pues la exponencial de cualquier matriz siempre es invertible),
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podemos definir:

la matriz P(t) es invertible, ya que es el producto de dos matrices invertibles. Falta verificar que

P(t) es periddica de periodo 7. Por definicion, se tiene:
P(t+T)=®(t+T)e 1B,
utilizando la relacién (4.2) y la propiedad de la exponencial matricial:

oTB,~TB _ |

)

se obtiene:
P(1+T)=®()Ce Pe 18
Pt+T)=2(t)(e"P)e e TP
P(t+T)=®(t)e '8
P(t+T)=P(t), VteR.
Por tanto, P(¢) es de periodo T. Esto completa la demostracion del Teorema (4.1). U

Corolario 4.1. (Kelley, 2010, p. 71) Sea ®(t) = P(t)e'® como en el Teorema (4.1). Entonces, una
funcion x(t) es solucion del sistema x'(t) = A(t)x(t) si y solo si y(t) = P~1(t)x(t) es solucion

del sistema y'(t) = By(t).
Demostracion. (=) Por hipétesis, x(¢) es una solucion del sistema x'(z) = A(r)x(t), entonces

existe xg € R” tal que x(1) = ®(t)xg. Asi,

y(t) =P (1) ®(1)xg =P (1) P(r) B xg = B xy.

B

Dado que ¢'” es una matriz fundamental del sistema y'(z) = By, se concluye que y(¢) es solucién

de dicho sistema.
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(<=) Considerando que y(¢) = P~!(¢)x(t) es solucién de y'(t) = By(t). Entonces existe

yo € R" tal que

(1) = e yo.
Por tanto,
x(1) = P(1)y(t) = P(1) € yo = @(1) yo,
y se concluye que x(z) es solucién de x'(r) = A(¢)x(¢). O

Teorema 4.2. (Kelley, 2010, p. 73) Sea ®(t) una matriz fundamental y C la matriz de monodro-
mia del sistema x'(t) = A(t)x(t), con A(t) T-periddica. Entonces, para cada valor propio L de

C, existe una solucion x(t) tal que

x(t+T)=uox(t), VreR.

Demostracion. Supongamos que Ll es un valor propio de la matriz de monodromia

C=a 1 (0)®(T),

donde @ es una matriz fundamental del sistema x'(r) = A(¢)x(z).

Sea xo un vector propio asociado a Uy y definiendo la funcién vectorial

x(t) =P(t)xg, tER.

Entonces x es una solucién no trivial del sistema x'(z) = A(¢)x(¢) y se cumple que

x(t+T)=P(t+T)xo

por la definicion (4.3) y como xp es un vector propio asociado a g, se tiene que

x(t+T)=d(t)Cxo

x(1+T) = (1) Hoxo
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luego se verifica que x( + T') = pox(t) Por lo tanto, existe una solucion x(¢) tal que x(r +7) =

Hox(t), VteR. O

Teorema 4.3. (Viana y Espinar, 2021) Sea x'(t) = A(t) x(t) un sistema lineal homogéneo T -
periddico, y sean P(t) y B las matrices T-periddica y constante, respectivamente, dadas en
el Teorema (4.1). Entonces, el cambio de variable x(t) = P(t)y(t) transforma la ecuacion

X' (t) = A(t) x(t) en el sistema lineal homogéneo de coeficientes constantes y'(t) = By(t).

Demostracién. Por el Teorema (4.1), se tiene que ®(¢) = P(t) e’ es una matriz fundamental

del sistema x’(z) = A(r) x(¢). Derivando directamente se obtiene:
[P(t)e®]) = A(r) P(r) B

Esto implica:

P'(t)e'® + P(t)Be'® = A(t) P(r)e'B.

—tB

Multiplicando por e *# y despejando P'(r), resulta:

Sustituyendo P'(1):

Agrupando términos:

57



de donde:

0="P(1) [y'(t) — By(1)].

Finalmente, como P(¢) es invertible, se concluye que:

Y(1) =By().

O

Proposicion 4.5. (Barreira y Valls, 2008, p. 82) Sea A : R — M (n,C) una funcion continua de

periodo T. Entonces, A es un exponente de Floquet del sistema

si 'y solo si eM p(t) es solucion de dicha ecuacion para alguna funcién no nula p(t) de periodo

T.

AT es un valor

Demostracion. (=) Por hipétesis, A es un exponente de Floquet, de modo que e
propio de la matriz monodromia e’ 2. Esto implica que A es un valor propio de B. Por tanto,

existe xo € C"\ {0} tal que

A

Bxyg=Axg y ethoze’xo vt € R.

Multiplicando por P(z):

P(t)ePxg = M P(1) x0.

Por el Teorema (4.1), ®(¢) = P(t)e'? es una matriz fundamental de la ecuacion, x'(1) = A(¢) x(¢)

y como sus columnas forman una base del espacio de soluciones, se concluye que e*! p(t)es
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solucion de x'(¢) = A(r) x(¢), con

que es periddica.
(<) Considerando que e’ p(r) es solucién del sistema x'(r) = A(¢) x(¢). Por el Teorema

4.1),

por periodicidad de p(t) y P(t), se tiene:
e P(t)eBxg = P(r)eBel B x,.
Multiplicando por (P(t)e'?) ! se obtiene:
(e*1—e"®) xy =0.

AT

Por tanto, e*” es un valor propio de e’ 2, y en consecuencia, por la Definicién (4.3) A es un

exponente caracteristico. [

Teorema 4.4. (Barreira y Valls, 2008, p. 111) Sea A : R — M (n,C) una funcién matricial

continua y sea ®(t) la matriz fundamental del sistema x'(t) = A(t)x(t) . Entonces el sistema es:
a) estable si'y solo si sup{||P(z)|| : > 0} < +oo;
b) asintéticamente estable si 'y solo si ||P(t)|| — 0 cuando t — +-oo;

Demostracion. prueba a) (=) Considerando que el sistema x'(¢) = A(¢)x(z) es estable. Enton-

ces, para todo nimero real € > 0, existe 6 > 0 tal que

D)D) ' xo <& si |xof <8, Vi>o0.
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Por definiciéon de norma matricial inducida por la norma euclidiana, se tiene:

12(1) 2(0) " xo |

12(1) @(0) || = sup

00 [0
Haciendo el cambio de variable
X0
Yo 5
[[xoll
de modo que ||yo|| = &, resulta que:
_ 1 _
(1) D(0)~'[| = 5, sup ||@(1) @(0) " yo-

Por la hipétesis de estabilidad:
|D(1) ®(0) ' yol <€, Vi>0.

Entonces || ®(¢)®(0) || < £, V¢ > 0. Ahora, usando la desigualdad submultiplicativa de la
norma:

l2(0)]| < () 2(0)~[| [@(0)]| < %H‘P(O)H-

Finalmente, se concluye que:
E
sup{[[@(1)[| = 1> 0} < <[ D(O)] < +oe.

Por tanto, la matriz fundamental estd uniformemente acotada.
prueba b) (<) Suponiendo que ||®(¢)|| — O cuando r — +-co. Entonces existe una constante
M > 0 tal que

sup{||®(t)[| : 1 >0} <M < oo,

Por el inciso a), el sistema x’ = A(t)x es estable.

Por otro lado, para cualquier xy € R”,

HCID(t)CIJ(O)*leH = ||®(t) yo|| = 0 cuando t — oo,
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donde yo = ®(0)~!xo. Por tanto, toda solucién tiende a cero, es decir, el sistema x’(¢) = A(t) x(¢)
es asintéticamente estable.
prueba de b) (=) Suponiendo que el sistema x'(z) = A(t)x(¢) es asintéticamente estable.

Entonces, para todo xy € R”,

|®(£)®(0) 'xp|| = 0 cuando 1 — +oo.

En particular, tomando ||xo|| = 1, se sigue que

|@()l| = sup [[@(1)xo] = sup [|@(1)(0)~" D(0)xol| < [|@(0)] sup [[(r)@(0) 'z]| -0,

[[xo[|=1 [[xol|=1 ll2l|=1

cuando t — +oo.

Con esto se concluye la demostracién del inciso b) ]

Teorema 4.5. (Barreira y Valls, 2008, p. 112) Sea A : R — M(n,C) una funcién matricial
continua periodica de periodo T y sea B la matriz del Teorema (4.1). Entonces el sistema (4.1)

es.

a) estable siy solo si no existen exponentes de Floquet con parte real positiva y, para cada
exponente de Floquet con parte real nula, el bloque de Jordan correspondiente de la

matriz B es diagonal;

b) asintoticamente estable si y solo si todos los exponente de Floquet tienen parte real

negativa.

c) inestable siy solo si existe al menos un exponente de Floquet con parte real positiva, o bien
existe un exponente de Floquet con parte real nula cuyo bloque de Jordan correspondiente

de la matriz B no es diagonal.

Demostracion. Por el Teorema (4.1), una solucién fundamental para la ecuacién (4.1) es de la

forma
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y por el Teorema (4.3), e'8 es una matriz fundamental del sistema vectorial y'(t) = By(t).
prueba de a) (=) Supongase que la ecuacion (4.1) es estable. Entonces, por el Teorema (4.4),
se tiene sup ||P(7)|| < +oo. entonces existe una constante C > 0, tal que ®(¢) < C.

>0
De la igualdad ' = P~!(¢)®(¢) y la submultiplicatividad de la norma, se obtiene

Il <P~ O le@)ll, ¥ >0,

por el Teorema (4.1), la matriz P(t) es periddica, invertible y continua, entonces existe una

constante M > 0 tal que |[P~'(t)|| <M, ¥t >0, entonces

eIl < P~ O]l le() || <MC, V>0,

B <K, vt >0,

con K =MC

Por el Corolario (4.1), e/ es una matriz fundamental del sistema vectorial y'(t) = By(t),
el cual resulta ser estable. Por lo tanto, y de acuerdo con el Teorema (3.1), inciso a), no hay
exponente de Floquet con parte real positiva y, para cada exponente de Floquet con parte real
cero, el bloque de Jordan correspondiente de la matriz B es diagonal.
Prueba de a) (<) Considerando el sistema vectorial y' () = By(t), la hipoteis de que no hay
exponente de Floquet con parte real positiva y para cada exponente de Floquet con parte real
cero el bloque Jordan correspondiente de la matriz B es diagonal, entonces por el Teorema
(3.1), el sistema y'(t) = By(t) es estable. Es decir, para algtin to > 0y yo = y(#), la solucién

y(t) = e'Byg del sistema y'(t) = By(t) verifica

leByol| < &Vt >0

sup{HetByOH 11> 0} < 4ooyyg #0

Por el Teorema (4.1), ®(t) = P(t)e'® es una solucién fundamental del sistema (4.1), entonces

1) < [1P()[[le” |
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Por el Teorema (4.1), la matriz P(¢) es periddica, invertible y continua, entonces existe una

constante C > 0 tal que |P~'(t)|| < C, Vt>0,luego

l2(0)]l < Clle"]|

sup{[|@(r)|| :7 > O]} < Csup{[|e”|| :7 > O[|} < +oo

Por el Teorema (4.4) se concluye que el sistema (4.1) es estable.
Prueba de b) (=) Por el Corolario (4.1) y(t) = P(t)~'x(¢) es solucién vectorial del sistema

y'(t) = By(t), con x(t) una solucién vectorial del sistema (4.1)

Iy < 1P@) Il

por el Teorema (4.1), la matriz P(¢) es periddica, invertible y continua, entonces existe una

constante K > 0 tal que ||P~!(¢)|| <K, Vt> 0, entonces

Iy} < Kllx(@)]]

Por otro lado, considerando x(r) = ®(¢)x para algin o > 0 y xo = x(fo), entonces

(@) < [lxoll[| ()]

por hipotesis, el sistema (4.1) es asintoticamente estable, y por el Teorema (4.4) se tiene que

|®(2)|| — 0 cuando ¢ — +oo, entonces ||x(7)|| — O cuando t — oo, este Gltimo resultado

B

implica que [[y(¢)|| — O cuando 7 — +eo. Sabemos que ¢'” es una matriz fundamental del

sistema y'(¢) = By(r), entonces y(t) = ¢'Byq es una solucién de y/(r) = By(t), entonces
||etB)’0|| — 0, cuando t — +oo
||| = 0, cuando 7 — +oeo

Entonces, el sistema y'(t) = By(t) es asintoticamente estable y por el Teorema (3.1), todos los
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valores propios de la matriz B tiene parte real negativa. Portanto el sistema (4.1) solo tiene
exponentes de Floquet con parte real negativa.

Prueba de b) (<) Por hipdtesis, el sistema (4.1) s6lo tiene exponentes de Floquet con parte
real negativa, entonces por el Teorema (3.1), el sistema y'(r) = By(r) es asintoticamente es-
table, es decir ||'®|| — 0 cuando ¢ — +-oo. Por el Teorema (4.1), ®(t) = P(t)e'? es 1a matriz

fundamentaldel sistema (4.1) , entonces

D) < [P@)]l]le"”|
por otro lado P(t) es periddica, invertible y continua, entonces existe una constante C > 0 tal
que |[P~1(1)|| £C, V¥t >0, entonces

le(0)]| < Clle”?|

|®(¢)|| — O cuando ¢ — +oo

Por tanto, por el Teorema (4.4), el sistema (4.1) es asintéticamente estable.
Prueba de (c) (=) Por el Teorema (4.1), una matriz fundamental de (4.1) es ®(t) = P(t)e'B
con P(t) de periodo T, invertible y continua, tal que x(¢) = P(¢)y(t) y y(t) = P(t) " 'x(t). Como

Py P~! son continuas y T-periédicas, existen constantes K, L > 0 tales que

IP@OI<K, PO <L, (¥20).

Note que ®(t) = P(t)e'B. Para todo t > 0y todo v € R” se tiene

l2(e)vll = [P() vl < [P@)] [l vl < K [[eFvl] (4.3)

le®vll = |P() " (vl < 1P()~ @ (r)v]| < L|@(r)vl]. (4.4)
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De desigualdad (4.3) se deduce ademds
le®v]| > % @ ().
Ahora, supéngase que el sistema x’(¢) = A(¢)x(r) es inestable. Entonces existe xo # 0 tal que
D) xo]| —=> o
Aplicando la desigualdad anterior con v = xq, se obtiene
lexoll > £ 19(0)xol] —>

Esto muestra que la solucién y(t) = eBxq del sistema y'(¢) = By(t) diverge, es decir, y'(t) = By(t)
es inestable. Utilizando el Teorema (3.1) se concluye que hay al menos un exponente de Floquet
con parte real positiva o al menos un exponente de Floquet con parte real cero tal que el bloque
de Jordan correspondiente de la matriz B no es diagonal.

Prueba de (c) («=) Por hipotesis, hay al menos un exponente de Floquet con parte real positiva o
al menos un exponente de Floquet con parte real cero tal que el bloque de Jordan correspondiente
de la matriz B no es diagonal, entonces por el Teorema (3.1) se puede afirmar que el sistema
y'(t) = By(t) es inestable.

Abhora, si el sitema y'(r) = By(t) es inestable, entonces el sitema x'(¢) = A(¢) x(r) tambien es
inestable. En efecto.

De la desigualdad (4.4) se deduce ademas

l(e)vl > £ [l

Supongamos ahora que el sistema y'(¢) = By(t) es inestable. Entonces existe yg # 0 tal que

le"yol| —= eo.
t—yo0
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Aplicando la desigualdad anterior con v = yy obtenemos
[®@oll > Flle®yoll — o

Esto muestra que la solucién x(¢) = ®(t)yo del sistema x'(¢) = A(r)x(¢) diverge, por tanto
x'(t) = A(r) x(¢) es inestable.

]

A partir del criterio de estabilidad formulado en términos de exponentes de Floquet, es
posible obtener una caracterizacion equivalente basada en los multiplicadores de Floquet, la cual

resulta particularmente conveniente para aplicaciones y cdlculos numéricos.

Teorema 4.6. (Kelley, 2010, p. 71) Sean Uy, Uy,..., W, los multiplicadores de Floquet del

sistema x'(t) = A(t)x(t) con A(t) T-periddica. Entonces la solucion trivial es:
a) asintéticamente estable si |l;| < 1 para todo i.

b) estable si existe al menos un [; con |l;| =1, y todos los multiplicadores con médulo uno

son semisimples(diagonalizables), mientras que para los demds i # j se cumple |l;| < 1.
c) inestable si existe algiin W; con |l;| > 1.

Demostracion. Sea x'(t) = A(t)x(t) con A(t +T) = A(t) y sea ®(¢) una matriz fundamental
con ®(0) = I. Por el Teorema de Floquet existe una matriz T-periddica e invertible P(¢) y una

matriz constante B € M(n,C) tales que

pues P(T) = P(0) y P(0) = ®(0) = I. Por tanto, si Ay,...,A, son los exponentes de Floquet

(valores propios de B con multiplicidad algebraica), los multiplicadores de Floquet uy, ..., 1,
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(valores propios de M) verifican

ll‘, Tli| — eTRe(/l,')‘

pi=e' il = |e

(a) Si || < 1 para todo i, entonces e’ Re(4)

< 1 para todo i y por tanto Re(A;) < 0 para todo i.
Por el Teorema (4.5) (b), la solucién trivial es asintéticamente estable. El reciproco se obtiene

invirtiendo el argumento.

(c) Si existe || > 1, entonces Re(A;) > 0y por el Teorema (4.5) (c) la solucién trivial es
inestable. Reciprocamente, si la solucidn trivial es inestable, por el Teorema (4.5) (c) ocurre:

TRe(A) 1), o bien existe un exponente con

o bien existe A con Re(A) > 0 (y entonces || =e
Re(A) = 0 cuyo bloque de Jordan en B no es diagonal, lo que produce un bloque no diagonal en

M = e"B asociado a || = 1y, en consecuencia, inestabilidad.

(b) Suponiendo que la solucién trivial es estable pero no asintéticamente estable. Por el Teorema
(4.5) (a), se tiene Re(A;) < 0 para todo i y, ademds, todo exponente con Re(A) = 0 es semisimple

(su bloque de Jordan en B es diagonal). Entonces |y;| = eTRe(%)

< 1 para todo i, y como no hay
estabilidad asintética existe algiin A con Re(A) = 0, equivalente a que exista al menos un u
con |u| = 1. La semisimplicidad de esos A implica que los multiplicadores correspondientes

en M = ¢’ son también semisimples (no aparecen bloques de Jordan no triviales) y, para los

demds, se tiene |u;| < 1. Esto prueba (b).

Con (a), (b) y (c) queda demostrada la caracterizacion en términos de los multiplicadores de

Floquet. 0

El criterio basado en multiplicadores de Floquet, Teorema (4.6), resulta especialmente
adecuado para el andlisis numérico de sistemas periddicos, ya que permite decidir la estabilidad

de la soluciodn trivial a partir del espectro de la matriz de monodromia.
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4.2. Aplicaciones

En esta seccién presentaran dos aplicaciones de los exponentes de Floquet en el andlisis
de la estabilidad de un sistema de ecuaciones diferenciales no autébnomo con coeficientes
periddicos. Para tal efecto, primeraménte consideraremos una ecuacién diferencial no lineal
de segundo orden relacionada con un péndulo invertido que oscila sobre un soporte vibrante,
modelo propuesto por el matemaético ruso Pyotr Leonidovich Kapitza, luego consideraremos una
aplicacion de los exponentes de Floquet en el andlisis de un modelo poblacional Zhao (2017)
estructurado por clases, en el cual la poblacién se divide en juveniles y adultos. El modelo
incorpora explicitamente la transicion de individuos entre clases y una tasa de reproduccion
dependiente del tiempo y periddica. Al igual que en el caso del péndulo de Kapitza, el sistema
resultante puede formularse como un sistema lineal no auténomo con coeficientes periddicos,
permitiendo aplicar la teoria de Floquet para estudiar la estabilidad de las soluciones. Un
tratamiento unificado de ecuaciones diferenciales con coeficientes periddicos y sus aplicaciones
en sistemas fisicos y bioldgicos se encuentra en la literatura clasica sobre la ecuacién de Hill
y la teoria de Floquet. En particular, modelos como la ecuacion de Mathieu y el péndulo de
Kapitza constituyen ejemplos paradigmaticos de estabilidad paramétrica, mientras que enfoques
anélogos se aplican al estudio de poblaciones estructuradas con estacionalidad Magnus y Winkler

(1966), Nayfeh y Mook (1979) y Zhao (2017).

4.2.1. El péndulo de Kapitza y su relacion con la estabilizaciéon dinamica

El péndulo de Kapitza constituye un modelo clasico de la dindmica no lineal y un ejemplo
paradigmatico de estabilizacion vibracional: la posibilidad de estabilizar una posiciéon de
equilibrio inestable mediante una excitacion periddica rdpida del sistema. En 1951, Kapitza
(1951) demostr6 que un péndulo cuyo punto de suspension oscila verticalmente con frecuencia @
y amplitud a puede estabilizar su posicion invertida si la vibracién satisface ciertas condiciones
de alta frecuencia, de modo que el movimiento rapido genera un potencial efectivo que modifica
la estabilidad del equilibrio superior. Este fendmeno, inicialmente contraintuitivo, se conoce hoy

como estabilidad dindmica inducida.
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Recientemente, se han desarrollado extensiones del modelo a sistemas mds complejos.
Por ejemplo, Citro et al. (2015) analizan el many-body Kapitza pendulum, mostrando que la
excitacion periddica puede inducir fases estables en sistemas acoplados mediante expansiones de
alta frecuencia tipo Floquet-Magnus. Asimismo, Richards (2018) realizaron una implementacion
experimental a microescala, confirmando la validez del modelo incluso en regimenes de vibracién
a frecuencias elevadas.

La idea de estabilizacion por excitacion periodica ha trascendido la mecénica clasica y
actualmente inspira estrategias de control de actitud en vehiculos aéreos no tripulados (UAV o
drones). Aunque los modelos de drones Alvarez-Salazar et al. (2020) y Y. Wang et al. (2019)
son mas complejos, el principio fisico es andlogo: una modulacién rapida del empuje o del par
angular puede generar un efecto estabilizante promedio sobre una dindmica inherentemente
inestable. En esta linea, Chen et al. (2023) proponen un controlador de actitud para cuadricpteros
basado en notch filters y descomposicion aditiva de estados, que permite atenuar vibraciones
periddicas y mejorar la estabilidad global del vuelo. En conjunto, estos avances muestran que el
modelo de Kapitza sigue siendo un marco conceptual vigente, no solo en la mecédnica tedrica
sino también en la ingenieria moderna de sistemas dindmicos, sirviendo de puente entre la
estabilidad vibracional y el control dindmico robusto de sistemas reales como los drones, es por
ello que nos hemos propuesto utilizar el modelo del pendulo de Kapitza para la aplicacion fisica
de nuestro trabajo.

La ecuacién que modela al péndulo de Kapitza estd dada por:

2

0" (t)+ (% - %cos(a)t)) sen[0(7)] =0, 4.5)

Donde

L: es la longitud del péndulo

g: es la aceleracion gravitacion

a: es la amplitud

w: es la frecuencia angular

Para aplicar los exponentes de Floquet en el andlisis de estabilidad de la ecuacion (4.5), debemos

expresar dicha ecuacién como un sistema de ecuaciones diferenciales lineales no auténomas de
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acos(wt)

Figura 4.1: Esquema del péndulo invertido con soporte vibrante

coeficientes periddicos. Se observa que la presencia de sen [9 (t)] hace que la ecuacidn (4.5) sea

no lineal, pero utilizando una aproximacion en series de Taylor alrededor de 8 = 7, se tiene que
sen[0(t)] ~ sen(m) + cos(m)(6 — ) = —x,
luego la ecuacion linealizada alrededor de 6 = 7 estaria dada por

aw?

A1) - (% - Tcos(a)t)) x=0. (4.6)

Finalmente, haciendo el cambio de variables

= 2> . 4.7)

X'(t)=A@)X (), (4.8)
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donde

. 2m L
€S una matriz E—perlodlca, y

El sistema (4.8) cumple todas las condiciones del Teorema (4.1). Para poder analizar la estabili-

dad del sistema (4.8), consideraremos los valores de las constantes:
g:9,87 LZ], a:(),l, o = 50.

También debemos considerar la matriz fundamental ®(¢) = P(t) ¢'3, 1a cual permitird determinar

la matriz de monodromia

2 . . . [ .
conT = s En vista de que la matriz ®(¢) no se puede determinar de manera analitica, debido

: . g aw? . .
a la presencia del coeficiente periddico A cos(mr), se emplearan métodos numéricos para

su aproximacion. En esta tesis, dichos métodos se implementan mediante el lenguaje Python,
utilizando esquemas estdndar de integracién de ecuaciones diferenciales ordinarias, tal como se
describen en Kiusalaas (2013). Este enfoque permite calcular de manera efectiva la matriz de

monodromia y los multiplicadores de Floquet del sistema en estudio.
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Implementacion codigo python para el modelo péndulo de Kapitza.

import numpy as np
from scipy.integrate import solve_ivp

from scipy.linalg import logm

# System parameters

g = 9.81
L =1
a = 0.1
w = 50
= 2xnp.pi/w

# Matrix A(t)
def A(t):

return np.array ([[0, 1],

[(g/L) — (axw=%xx2/L)*np.cos(wxt),

# System: dX/dt = A(t) X

def linear_system (t, x):
X = x.reshape (2, 2)
dXdt = A(t) @ X

return dXdt. flatten ()

# Computer fundamental_matrix Phi(T)
def compute_fundamental_matrix (T):
x0 = np.eye(2). flatten ()
sol = solve_ivp(
linear_system , [0, T], x0,

t_eval=[T],
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method="RK45",
rtol=1e-9, atol=1le-11
)
Phi_T=sol.y[:, —1].reshape (2, 2)

return Phi T

# Monodromy matrix M = Phi(T)
Phi_T = compute_fundamental_matrix (T)
print (" Matriz de Monodromia M = Phi(T):")

print (Phi_T)

# Matrix B

B = logm(Phi_ T) / T

print ("logarithmic matrix:")
print (B)

eigenval_b = np.linalg.eigvals (B)
print ("eigevalues of matrix B: ")

print(eigenval_b)

Los resultados de la implementacién computacional en codigo python son los siguientes.

Monodromia:
0,97884436 0,15361218
—27252866 0,97884436

Logaritmo matricial:

—3,64643679x10~10 1,23110080
—2,18413828 1,71145193x10~10
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Exponentes de Floquet:

A = —9,67492432 x 10711 4 1,63978486

Ay = —9.67492432 x 10~ — 1,63978486

Dado que ambos exponentes de Floquet tson ceros, se cloncluye, por el Teorema (4.5), se

concluye que el sistema (4.8) es estable.

Representacion grafica de la evolucion temporal de algulo x(7)

En la grifica se observa que la evolucion del angulo a lo largo del tiempo ¢ se mantiene

estable.
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4.2.2. Aplicacion a biologia: poblacion estructurada con reproduccion
estacional
El andlisis de modelos poblacionales en entornos periddicos ha sido desarrollado rigurosa-

mente por W. Wang y Zhao (2021) para modelos poblacionales con coeficientes dependientes

del tiempo y periddicos. En dicho trabajo se consideran sistemas dindmicos del tipo

X (t) = F(t,x(1)), F(t+T,x)=F(t,x), (4.9)

y se analiza la estabilidad del estado trivial x = 0, que corresponde a la extincién poblacional.
Al linealizar el sistema (4.9) alrededor del estado trivial, se obtiene un sistema lineal
periddico de la forma

K(t)=A@)x(t), A@+T)=A(r), (4.10)

donde A(r) es una matriz con coeficientes biol6gicamente interpretables.
En este contexto, el resultado central de W. Wang y Zhao (2021) establece la existencia de

una razon reproductiva basica peridédica, denotada por %, tal que

Hy <1 < p(M) <1 <= extinci6én poblacional, “4.11)

mientras que

Ho>1 < p(M) > 1 < persistencia poblacional. (4.12)

Aqui, p(M) denota el radio espectral de la matriz de monodromia M. Este resultado genera-
liza el criterio clésico de estabilidad en entornos con coeficientes constantes al caso periddico,
proporcionando una base rigurosa para la aplicacion de la teoria de Floquet en modelos biologi-

COsS.
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Modelo por clases: juveniles y adultos

Sea

x(1) = € R?, (4.11)

donde J(t) representa la poblacion juvenil y G(¢) la poblacién adulta en el instante 7. Se considera

el siguiente modelo lineal con transicion de clases y reproduccion:

X(t)=A(t)x(t), AC+T)=A(), (4.12)
donde
— b
A= | M 7 4.13)
Y —Hc
Aqui:

Wy > 0: tasa de mortalidad juvenil,

U > 0: tasa de mortalidad adulta,

Y > 0: tasa de maduracidn (transicién de juveniles a adultos),

= b(t) > 0: tasa de natalidad (aporte de adultos a juveniles), asumida T-periddica:
b(t+T)=b(r).

Una eleccion tipica para modelar estacionalidad es
b(t):bo(lJrscos(zT”t)), bo>0, 0<e<l. (4.14)

En consecuencia, por (4.13), la matriz A(z) es T-periddica.
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Forma de Floquet y matriz de monodromia

El sistema (4.12) es un sistema lineal con coeficientes periddicos, por lo que satisface las

hipétesis del Teorema (4.1). Sea ®(¢) la matriz fundamental del sistema, definida por

D) =AM)D(1), D0)=h, (4.15)

donde /> denota la identidad 2 x 2.

La matriz de monodromia se define como

M =(T). (4.16)

Los autovalores de M, denotados por A1, A,, son los multiplicadores de Floquet. Ademads, existe

una descomposicion de Floquet

lo que implica M = ®(T) = P(T)e! 8.

Criterio de persistencia/extincion

El comportamiento asintético del sistema (4.12) queda determinado por el radio espectral de

la matriz de monodromia M, definido por

p(M) = méax{|Ai],|A2[}.

Aplicando el Teorema (4.6):

» sip(M) < 1, entonces x(¢) — 0 cuando  — oo y la poblacion tiende a la extincion (sistema

(4.12) asintoticamente estable )

= si p(M) > 1, existe crecimiento neto por periodos y la poblacidn persiste (sistema (4.12)

inestable).
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Por tanto, el anélisis de persistencia o extincion poblacional se reduce al calculo de los

multiplicadores de Floquet asociados a la matriz de monodromia M.

Implementacion numérica para el modelo biologico

En general, la matriz fundamental ®(z) no se expresa de forma cerrada cuando b(t) es
periddica, por lo que la monodromia M = ®(T) se calcula numéricamente integrando (4.15)
en el intervalo [0, T]. El célculo de M es andlogo al realizado en la aplicacién del péndulo de
Kapitza, donde la periodicidad del coeficiente impide una expresion analitica simple de la matriz
fundamental.

Implementacion codigo python

import numpy as np
from scipy.integrate import solve_ivp

from scipy.linalg import logm

# System parameters

mu_J = 0.6 # mortalidad juvenil
mu G = 0.4 # mortalidad adulta
gamma = 0.8 # maduracion J —> G
b0 = 1.2 # natalidad media
eps = 0.6 # estacionalidad

T =12.0

w = 2%np.pi/T

# Tasa de natalidad periodica
def b(t):

return bOx(1.0 + epssnp.cos(wxt))
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# Matrix A(t)
def A(t):
return np.array ([[-mu_J, b(t)],
[ gamma, —-mu_G]])
# System: dx/dt=A(t)x(t)
def linear_system (t, x):
X = x.reshape (2, 2)
dXdt = A(t) @ X

return dXdt. flatten ()

# Fundamental matrix Phi(T)
def compute_fundamental_matrix (T):
x0 = np.eye(2). flatten ()
sol = solve_ivp(
linear_system , [0, T], x0,
t_eval=[T],

method="RK45",

rtol=1e-9,
atol=le-11
)
Phi_T = sol.y[:, —-1].reshape(2, 2)

return Phi T
# Monodromy matrix M = Phi(T)
Phi_T = compute_fundamental_matrix (T)

print ("Monodromia M = Phi(T):")
print (Phi_T)
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# Matrix B
B = logm(Phi_T) / T
print (" Matriz B = (1/T) logM):")

print (B)

mu = np.linalg.eigvals(B)
print ("\nExponentes de Floquet (autovalores de B):")
print (mu)

print (" Partes reales:", np.real (mu))

# Eigenvalues and spectral radius of M

eig M = np.linalg.eigvals (M)
rho_M = np.max(np.abs(eig_M))
print ("\nAutovalores de M:")
print (eig_M)

print ("Radio espectral rhoM) =", rho_M)

Resultados de la implementacion numérica

Monodromia:

119,06317217 198,35036535
84,08858988 140,08531964

Logaritmo matricial:

—0,57812814  1,47432514
0,62502492  —0,42187191
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Exponentes de Floquet:

A = —1,46311682,
A2 = 0,46311677.

Dado que uno de los exponentes de Floquet tiene parte real positiva, se cloncluye, por el

Teorema (4.5), que el sistema (4.12) es inestable.

Valores propios de la monodromia y su radio espectral

W = 2,37092195 x 1073,
o = 2,59148492 x 10?

Aplicando el Teorema (4.6), se concluye que el sistema (4.12) es inestable.

Por otro lado, segun el resultado central de W. Wang y Zhao (2021), analizando el radio
espectral de la matriz de monodromia: p(M) = 259,14849178179907 > 1, se concluye que

existe crecimiento neto periddico y la poblacion persiste (sistema (4.12) inestable).

Representacion grafica de la dinamica temporal de juveniles y adultos con reproduccion

estacional

En la grafica se observa que existe crecimiento neto por periodos y la poblacién persiste.
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Conclusiones

Conclusion general

La investigaciéon demuestra que los exponentes de Floquet permiten caracterizar la estabili-
dad exponencial del sistema dindmico lineal no auténomo con coeficientes periddicos alrededor
de la solucion trivial. Mediante la reduccidn del sistema original a un sistema auténomo equiva-
lente con coeficientes constantes, se establece un criterio riguroso de estabilidad basado en el
signo de la parte real de los exponentes de Floquet, lo que posibilita su aplicacion al andlisis de
modelos matematicos provenientes de la fisica, la biologia y otras ramas del conocimiento con

comportamiento periddico.

Conclusiones de los objetivos especificos

1. Se analizaron las propiedades fundamentales de la teoria de Floquet que permiten trans-
formar un sistema dindmico lineal no auténomo con coeficientes periédicos en un sistema
dindmico lineal auténomo equivalente mediante la construccion de la solucién fundamen-
tal y la matriz de monodromia, estableciendo asi un marco adecuado para el andlisis de

estabilidad.

2. Se determiné que los exponentes de Floquet pueden obtenerse a partir del espectro de la
matriz de monodromia asociada al sistema dindmico lineal no auténomo con coeficientes
periddicos. Cuando no fue posible obtener expresiones analiticas, el empleo de métodos

numéricos permitié calcular dichos exponentes con adecuada precision.
3. Se establecieron criterios de estabilidad exponencial para la solucion trivial de sistemas
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dindmicos lineales no auténomos con coeficientes periddicos, aplicando los criterios clasi-
cos de estabilidad de sistemas dindmicos lineales auténomos con coeficientes constantes
al sistema auténomo equivalente obtenido mediante la teoria de Floquet. Dichos criterios

se expresan en funcidn del signo de la parte real de los exponentes de Floquet.

. Se analiz6 la estabilidad exponencial, mediante la teoria de Floquet y con apoyo de
herramientas computacionales, de modelos matematicos con coeficientes periddicos que
describen fendémenos fisicos y bioldgicos, ilustrando la utilidad del enfoque mediante el
estudio del péndulo de Kapitza y de un modelo de poblacion estructurada con reproduccion

estacional.
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Sugerencia para futuras investigaciones

A partir de los resultados obtenidos y del marco tedrico desarrollado en el presente trabajo, se
identifican diversas lineas de investigacion que podrian ampliar el alcance de la teoria de Floquet
y su aplicacién en sistemas fisicos y matemadticos de interés. A continuacion, se presentan tres

propuestas concretas:

= La teoria de Floquet, en su formulacién clasica, se aplica a sistemas lineales con coefi-
cientes periddicos. Una posible extensién consistiria en el andlisis de estabilidad de

soluciones periddicas en sistemas no lineales del tipo

x//(t):f(x7t>7 f(x7t+T):f(x=t>7

empleando técnicas de linealizacién local alrededor de soluciones periddicas x,(¢) y
analizando la estabilidad orbital mediante los multiplicadores de Floquet asociados a la

dinamica linealizada.

= Una segunda direccién de investigacion seria extender la teoria de Floquet a ecuaciones
diferenciales no lineales con acoplamiento espacial, descritos por ecuaciones diferenciales

parciales periédicamente excitadas de tipo espacio-temporal, por ejemplo:
91 (1) = > Pea(1) + (80 + g1 cos(@r) ) sen(9 (1)) = 0.

= Una tercera linea de investigacion seria aplicar la teoria de Floquet en el disefio de contro-

ladores periddicos basados en teoria de Floquet para la supresion activa de vibraciones en
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sistemas con entradas periddicas, por ejemplo:

¥ (t) = Ax(t) + Bu(t), u(t) = Uy + Uy cos(t).

Esta linea de investigacion conecta directamente con aplicaciones précticas en sistemas
mecatronicos, aeronduticos y robéticos, extendiendo los resultados de Chen, Zhang y

Quan (2023) hacia un marco tedrico general basado en el control periddico.
En conjunto, estas tres lineas constituyen una proyeccion natural del presente trabajo, integrando

los fundamentos de la teoria de Floquet con la dindmica no lineal, el andlisis de estabilidad en

sistemas distribuidos y el disefno de controladores periddicos aplicados.
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Apéndice A

Forma Canonica de Jordan

Preliminares
A continuacion se resumen algunos conceptos extraidos de Coelho y Lourenco, 2018

(a) Un valor propio de A € M(n,C) es un nimero A € C para el cual existe un vector no nulo
v € C" que satisface

Av = Av.

(b) Si A es un valor propio de A € M(n,C), entonces todo vector no nulo v que satisface

Av = Av se denomina vector propio de A asociado a A.

(c) El polinomio caracteristico de A € M(n,C) es de la forma p4(x) = (x —1)"g(x) con

q(x) #0

(d) La multiplicidad algebraica de A, denotada por m,(A), es el orden de A como raiz del

polinomio caracteristico pa(x).

(e) La multiplicidad geométrica de A, denotada por mg(A ), se define como

mg(A) = dimker(A — A1).

(f) Se dice que A € M(n,C) es diagonalizable si existe una matriz invertible P tal que

89



A = PDP~! con D diagonal. Equivalentemente, A es diagonalizable si y solo si

ma(A) = mg(A) para todo valor propio A de A.

Procedimiento para obtener los bloques de Jordan

A continuacién se resume un procedimiento prictico para determinar la forma y tamafio de

los bloques de Jordan

1. Valores propios: calcular el polinomio caracteristico ps(x) = (x — A)"g(x) de la matriz

A € M(C) y hallar sus raices Ay, ..., A junto con sus multiplicidades algebraicas m,(4;).

2. Namero de bloques: para cada A;, calcular el nimero de bloques de Jordan asociados a
A; estd dado por

mg(A;) = dimker(A — A;1).

3. Tamaiios de los bloques: para cada valor propio A; se estudian las dimensiones
d,(A;) = dimker(A — A1)7, p=12,...,
hasta que la sucesion se estabiliza, es decir, hasta que existe un entero positivo pg tal que
dpy (i) = dpys1(Ai).

En este caso, los incrementos

dp(Ai) —dp—1(4i)

determinan el nimero de cadenas de Jordan asociadas a A; cuyo tamaiio es mayor o igual

que p.

90



A.1. Obtencion de los bloques de Jordan

La forma candnica de Jordan se obtiene a partir de los valores valores propios de la matriz
A € M(n,C), estudiando la relacion entre las multiplicidades algebraica y geométrica de cada
valor propio, asi como el crecimiento de los niicleos de los operadores (A — AI)”. En esta seccién
se describen los distintos tipos de bloques de Jordan que pueden aparecer y la manera en que se

obtienen.

Caso 1: Valor propio real diagonalizable

Sea A € R un valor propio de A tal que m4(A) = mg(A). En este caso se cumple
ker(A — AI) = ker(A — AI)?, por lo que no existen vectores propios generalizados. Cada auto-
vector genera un bloque de Jordan de tamafio 1. La contribucién de A en la forma canénica de

Jordan es una matriz diagonal de la forma

0 0
0 A 0
J(A) =
00 A

Caso 2: Valor propio real no diagonalizable

Sea A € R un valor propio tal que

mg(A) < myg(A).

Entonces

ker(A — AI) C ker(A — AI)?,

lo que implica la existencia de vectores propios generalizados. En este caso se construyen

cadenas de Jordan

(A—Alx; =0, (A—ADxj11 =x;j,
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cuya longitud determina el tamafio del bloque asociado. El bloque de Jordan correspondiente es

de la forma
A1 0 0
0 A 1 0
Ry (A) = , k>2
0 0 4 1
0 0 4

Caso 3: Para valores propios complejos simples

Supéngase que A € M(n,C) posee un par de valores propios complejos conjugados

A=oa+iB, A=a—ip, PB#O0.
Entonces, sobre C, existe un bloque complejo diagonal de orden dos

o+i 0
R2: B 5
0 o—if

el cual es semejante al bloque real definido por

a —_
R =Py 'RPy = b ,

donde

son las transformaciones estdndar que permiten determinar la forma candnica real de R5.
Mas generalmente, si el par o +if3 es diagonalizable y cada valor propio complejo tiene

multiplicidad algebraica g, la forma candnica real de A contiene g bloques 2 x 2 de la forma

R = | © P
B «
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dispuestos diagonalmente, es decir,

R(a,) 0O - 0
0 Ri(a, 0
Ry, = _ 2((% P) . _ € M(2q).
0 0 - Ri(ap)

Este bloque describe una dindmica oscilatoria con frecuencia 8 y crecimiento o decaimiento

determinado por .

Caso 4: Par de valores propios complejos defectivos

Supéngase que A € M(n,C) posee un par de valores propios complejos conjugados

A=a+iB, A=o—iB, B#0,

y que dicho par es no diagonalizable, es decir, su multiplicidad geométrica es estrictamente
menor que su multiplicidad algebraica. En este caso existen vectores propios generalizados
complejos asociados a A y A.
Sobre C, la contribucién de este par a la forma canénica de Jordan estd dada por un bloque
complejo defectivo de orden ¢, de la forma
AL, 1,
RZq = )
0 Al
donde /I, denota la matriz identidad de orden g y g > 2 representa la longitud de la cadena de
Jordan compleja.

Mediante una transformacién de semejanza compleja—real construida a partir de la matriz
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aplicada bloque a bloque, se obtiene la forma candnica real correspondiente, que viene dada por

el bloque
Ri(a,B) )53 0 0
0 Ri(a,B) b 0
R;, = : 5 € M(2q),
0 0 R;(o,B) L
0 0 Rs(a,B)
donde
. a —f 10
Ry(o, B) = , L=
B « 01

Este bloque describe una dindmica oscilatoria con frecuencia 8 combinada con un creci-

miento polinomial de orden g — 1, multiplicando el factor exponencial e*.
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